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Àáóçÿðîâà Í.Ô.1

Íåðàâåíñòâî òèïà òåîðåìû ïëîùàäåé

Ïóñòü S � êëàññ ôóíêöèé, îäíîëèñòíûõ â êðóãå ∆ = {z : |z| < 1} è
èìåþùèõ ðàçëîæåíèå ϕ(z) = z + a2z

2 + . . . ; Σ - êëàññ ôóíêöèé, îäíîëèñò-
íûõ â äîïîëíåíèè ∆e = {w : |w| < 1} ñ ðàçëîæåíèåì ψ(w) = w + b0 +
b1w

−1 + b2w
−2 + . . . , Σ0 � ïîäêëàññ Σ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ψ òàêèõ, ÷òî

0 6∈ ψ(∆e). Ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè ϕ(z) 7→ ϕ−1(z−1) óñòàíàâëèâàåò âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè èç S è Σ0. Êëàññè÷åñêèé
ïðèíöèï ïëîùàäåé óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ψ ∈ Σ ïëîùàäü äîïîëíåíèÿ ê îáëà-
ñòè ψ(∆e) íåîòðèöàòåëüíà. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòîãî ôàêòà � ëåììà
Ãðîíóîëëà (âíåøíÿÿ òåîðåìà ïëîùàäåé, 1914-1915 ãã.):

1

π

∫

∆e

|ψ′2(w)− 1|2|dw| =
∞∑

n=0

n|bn|2 ≤ 1, (1)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ "ïîëíûõ"îòîáðàæåíèé ψ (äëÿ êî-
òîðûõ ïëîùàäü äîïîëíåíèÿ ê ψ(∆e) ðàâíà íóëþ), ñì. [1, �1, ãë.1]. Ìíîãî
äðóãèõ óòâåðæäåíèé áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå ïðèíöèïà ïëîùàäåé äëÿ îäíî-
ëèñòíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, íåðàâåíñòâà Ãðóíñêîãî, äàþùèå êðèòåðèé ïðè-
íàäëåæíîñòè ôóíêöèè êëàññó S (ñì. [1]), îöåíêà Êåáå-Áèáåðáàõà äëÿ ϕ ∈ S
è z ∈ ∆ (ñì., íàïðèìåð, [1, �5,ãë. 1])

∣∣∣∣
ϕ′′(z)

ϕ′(z)
− 2z̄

1− |z|2
∣∣∣∣ ≤

4

1− |z|2 .

Ýòà îöåíêà òî÷íàÿ: ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü äëÿ "ïîëíûõ"îòîáðàæåíèé
ϕ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå è îáîáùåíèå ìåòîäà ïëîùàäåé
íà êîìïàêòíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.

1. Îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû Ñòîêñà. Ïóñòü S � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 1,2(S) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ñìåæíîñòè [f ] =
{f + const} âñåõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé f : S → C äëÿ êîòîðûõ
äèôôåðåíöèàë ωf = df ïðèíàäëåæèò ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó L2(S) (ñì.
[2, Ãë. 7, Ñ. 181�182]). Íàïîìíèì, ÷òî íîðìà â L2(S) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

‖ω‖2
L2 =

∫

S

ω ∧ ∗ω̄,

ãäå
ω = u dz + v dz̄, ∗ω = −iu dz + iv dz̄,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 06-01-00516-a.
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à z � êàêîé-íèáóäü ëîêàëüíûé ïàðàìåòð íà S. Íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé f ñ
ωf = df ∈ L2(S) ðàâåíñòâî

‖f‖2 = ‖df‖2
L2

îïðåäåëÿåò ïîëóíîðìó. Ïðîñòðàíñòâî W 1,2(S) ìû ñíàáäèì íîðìîé

‖[f ]‖2
W 1,2 = ‖f‖2 = ‖df‖2

L2 .

ßñíî, ÷òî äëÿ äâóõ ïðåäñòàâèòåëåé f1 è f2 îäíîãî è òîãî æå êëàññà ñìåæ-
íîñòè [f ] áóäåò df1 = df2, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà
W 1,2(S) � êëàññû ñìåæíîñòè [f ] � áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî f è íàçûâàòü
ôóíêöèÿìè.

Â òåðìèíàõ ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà z äèôôåðåíöèàë ωf = df ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ωf = ∂zf dz + ∂̄zf dz̄, ãäå ∂z = ∂/∂z, ∂̄z = ∂/∂z̄ Ýòî
ïðåäñòàâëåíèå åñòü ëîêàëüíàÿ ôîðìà ãëîáàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

ωf = ωf,1 + ωf,2,

ãäå ωf,1 = ∂zf dz, ωf,2 = ∂̄zf dz̄ â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (ñì. [3, Ãë.
1, 2]).

Ýëåìåíò f ∈ W 1,2(S) ïîðîæäàåò äèôôåðåíöèàëû âòîðîãî ïîðÿäêà

Λf,1 = ωf,1 ∧ ω̄f,1, Λf,2 = −ωf,2 ∧ ω̄f,2,

êîòîðûå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

Λf,1 = |∂zf |2 dz ∧ dz̄, Λf,2 = |∂zf |2 dz ∧ dz̄. (2)

Çàìåòèì, ÷òî
‖f‖2

W 1,2 = i

∫

S

Λf,1 + i

∫

S

Λf,2.

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü f ∈ W 1,2(S). Òîãäà îáà èíòåãðàëà
∫
S

Λf,1 è
∫
S

Λf,2

êîíå÷íû è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
∫

S

Λf,1 =

∫

S

Λf,2. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïî ñóùåñòâó, ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëåä-

ñòâèé òåîðåìû Ñòîêñà (ñì. [2])
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî f ∈ C2(S), è ðàññìîòðèì èíòåãðàë

∫

S

d
(
f df̄

)
. (4)
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Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ â òåðìèíàõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò

d
(
f df̄

)
=

(|∂zf |2 − |∂zf |2
)
dz ∧ dz̄.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïåðåïèøåì èíòåãðàë (4) â âèäå
∫

S

d
(
f df̄

)
=

∫

S

Λf,1 −
∫

S

Λf,2. (5)

Èç òåîðåìû 6-4 [2, Ãë. 6, ñ. 167] ñëåäóåò, ÷òî
∫

S

d
(
f df̄

)
= 0.

Ó÷èòûâàÿ (5), ïîëó÷àåì ∫

S

Λf,1 =

∫

S

Λf,2.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ f ∈ C2(S). Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé f ∈ W 1,2(S)
ïðèìåíÿåì àïïðîêñèìàöèþ â ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìå ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî Ïðåäëîæåíèå 1 óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå: äëÿ òî÷íîé äèôå-
ðåíöèàëüíîé ôîðìû ïåðâîãî ïîðÿäêà ω èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∫

S

ω ∧ ω̄ = 0.

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè S è íåðà-
âåíñòâî òèïà òåîðåìû ïëîùàäåé. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîñâÿçíóþ îáëàñòü
Ω íà S (Ω 6= ∅, S) è ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ R íà S, âñå ïîëþñû êîòîðîé
ïðèíàäëåæàò Ω. Îáîçíà÷èì p1, . . . , pN ïîëþñû ôóíêöèè R, è ïóñòü mj �
êðàòíîñòü ïîëþñà pj, j = 1, . . . , N. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1 Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Q : S → C∞, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:
(Q1) Q ðàâíà íóëþ íà ìíîæåñòâå S \Ω;
(Q2) Q � ãàðìîíè÷åñêàÿ íà Ω \ {p1, . . . , pN};
(Q3) ðàçíîñòü P = R−Q (áîëåå òî÷íî, êëàññ ñìåæíîñòè [P ] = {P +const})
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1,2(S) è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∫

Ω

i

2
ΛP,1 ≤

∫

Ω

i

2
ΛP,2. (6)
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îáëàñòü Ω èìååò êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêóþ ãðà-

íèöó. Ýòà îáëàñòü ñàìà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü.
Ââåäåì äëÿ íåå ñîïðÿæåííóþ ïîâåðõíîñòü Ω∗ (ñì. [2, Ãë. 8, ñ. 217, çàäà÷à
1]). À èìåííî, ïóñòü Ω∗ � åùå îäíà êîïèÿ Ω è ∗ : Ω → Ω∗ � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå, p∗ = ∗(p), îáðàòíîå ê êîòîðîìó ∗−1 ìû òîæå áóäåì îáîçíà÷àòü
∗, òàê ÷òî p∗∗ = p. Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà Ω∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Åñëè îòîáðàæåíèå z = Φ(p) çàäàåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñò-
íîñòè êàêîé-íèáóäü òî÷êè p0 ∈ Ω ñ Φ(p0) = 0, òî ëîêàëüíûé ïàðàìåòð Φ∗(p∗)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè p∗0 çàäàåòñÿ òàê: z̄ = Φ(p) = Φ∗(p∗). Îïðåäåëèì "óäâîåí-
íóþ"îáëàñòü ('Schottky double') Ω̃ = Ω ∪Ω∗ ∪ ∂Ω, îòîæäåñòâëÿÿ ñîïðÿæåí-
íûå ãðàíè÷íûå òî÷êè p ∈ ∂Ω è p∗ ∈ ∂Ω∗. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà
â îêðåñòíîñòè òàêèõ îòîæäåñòâëåííûõ òî÷åê p0 è p∗0 áåðåòñÿ

z =

{
χ(q), p ∈ Ω,

χ(h−1(q)), q ∈ Ω∗,

ãäå z = χ(p) � ñïåöèàëüíûé ëîêàëüíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëåííûé â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè V ⊂ S òî÷êè p0 è îòîáðàæàþùèé ìíîæåñòâî V ∩Ω íà îáëàñòü
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 òàê, ÷òî χ(p0) = 0 è ñâÿçíàÿ ÷àñòü ∂Ω ∩
V , ñîäåðæàùàÿ p0, ïåðåõîäèò âçàèìíî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî â îòðåçîê
âåùåñòâåííîé îñè (ñì. [2, Ãë. 8, ñ. 217, çàäà÷à 2]). Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü
Ω̃ ñ ââåäåííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé ñòàíîâèòñÿ êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ.

Äàëåå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8-1 â [2, Ãë.8, ñ. 211], äëÿ êàæäîé òî÷êè pj, j =
1, . . . , N, ñóùåñòâóþò ôóíêöèè gj è g∗j , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
gj � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω̃ \ {pj}, g∗j � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω̃ \ {p∗j} ;
gj èìååò â òî÷êå pj òó æå îñîáåííîñòü, ÷òî è R, à g∗j èìååò â òî÷êå p∗j îñîáåí-
íîñòü òàêóþ æå, êàê (−R ◦ ∗).

Ïîëîæèì

Qj(p) =
1

2

{
gj(p) + g∗j (p)− gj(p

∗)− g∗j (p
∗)

}
, j = 1, . . . , N.

Ôóíêöèÿ Qj óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
(1) îíà ãàðìîíè÷íà â Ω \ {pj};
(2) ôóíêöèÿ (R−Qj) ðåãóëÿðíà (íå èìååò îñîáåííîñòè) â òî÷êå pj;

(3) Qj íåïðåðûâíà â Ω̄ \ {pj}, è Qj(p) = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω.

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ Q :

Q(p) =





N∑
j=1

Qj(p), p ∈ Ω,

0, p ∈ S \Ω,
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è ïîëîæèì
P (p) = R(p)−Q(p).

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Q ñëåäóåò, ÷òî P ñîâïàäàåò ñ R íà êîìïàêòíîì ìíîæå-
ñòâå S \Ω, à òàêæå, ÷òî P ãàðìîíè÷íà âñþäó â Ω. Òàê êàê ãðàíèöà îáëàñòè
Ω ïðåäïîëàãàåòñÿ êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêîé, ôóíêöèÿ Q è åå ïðîèçâîäíûå ∂zQ,
∂̄zQ ãàðìîíè÷íû è ðàâíû íóëþ íà ∂Ω. Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ìîæåì çà-
êëþ÷èòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå P ∈ W 1,2(S).

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà ∂Ω íå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêîé,
îáëàñòü Ω àïïðîêñèìèðóåì âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îáëàñòåé Ωn

ñ êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêèìè ãðàíèöàìè. Äëÿ êàæäîé îáëàñòè Ωn ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ôóíêöèþ Qn îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Äëÿ ïåðåõîäà ê ïðåäåëó
âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì À. Áåðëèíãà (ñì. [4, ñ.53]), èç êîòîðîãî ñëåäóåò
ðàâíîìåðíàÿ ïî n îãðàíè÷åííîñòü òàê íàçûâàåìûõ Lip 1

2
-íîðì (íîðì â ïðî-

ñòðàíñòâå Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 1/2) ôóíêöèé Qn, âçÿòûõ âíå îáúåäèíåíèÿ
ìàëûõ îêðåñòíîñòåé òî÷åê p1, . . . , pN . Îãðàíè÷åííîñòü òàêèõ íîðì âëå÷åò ñëà-
áóþ ñõîäèìîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Qn} ê íåêîòîðîé ôóíêöèè Q, îïðå-
äåëåííîé â Ω. Ââåäåì, êàê è âûøå, P = R− Q ñ ýòîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé
Q.

ßñíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé P è Q âûïîëíåíû âñå òðåáóåìûå óñëîâèÿ, êðî-
ìå, áûòü ìîæåò, âêëþ÷åíèÿ P ∈ W 1,2(S). Ýòî âêëþ÷åíèå áóäåò âûòåêàòü èç
ñëåäóþùåãî ôàêòà: ôóíêöèÿ P ðåøàåò çàäà÷ó Äèðèõëå â îáëàñòè Ω ñ ãðà-
íè÷íûìè çíà÷åíèÿìè, ðàâíûìè R, à ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ìèíèìèçèðóåò
èíòåãðàë Äèðèõëå, âçÿòûé ïî îáëàñòè Ω. W 1,2(S)-(ïîëó-)íîðìà ôóíêöèè P
åñòü ñóììà åå èíòåãðàëà Äèðèõëå ïî Ω è èíòåãðàëà Äèðèõëå ôóíêöèè R ïî
S \Ω; îáà ýòè èíòåãðàëà êîíå÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî P ïðèíàä-
ëåæèò ïðèíàäëåæèò W 1,2(S).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (6) äëÿ ôóíêöèè P = R−Q. Ñîãëàñíî (2), èìååì
ΛP,1 = |∂zR− ∂zQ|2 dz ∧ dz̄, ΛP,2 = |∂zQ|2 dz ∧ dz̄,

ãäå z � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð.
Çàìåòèì, ÷òî |dz| = i

2
dz ∧ dz̄. Âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

i

2

∫

S

ΛP,1 ≥ i

2

∫

Ω

ΛP,1

è ∫

S

ΛP,2 =

∫

Ω

ΛP,2.

Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ïðèìåíÿÿ (3) ê ôóíêöèè P, ïîëó÷àåì
∫

Ω

i

2
ΛP,1 ≤

∫

Ω

i

2
ΛP,2,

ãäå â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò
i

2
ΛP,1 = |∂zR− ∂zQ|2 |dz|, i

2
ΛP,2 = |∂zQ|2 |dz|.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1 Çíàê ðàâåíñòâà â (6) èìååò ìåñòî â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
äîïîëíåíèå S \Ω èìååò íóëåâóþ ïëîùàäü.
Çàìå÷àíèå 2 Ïîëîæèì S = C∞ è ïóñòü, êàê è âûøå, Ω ⊂ C∞ � êîíå÷-
íîñâÿçíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ îáëàñòü, Ω 6= ∅, C∞. Ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíóþ
ôóíêöèþ R(w) = (w−µ)−1, w ∈ Ω ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì µ ∈ Ω.
Åñëè Φ(w) � ôóíêöèÿ, êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùàÿ îáëàñòü Ω
íà åäèíè÷íûé êðóã ∆, òî ôóíöèÿ Ãðèíà îáëàñòè Ω èìååò âèä

GΩ(w, µ) = −1

2
log

∣∣∣∣∣
Φ(w − Φ(µ))

1− Φ(w)Φ(µ)

∣∣∣∣∣

2

.

Ôóíêöèÿ
Q(w) = 2∂µGΩ =

Φ′(µ)

Φ(w)− Φ(µ)
− Φ′(µ)

1− Φ(w)Φ(µ)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ âûáðàííîé R. Äëÿ ôóíê-
öèè P = R−Q èìååì

∂wP = − 1

(w − µ)2
+

Φ′(µ)Φ′(w)

(Φ(w)− Φ(µ))2
,

∂wP = − Φ′(µ)Φ′(w)

1− (Φ(w)Φ(µ))2
= −πKΩ(w, µ),

ãäå KΩ � âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî Áåðãìàíà (ñì. [5, ñòð. 208, ôîðìóëà (2.3)]).
Íåðàâåíñòâî (6) â äàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä

∫

Ω

∣∣∣∣
1

(w − µ)2
− Φ′(µ)Φ′(w)

(Φ(w)− Φ(µ))2

∣∣∣∣
2

|dw| ≤ π|Φ′(µ)|2
(1− |Φ(µ)|2)2

,

òàê êàê â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè KΩ∫

Ω

|∂wP |2|dw| = π2

∫

Ω

|KΩ(w, µ)|2|dw| = π2KΩ(µ, µ) =
π|Φ′(µ)|2

(1− |Φ(µ)|2)2
.

Ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ∆ ïîëó÷èì
1

π

∫

∆

∣∣∣∣
ϕ′(z)ϕ′(λ)

(ϕ(z)− ϕ(λ))2
− 1

(z − λ)2

∣∣∣∣
2

|dz| ≤ 1

(1− |λ|2)2
,

ãäå ϕ = Φ−1, λ = Φ(µ). Â ÷àñòíîñòè, ïðè λ = 0, ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1 áóäåò
1

π

∫

∆

∣∣∣∣
ϕ′(z)

ϕ2(z)
− 1

z2

∣∣∣∣
2

|dz| ≤ 1.

Åñëè ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â òåðìèíàõ ôóíêöèè ψ(w) = ϕ−1(w−1),
êîòîðàÿ, â ñèëó óñëîâèé íà ϕ, ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ, ìû ïîëó÷èì ëåììó
Ãðîíóîëëà (1).
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Àë¼øèíà Í.Ï.

Ïðîáëåìà âûÿâëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ ðàçâèòèÿ
ìûøëåíèÿ, îáëàäàþùèõ ýâðèñòè÷åñêèìè

âîçìîæíîñòÿìè, è èõ çíà÷åíèå â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòîì îñíîâíîãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ îäíîé èç
ïðèîðèòåòíûõ öåëåé îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ èíòåëëåêòóàëüíîå ðàç-
âèòèå ó÷àùèõñÿ è â ÷àñòíîñòè, êàê óòî÷íÿåò Ã. È. Ñàðàíöåâ [4], ðàçâèòèå
ëîãè÷åñêîé è ýâðèñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ ìûøëåíèÿ. Ïîýòîìó íà ñîâðåìåí-
íîì ýòàïå ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ ïðîáëåìà âûÿâëåíèÿ è âíåäðåíèÿ â ïðàêòè-
êó ïðåïîäàâàíèÿ ýâðèñòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ
î÷åíü àêòóàëüíà. Â òîì ÷èñëå îñîáåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå
âçàèìîñâÿçè ëîãèêè è ýâðèñòèêè, òåì áîëåå ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâó-
åò ìíåíèå î òîì, ÷òî îíè íèêàê íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
ëîãè÷åñêèå çàêîíû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ýâðèñòèê, à ìíîãèå ýâðè-
ñòèêè â ñâîþ î÷åðåäü îñíîâûâàþòñÿ íà ëîãè÷åñêèõ ïðàâèëàõ âûâîäà. Áîëåå
òîãî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýâðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ñòîðîíîé ëîãèêè. Îá-
îñíóåì íàøó òî÷êó çðåíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, ÷òî çíà÷èò � ñäåëàòü îòêðûòèå? Ýòî çíà÷èò íå òîëüêî ðàññêà-
çàòü î ñâîåé íîâîé èäåå, ïðåäëîæåíèè, íî è ïðèâåñòè ðàññóæäåíèå, êîòîðîå
óáåæäàåò â èñòèííîñòè äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ, è, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòü
ïðàâîìåðíîñòü ñâîåãî îòêðûòèÿ, òàê êàê íè÷åãî íå îòêðûòî � ïîêà íå äîêà-
çàíî. Çíà÷èò, ëîãèêà ïðèíèìàåò ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå ó÷àñòèå â ïðîöåññå
îòêðûòèÿ íîâîãî.

Âî-âòîðûõ, çíàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé è çàêîíîâ ëîãèêè óæå èìååò áîëü-
øîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

È, â-òðåòüèõ, íà îñíîâå ëîãè÷åñêèõ ïðàâèë âûâîäà ìîæíî äàòü ýôôåê-
òèâíûå, äåéñòâåííûå ñîâåòû ïî îòûñêàíèþ äîêàçàòåëüñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî òåðìèí "ýâðèñòèêà"ïîíèìàþò â ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ. Ìû
ïîä ýâðèñòèêîé, â ðàìêàõ äàííîãî èçëîæåíèÿ, âñëåä çà Å. Å. Ñåìåíîâûì
[5], áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñîâåò � êàê èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è. ×òî êàñàåòñÿ
ëîãèêè, òî çäåñü ðå÷ü ïîéäåò î ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, òàê êàê â íàñòîÿùåå
âðåìÿ îíà ðàçðàáîòàëà áîëåå óäîáíûé è ñîâåðøåííûé àïïàðàò äëÿ àíàëèçà
ðàññóæäåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé ëîãèêîé.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ëîãè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ ÿâ-
ëÿþòñÿ: ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðå-
òüåãî è çàêîí êîíòðàïîçèöèè. Íî ýòî äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê. Íåêîòîðûå
ëîãè÷åñêèå çàêîíû òàê î÷åâèäíû, ÷òî ìû èñïîëüçóåì èõ â ïðîöåññå ðàññóæäå-
íèé àâòîìàòè÷åñêè, íå çàäóìûâàÿñü. Íî äàæå ñàìûå ïðèìèòèâíûå, íà ïåðâûé
âçãëÿä, ðåçóëüòàòû ëîãèêè èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå.
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ è ïðîäåìîíñòðèðóåì èõ ýâðèñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè íà ïðèìåðå
ðåøåíèÿ øêîëüíûõ çàäà÷.

1) Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ â øêîëüíîé ïðàêòèêå ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåì. Äîêàæåì ñ åãî ïîìîùüþ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

"Ó ëþáîãî òðåóãîëüíèêà õîòÿ áû äâà óãëà îñòðûå "[2, ñòð. 55].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ó òðåóãîëüíèêà òîëüêî îäèí îñòðûé óãîë
èëè âîîáùå íåò îñòðûõ óãëîâ. Òîãäà ó ýòîãî òðåóãîëüíèêà åñòü äâà óãëà,
êàæäûé èç êîòîðûõ íå ìåíüøå 90◦. Ñóììà ýòèõ äâóõ óãëîâ óæå íå ìåíüøå . À
ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñóììà âñåõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦. Çíà÷èò,
íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, çíà÷èò, ó ëþáîãî òðåóãîëüíèêà õîòÿ áû äâà
óãëà îñòðûå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2) Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî , à èìåííî:

Êàêîâî áû íè áûëî ïðåäëîæåíèå A , èìååò ìåñòî ïðåäëîæåíèå
A ∨ (¬A) ,

÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ çàäà÷, âêëþ÷àåìûõ â ïðîöåññ
îáó÷åíèÿ, íàïðèìåð, ñ öåëüþ ïîâûñèòü èíòåðåñ øêîëüíèêîâ ê ìàòåìàòèêå.
Ðàññìîòðèì, êàê äàííûé çàêîí ïîìîãàåò ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

"Ïîêàçàíèÿ òðåõ ñâèäåòåëåé Àíòîíà, Áîðèñà è Âàäèìà íà äîïðîñå ó ñëå-
äîâàòåëÿ ïðîòèâîðå÷èëè, è êàæäûé èç íèõ îáâèíÿë êîãî-íèáóäü âî ëæè.
Àíòîí óòâåðæäàë, ÷òî Áîðèñ ëæåò, Áîðèñ îáâèíÿë âî ëæè Âàäèìà, à
Âàäèì óãîâàðèâàë ñëåäîâàòåëÿ íå âåðèòü íè Àíòîíó, íè Áîðèñó. Íî ñëå-
äîâàòåëü áûñòðî âûâåë èõ íà ÷èñòóþ âîäó, íå çàäàâ èì íè îäíîãî âîïðîñà.
Êòî èç ñâèäåòåëåé ãîâîðèë ïðàâäó? "[1, ñòð. 37-38].

Ðåøåíèå. Â ñèëó çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî Àíòîí è Áîðèñ íå ìîãóò
îäíîâðåìåííî ëãàòü èëè ãîâîðèòü ïðàâäó, òàê êàê èõ âûñêàçûâàíèÿ âçàèìíî
èñêëþ÷àþò äðóã äðóãà - åñëè Àíòîí ãîâîðèò ïðàâäó, òî èç åãî âûñêàçûâà-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî Áîðèñ ëæåò, à åñëè Àíòîí ëæåò, òî âåðíî îòðèöàíèå åãî
âûñêàçûâàíèÿ, çíà÷èò, Áîðèñ ãîâîðèò ïðàâäó. Çíà÷èò, âûñêàçûâàíèå Âàäèìà
"Àíòîí è Áîðèñ - îáà ëãóò"çàâåäîìî ëîæíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, Áîðèñ ñêàçàë
ïðàâäó î Âàäèìå. Òîãäà Àíòîí ñîëãàë.

3) Çàêîí êîíòðàïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ýôôåêòèâíûì ýâðèñòè÷åñêèì
ñðåäñòâîì. Ñôîðìóëèðóåì äàííûé çàêîí è ïðîäåìîíñòðèðóåì åãî ýâðèñòè-
÷åñêèå âîçìîæíîñòè íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

Çàêîí êîíòðàïîçèöèè ãëàñèò:

Êàêîâû áû íè áûëè ïðåäëîæåíèÿ A è B , èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ
(A → B) → ((¬B) → (¬A)).

Ðåøèì çàäà÷ó:
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"Äîêàæèòå, ÷òî, êàêîâû áû íè áûëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x1 è x2,
åñëè x1 6= x2, òî x3

1 6= x3
2"[1, ñòð. 55-56].

Ðåøåíèå. Ïóñòü x3
1 = x3

2. Òîãäà x3
1−x3

2 = 0. Çíà÷èò, (x1−x2)(x
2
1+x1x2+x2

2) =
0, òàê ÷òî x1−x2 = 0 èëè x2

1 +x1x2 +x2
2 = 0. È òî, è äðóãîå âîçìîæíî òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, åñëè x1 = x2. Èòàê, åñëè x3
1 = x3

2, òî x1 = x2. Ýòî è îçíà÷àåò,
÷òî åñëè x1 6= x2, òî x3

1 6= x3
2.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîñëåäíèé øàã â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå:

åñëè x3
1 = x3

2, òî x1 = x2;
ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî,

åñëè x1 6= x2, òî x3
1 6= x3

2.

Çäåñü âûðàæåíà óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî èìïëèêàöèè x3
1 = x3

2 → x1 = x2

è x1 6= x2 → x3
1 6= x3

2 ýêâèâàëåíòíû. È ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê â ñèëó çàêîíà
êîíòðàïîçèöèè.

Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ÑÎÂÅÒ: Ïûòàÿñü äîêàçàòü
êàêóþ-íèáóäü èìïëèêàöèþ, äåðæèòå â ïîëå çðåíèÿ è åå êîíòðàïîçèò. Íå
èñêëþ÷åíî, ÷òî îí äîêàçûâàåòñÿ ëåã÷å [1, ñòð. 58].

4) Çàêîí êîììóòàòèâíîñòè êîíúþíêöèè è çàêîí êîììóòàòèâíîñòè äèçú-
þíêöèè ãîâîðÿò íàì î òîì, ÷òî

Êàêîâû áû íè áûëè ïðåäëîæåíèÿ A, B, èìåþò ìåñòî ïðåäëîæåíèÿ:
(A ∧B) → (B ∧ A); (A ∧B) ↔ (B ∧ A);
(A ∨B) → (B ∨ A); (A ∨B) ↔ (B ∨ A).

Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó äàííûå çàêîíû, òàêæå îêàçûâàþò íåìàëóþ
ïîìîùü ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Íàïðèìåð, åñëè òðåáóåòñÿ äîêàçàòü èñòèííîñòü êîíúþíêöèè ïðåäëîæå-
íèé, òî çàêîí êîììóòàòèâíîñòè êîíúþíêöèè ïîçâîëÿåò íàì íà÷àòü äîêà-
çàòåëüñòâî â ëþáîì ïîðÿäêå � ñíà÷àëà äîêàçàòü èñòèííîñòü ïåðâîãî ÷ëåíà
êîíúþíêöèè, à çàòåì âòîðîãî èëè íàîáîðîò íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàòü èñòèííîñòü êàæäîãî
÷ëåíà êîíúþíêöèè ñëåäóåò èç ñîãëàøåíèÿ: "Êîíúþíêöèÿ äâóõ ïðåäëîæåíèé
ñ÷èòàåòñÿ âåðíîé, êîãäà âåðíû îáà åå ÷ëåíà, è ñ÷èòàåòñÿ íåâåðíîé, êîãäà
õîòÿ áû îäèí èç åå ÷ëåíîâ íåâåðåí ".

Åñëè æå óñëîâèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ ïðåäëîæåíèé,
òî â ñèëó òîãî æå çàêîíà êîììóòàòèâíîñòè êîíúþíêöèè ìû ìîæåì èñïîëü-
çîâàòü ýòè äàííûå â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ðîëè çàêîíà êîììóòàòèâíîñòè äèçúþíêöèè
ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Åñëè óñëîâèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ
ïðåäëîæåíèé, òî åñòü çàäà÷à èìååò âèä "Èç A èëè B âûâåñòè C", òî íå ïðèí-
öèïèàëüíî, êàêóþ èç çàäà÷ "Èç A âûâåñòè C"èëè "Èç B âûâåñòè C"ñòîèò íà-
÷àòü ðåøàòü ïåðâîé [7]. Åñëè òðåáóåòñÿ äîêàçàòü äèçúþíêöèþ ïðåäëîæåíèé,
òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êàêîå-íèáóäü îäíî èç ýòèõ ïðåäëîæåíèé. Ïîñëåäíåå
âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ñîãëàøåíèÿ: "Äèçúþíêöèÿ äâóõ ïðåäëîæåíèé ñ÷è-
òàåòñÿ íåâåðíîé, êîãäà îáà åå ÷ëåíà íåâåðíû, è ñ÷èòàåòñÿ âåðíîé, êîãäà
õîòÿ áû îäèí èç íèõ âåðåí ".
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5) Çàêîí ëîæíîé ïîñûëêè , à èìåííî:

Êàêîâû áû íè áûëè ïðåäëîæåíèÿ A, B, èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ:
(¬A) → (A → B) ,

ãëàñèò, ÷òî èìïëèêàöèÿ ñ ëîæíîé ïîñûëêîé âñåãäà èñòèííà, è òåì ñàìûì
íàïîìèíàåò ðåøàþùåìó: 1) ïðîâåðèòü êîððåêòíî ëè ñôîðìóëèðîâàíà çàäà-
÷à; 2) ñëåäèòü çà ïðàâèëüíîñòüþ êàæäîãî øàãà äîêàçàòåëüñòâà; 3) ñäåëàòü
ïðîâåðêó ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ, ïîñëå òîãî êàê çàäà÷à ðåøåíà .

Ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
"Íàéòè òàíãåíñ óãëà âòîðîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, åñëè ñèíóñ âäâîå

ìåíüøåãî óãëà ðàâåí 3
5
"[3, ñòð. 46].

Ðåøåíèå. Âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê îòâåòó 24
7

. Íî åñëè ñèíóñ ïîëîâèííîãî
óãëà ðàâåí 3

5
, òî ýòîò óãîë ìåíüøå 45◦, à ïîòîìó óãîë, òàíãåíñ êîòîðîãî ìû

èùåì, íå ìîæåò ëåæàòü âî âòîðîé ÷åòâåðòè.
Êðîìå òîãî, çàêîí ëîæíîé ïîñûëêè ïîìîãàåò èñêîðåíèòü íåêîòîðûå îøèá-

êè â äîêàçàòåëüñòâàõ, íàïðèìåð, êîãäà âìåñòî âûâîäà äîêàçûâàåìîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ èç êàêîãî-íèáóäü âåðíîãî, âûâîäÿò âåðíîå èç òîãî, êîòîðîå íóæíî
äîêàçàòü. ×òî æå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü îá èñòèííîñòè òîãî ïðåäëî-
æåíèÿ, êîòîðîå òðåáîâàëîñü äîêàçàòü èçíà÷àëüíî? Íè÷åãî, òàê êàê: 1) îíî
ìîãëî áûòü ëîæíûì, à èçî ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî óãîäíî, â òîì ÷èñëå è èñòè-
íà; 2) èìïëèêàöèÿ ñ âåðíûì çàêëþ÷åíèåì âåðíà ïðè ëþáîé ïîñûëêå, â òîì
÷èñëå è ïðè íåâåðíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà, èñïîëüçóåìûå â êà÷åñòâå ýâðèñòèê,
íå òîëüêî ïîïîëíÿþò íàáîð ýôôåêòèâíûõ, äåéñòâåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ó÷àùèõñÿ, íî è ñïîñîáñòâóþò èñêîðåíåíèþ íåêîòîðûõ ðàñïðîñòðàíåí-
íûõ îøèáîê â äîêàçàòåëüñòâàõ. À ëîãè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ â öåëîì ðàçâèâàþò
ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå øêîëüíèêîâ, ïðèó÷àþò ê ñòðîãîñòè è îáîñíîâàííîñòè
êàæäîãî øàãà ìûøëåíèÿ, ê êðèòè÷íîé ïðîâåðêå çíàíèé íà èñòèííîñòü. Êðî-
ìå ó÷åáíûõ çàäà÷ çäåñü íåìàëîâàæíóþ ðîëü èãðàþò òàêæå ëîãè÷åñêèå çà-
äà÷è, çàíèìàòåëüíîñòü êîòîðûõ ïîâûøàåò èíòåðåñ ó÷àùèõñÿ ê èçó÷àåìîìó
ìàòåðèàëó è ê ïðåäìåòó â öåëîì. À, êàê èçâåñòíî, ïîâûøåíèå ìîòèâàöèè
îáó÷åíèÿ � ñëîæíàÿ ïðîáëåìà, è ëþáîé äàæå ñàìûé ìàëûé øàã íà ïóòè åå
ðåøåíèÿ ïðèíîñèò îùóòèìûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Ó÷èòûâàÿ âñå âûøåñêàçàííîå, îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïîëüçó, êîòîðóþ
ïðèíîñÿò çàêîíû ëîãèêè ñîþçîâ â ïëàíå ðàçâèòèÿ ëîãè÷åñêîãî è ýâðèñòè÷å-
ñêîãî ìûøëåíèÿ øêîëüíèêîâ (÷òî áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî íàìè ïîäòâåðæäå-
íî), â ÿâíîì âèäå äàííûå ýâðèñòèêè íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè íå ïðèìåíÿþòñÿ.
Âî ìíîãîì ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ïåäâóçàõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà "âî-
øëà â ÷èñëî îáÿçàòåëüíûõ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, ïîýòîìó íå âñå ïðåïîäàâà-
òåëè, îñîáåííî èìåþùèå áîëüøîé ñòàæ ðàáîòû, èìåëè âîçìîæíîñòü èçó÷èòü
åå â ñòóäåí÷åñêèå ãîäû"[6, ñòð. 78]. Ñëîæèâøàÿñÿ ñèòóàöèÿ òàêæå óñëîæíÿ-
åòñÿ èç-çà íåäîñòàòî÷íîé ìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêè äàííîé ïðîáëåìû, è êàê
ñëåäñòâèå îòñóòñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäè÷åñêèõ è äèäàêòè÷åñêèõ ïî-
ñîáèé äëÿ ó÷èòåëåé. Ïðè ýòîì äàæå õîðîøî ïîäãîòîâëåííûå ó÷èòåëÿ íå â
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ñîñòîÿíèè ñàìîñòîÿòåëüíî ïîäîáðàòü, óïîðÿäî÷èòü è öåëåíàïðàâëåííî ïðè-
ìåíÿòü íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè òàêèå ó÷åáíûå çàäà÷è, íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ
êîòîðûõ íàèáîëåå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåòñÿ ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ýâðè-
ñòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó íåîáõîäèìîñòüþ ìàêñèìàëüíîãî ðàç-
âèòèÿ ëîãè÷åñêîãî è ýâðèñòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ è ðåàëüíûì ïîëî-
æåíèåì äåë îáóñëàâëèâàåò àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû âûÿâëåíèÿ è âíåäðåíèÿ
â ïðàêòèêó ïðåïîäàâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ, îáëàäà-
þùèõ ýâðèñòè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè.
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Àíòîíîâà Å.Ñ.

Îöåíêà ÷èñëà òðàåêòîðèé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
íà êâàäðàòíîé ðåø¼òêå

1. Ââåäåíèå. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ïîëèìåðîâ âîçíèêàåò çàäà÷à îá
îöåíêå ìåðû âîçìîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïîëîæåíèé ñèñòåìû äëèííûõ
ìîëåêóë [1]. ×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ìåðû ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ðàñïîëîæåíèé îäíîé ìîëåêóëû ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæå-
íèè íåêîòîðîé å¼ îòìå÷åííîé òî÷êè. Äàæå â òàêîé óïðîù¼ííîé ïîñòàíîâêå,
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé óæå íà ñòàäèè ôîðìóëèðîâêè òî÷íîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, àäåêâàòíîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè. Ïîýòîìó, çàäà÷ó ôîð-
ìóëèðóþò íà îñíîâå äèñêðåòèçàöèè âîçìîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïîëî-
æåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå, äèñêðåòíûå ïîëîæåíèÿ îäíîé ìîëåêóëû îïèñûâàþòñÿ
ïóòÿìè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà öåëî÷èñëåííûõ (èçáåãàÿ óñëîæíåíèé íåñóùå-
ñòâåííûìè ôèçè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè) ðåø¼òêàõ Zd, d = 2, 3. Â ðåçóëüòàòå,
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ÷èñëà èìåþùèõñÿ íà íèõ íåñàìîïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïóòåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòà çàäà÷à èçó÷àåòñÿ â ñëó÷àå d = 2. Õîòÿ
èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî íàìè ìåòîäà îöåíèâàíèÿ ÷èñëà ïóòåé áåç ñàìîïåðåñå÷å-
íèé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà è ïðè d = 3. Ýòà ðåàëèçàöèÿ ïðèâîäèò ê áîëåå
ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì, àíàëîãè÷íûì ïðîâåäåííûì â äàííîé ðàáîòå.

Äàäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïàðà 〈x,y〉 íàçûâàåòñÿ ïàðîé ñîñåäåé íà Z2, åñëè y = x±
ei, i = 1, 2, ãäå âåêòîðû e1, e2 ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè îðòàìè â R2, ò.å. ñ÷è-
òàåòñÿ Z2 ⊂ R2 è e1 = 〈1, 0〉, e2 = 〈0, 1〉.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóò¼ì íà Z2 (èñõîäÿùåì èç òî÷êè 0) íàçûâàåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü γ = 〈0,x1, ...,xn〉, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê xi = a1e1 + a2e2 ∈ Z2,
a1, a2 ∈ Z, i = 1, ..., n òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ ïàðà 〈xi,xi+1〉, i = 0, 1, ..., n − 1
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ñîñåäåé. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ äëè-
íîé ïóòè γ. Êëàññ âñåõ ïóòåé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Γ.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóòü γ = 〈0,x1, ...,xn〉 íà ìíîæåñòâå Z2 íàçûâàåòñÿ íåñà-
ìîïåðåñåêàþùèìñÿ, åñëè âñå òî÷êè, âõîäÿùèå â åãî ñîñòàâ, ðàçëè÷íû, è, äëÿ
ëþáûõ íîìåðîâ 1 < j ≤ n− i, 0 ≤ i ≤ n− 1, ïàðû 〈xi, xi+j〉 íå ÿâëÿþòñÿ ñî-
ñåäÿìè íà êâàäðàòíîé ðåø¼òêå.

Êëàññ âñåõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé äëèíû n îáîçíà÷èì Γn. Çàäà÷à
ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ìîùíîñòè |Γn| êëàññà Γn êàê ôóíêöèè îò n. Òî÷íîå
ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, î÷åíü ñëîæíûì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îíî è íå ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ. Âàæíî
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íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ýòó ôóíêöèþ ïðèáëèæ¼ííî ñ êîíòðîëèðóåìîé òî÷íî-
ñòüþ. Èç ýëåìåíòàðíûõ îöåíîê 2n+2 < |Γn| < 4 · 3n−1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî λ∗ òàêîå, ÷òî ln |Γn| = n ln λ∗O(1), 2 < λ∗ < 3, êîòîðîå îïðåäåëÿåò
ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè |Γn|. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå, ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíèâàíèÿ ñâåðõó ýòîãî ÷èñëà. Ïîëó÷àåìûå ýòèì
ìåòîäîì îöåíêè ñõîäÿòñÿ ê λ∗. Îäíàêî, íå óäà¼òñÿ íàéòè ãàðàíòèðîâàííûå
îöåíêè òî÷íîñòè êàæäîãî èç ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæ¼ííûõ çíà÷åíèé.

2. Ïîñòðîåíèå âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé.
Ââåä¼ì îïåðàöèþ ñêëåèâàíèÿ ïóòåé èç Γ. Ïóñòü γ = 〈0,x1, ...,xk〉 è γ′ =
〈0,x′1, ...,x′k′〉. Îïåðàöèÿ ∨ ñêëåèâàíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ïàðå òàêèõ ïóòåé äðóãîé
ïóòü, îáîçíà÷àåìûé γ ∨ γ′, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

γ ∨ γ′ = 〈0,x1, ...,xk,x
′
1 + xk, ...,x

′
k′ + xk〉 .

Îïðåäåëèì, òåïåðü, êëàññ Γ
(k)
n ïóòåé èç Γ, ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

Γ(k)
n = {γ1 ∨ γ2 ∨ ... ∨ γn : γi ∈ Γk, i = 1, ..., n, γi ∨ γi+1 ∈ Γ2k, i = 1, ..., n− 1} .

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ Γ
(k)
n ñîñòîèò èç òåõ ïóòåé äëèíû nk, êîòîðûå ñîñòàâ-

ëåíû èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîõîæäåíèÿ n íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé γi,
i = 1, ..., n äëèíû k, ïðè÷¼ì ðåçóëüòàòîì ñêëåèâàíèÿ êàæäîé ïàðû ñîñåäíèõ
ïóòåé {γi, γi+1} ÿâëÿåòñÿ ïóòü èç Γ2k.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ êëàññà Γ
(k)
n ñëåäóåò, ÷òî Γ

(k)
n ⊃ Γnk è, ïîýòîìó,

|Γ(k)
n | ≥ |Γnk| . (1)

Íàø ìåòîä îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè |Γn| ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ∈ N îñíîâàí
ýòîì íåðàâåíñòâå. Òàê êàê èç (1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè
ïðè n →∞ ôóíêöèè |Γnk|, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü àíàëîãè÷íóþ àñèìïòîòèêó
ôóíêöèè |Γ(k)

n |. Ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è, íàðÿäó ñ êëàññîì ïóòåé
Γ

(k)
n , ââåä¼ì, äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γk ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ N, êëàññû ïóòåé

Γ(k)
n [γ] = {σ ∈ Γ(k)

n : σ = γ′ ∨ γ, γ′ ∈ Γ
(k)
n−1} . (2)

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

Γ(k)
n =

⋃
γ∈Γk

Γ(k)
n [γ] ,

ïðè÷¼ì ýòî îáúåäèíåíèå äèçúþíêòèâíî, Γ
(k)
n [γ] ∩ Γ

(k)
n [γ′] = ∅ ïðè γ 6= γ′.

Äèçúþíêòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ ÷èñëà
ýëåìåíòîâ |Γ(k)

n | â êëàññå Γ
(k)
n ,

|Γ(k)
n | =

∑
γ∈Γk

|Γ(k)
n [γ]| , (3)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k ∈ N, ââåä¼ì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Lk

÷èñëîâûõ ôóíêöèé f(γ), γ ∈ Γk, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà |Γk|. Ïðè ýòîì

16



êàæäàÿ ôóíêöèÿ S(γ, γ′) íà Lk ×Lk îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð S íà Lk,
ñîãëàñíî ôîðìóëå

(Sf) (γ) =
∑

γ′∈Γk

S(γ, γ′)f(γ′) . (4)

Ïóñòü ôóíêöèÿ S(γ, γ′) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S(γ, γ′) =

{
1 ; γ ∨ γ′ ∈ Γ2k ,

0 ; γ ∨ γ′ 6∈ Γ2k .
(5)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k, ðàññìîòðèì íàáîð ôóíêöèé

f(n)(γ) = |Γ(k)
n [γ]| , γ ∈ Γk , n ∈ N . (6)

Ëåììà 1 Îïåðàòîð S, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè (5), îáëàäàåò ñâîéñòâîì

f(n+1) = Sf(n) . (7)

¤ Ôîðìóëà (7) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç (4), (5) è (6). ¥

Ñëåäñòâèå 1 Ïðè ëþáîì k ∈ N, ÷èñëî |Γ(k)
n | îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|Γ(k)
n | =

∑
γ∈Γk

(Sn−1i)(γ) = (i, Sn−1i) , (8)

ãäå, i(γ) = 1 ïðè âñåõ γ ∈ Γk è (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Lk.

¤ Òàê êàê, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2), f(1)(γ) = |Γ(k)
1 [γ]| = 1, òî, èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó (7), èíäóêöèåé ïî n = 1, 2, 3, ..., ïîëó÷àåì (8). ¥
Ïóñòü λ∗(k) � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ∗(k) îïåðàòîðà S. Òîãäà

èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1 Äëÿ ëþáîãî k ∈ N, èìååò ìåñòî âåðõíÿÿ îöåíêà λ∗ < λk =
λ

1/k
∗ (k) k-ãî ïîðÿäêà ÷èñëà λ∗.

¤ Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

|Γ(k)
n |1/n = λ∗(k) . (9)

Ïóñòü hi(γ), j = 1, ..., |Γk| � ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèå æîðäàíîâó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ îïåðàòîðà S. Îáîçíà÷èì, äàëåå, λj(k) � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà
S ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì hj(·), j = 1, ..., |Γk|. Òàê êàê îïåðàòîð S èìå-
åò íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà
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[2], îí èìååò ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ∗(k), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ ñðåäè âñåõ åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ìû ïîìåòèëè ýòî
÷èñëî íîìåðîì k ∈ N, óêàçàâ ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò k îïåðàòîðà S. Ðàçëîæèì
âåêòîð-ôóíêöèþ i(γ) = 1, γ ∈ Γk ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç íàáîðà ôóíêöèé
hj(γ), j = 1, ..., |Γk|,

i(γ) =

|Γk|∑
j=1

ajhj(γ) . (10)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé hj(γ), j = 1, ..., |Γk|, èìååì Shj = λj(k)hk,
ãäå ôóíêöèè hk ñîîòâåòñòâóåò òî æå ñàìîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λj(k), ÷òî è
ôóíêöèè hj. Êðîìå òîãî, Snhj = 0 â òîì ñëó÷àå, åñëè hj íå ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèåé è ïðè ýòîì n ≤ |Γk|. Òîãäà äëÿ çíà÷åíèé n, áîëüøèõ |Γk|,
íà îñíîâàíèè (10), èìååì

Sn−1i =
∑

j

aj[λj(k)]n−1hj ,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Èç ïî-
ñëåäíåãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò

(i, Sn−1i)1/n = [λ∗(k)](n−1)/n

[∑
j

aj[λj(k)/λ∗(k)]n−1(i, hj)

]1/n

.

Çàìåòèì, ÷òî |λj(k)/λ∗(k)| < 1 äëÿ íîìåðîâ j, êîòîðûå íå ñîîòâåòñòâóþò ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðàì ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λj(k), îáëàäàþùèìè ñâîéñòâîì
|λj(k)| = λ∗(k). Òîãäà, ïðè n → ∞, â ñóììå, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè ýòî-
ãî ðàâåíñòâà, îñòàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ñ òåìè íîìåðàìè j, äëÿ êîòîðûõ
|λj(k)/λ∗(k)| = 1. Ýòî ôàêò íàìè îòìå÷åí çâ¼çäî÷êîé ïðè çíàêå ñóììèðîâà-
íèÿ.

Êàê ñêàçàíî âûøå, ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî
òàêîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â îáåèõ
åãî ÷àñòÿõ, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

(i, Sn−1i)1/n = λ∗(k) lim
n→∞

[ ∗∑
j

aj(i, hj)

]1/n

= λ∗(k) .

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, ñîãëàñíî (8), ðàâíà ëåâîé ÷àñòè (9). ¥
3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ìàòðèöû S. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàçðàáîòàåì êîí-

êðåòíûé àëãîðèòì ðàñ÷¼òà îöåíîê λk, k ∈ N è âûïîëíèì òàêîé ðàñ÷¼ò â
ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî k ∈ N è ââåä¼ì ñëåäóþùóþ åñòåñòâåííóþ íóìåðà-
öèþ ïóòåé èç Γk. Çàíóìåðóåì ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4 âåêòîðû e1, e2, (−e1) = e3,
(−e)2 = e4, ñîîòâåòñòâåííî, â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Êàæäîìó ïóòè γ = 〈0,x1, ...,xk〉 èç Γk ñîïîñòàâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îá-
ðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈ei1 , ..., eik〉, îïðåäåëÿåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
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〈i1, ..., ik〉 íîìåðîâ ñî çíà÷åíèÿìè ij ∈ {1, 2, 3, 4}, j = 1, ..., k, ãäå eij = xj−xj−1.
Òîãäà, êàæäîìó ïóòè γ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ 〈i1, ..., ik〉 ñ óêàçàííûìè çíà÷åíèÿìè êîìïîíåíò.
Èñïîëüçóÿ ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
çíà÷åíèé ôóíêöèè S(γ, γ′), à èìåííî, ïîëîæèì

S(γ, γ′) ≡ S[i1, ..., ik; i1
′, ..., ik ′] ,

åñëè γ ⇔ 〈i1, ..., ik〉, γ′ ⇔ 〈i′1, ..., i′k〉. Ôóíêöèþ S[i1, ..., ik; i1
′, ..., ik ′] ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê |Γk| × |Γk|- ìàòðè÷íóþ ðåàëèçàöèþ îïåðàòîðà S.
Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî |Γk| êðàòíî ÷åòûð¼ì, òàê êàê êàæäîìó ïóòè γ, ñî-

îòâåòñòâóåò ÷åòûðå íåñîâïàäàþùèõ ïóòè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç γ ïîâî-
ðîòîì íà óãîë jπ/2, j = 0, 1, 2, 3. Ïîýòîìó êëàññ Γk ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòû-
ðå ðàâíîìîùíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà ïóòåé. Äâà ïóòè γ = 〈ei1 , ..., eik〉,
γ′ = 〈ei′1 , ..., ei′k〉 èç ôèêñèðîâàííîãî êëàññà èìåþò ñîâïàäàþùèé ïåðâûé ñäâèã
ei1 = ei′1 , i1 = i′1.

Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñâîéñòâî ìàòðè÷íîé ðåàëèçàöèè S[i1, ..., ik; i1
′, ..., ik ′].

Ëåììà 2 Èìååò ìåñòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè

S[i1 + j, ..., ik + j; i′1 + j, ..., i′k + j] = S[i1, ..., ik; i
′
1, ..., i

′
k] , (11)

ãäå ñäâèã èíäåêñîâ íà âåëè÷èíó j â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû ïîíèìàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì, j + l ≡ (j + l − 1)mod 4 + 1, l = i1, ..., ik.

¤ Ôîðìóëà (11) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äîáàâëåíèå, ïî óêàçàííîìó ïðà-
âèëó, êî âñåì íîìåðàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈i1, ..., ik〉, 〈i′1, ..., i′k〉 ÷èñëà j ∈
{1, 2, 3, 4} ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó îáîèõ ïóòåé γ è γ′ íà óãîë jπ/2. Ïðè ýòîì
ñâîéñòâî ïðèíàäëåæíîñòè èëè íåïðèíàäëåæíîñòè ïóòè γ′∨γ ê êëàññó Γ2k íå
èçìåíÿåòñÿ. Òàê êàê ïðèíàäëåæíîñòü γ′ ∨ γ ∈ Γ2k ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íî-
ìó ýëåìåíòó S[i1, ..., ik; i

′
1, ..., i

′
k] = 1, à îòíîøåíèå γ′ ∨ γ 6∈ Γ2k � ìàòðè÷íîìó

ýëåìåíòó S[i1, ..., ik; i
′
1, ..., i

′
k] = 0, òî îòñþäà ñëåäóåò (11). ¥

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ |Γk|× |Γk|-ìàòðèöû S[i1, ..., ik; i1
′, ..., ik ′], äî-

ñòàòî÷íî çàäàòü ÷åòûðå (|Γk|/4)× (|Γk|/4)-ìàòðèöû

A[i2, ..., ik; i2
′, ..., ik ′] = S[1, i2, ..., ik; 1, i2

′, ..., ik ′] , (12)

B[i2, ..., ik; i2
′, ..., ik ′] = S[1, i2, ..., ik; 2, i2

′, ..., ik ′] , (13)

C[i2, ..., ik; i2
′, ..., ik ′] = S[1, i2, ..., ik; 3, i2

′, ..., ik ′] , (14)

D[i2, ..., ik; i2
′, ..., ik ′] = S[1, i2, ..., ik; 4, i2

′, ..., ik ′] . (15)

Âñå îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû S[i1, ..., ik; i1
′, ..., ik ′] âû÷èñëÿ-

þòñÿ, ñîãëàñíî (1), íà îñíîâå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ââåäåííûõ ìàòðèö,

S[1 + j, ..., ik + j; i′1 + j, ..., i′k + j] = S[1, ..., ik; i
′
1, ..., i

′
k] , j = 1, 2, 3 .
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Îäíàêî, (|Γk|/4)×(|Γk|/4)-ìàòðèöû S[1+j, ..., ik +j; i′1 +j, ..., i′k +j], j = 1, 2, 3,
i′1 = 1, 2, 3, 4, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè A,B, C,D. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå, ââåäåííîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ íåóäîáíûì ïðè
âû÷èñëåíèè ñïåêòðà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðîèçâåä¼ì ïåðåíóìåðàöèþ ýëåìåí-
òîâ áàçèñà ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà S, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
〈ei1 , ei2 , ..., eik〉. Òàêàÿ ïåðåíóìåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Lk è, ïîýòîìó, íå èçìåíÿåò ñïåêòðà ìàòðèöû. Äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî j = 1, 2, 3, ââåä¼ì ïåðåìåííûå

jl = il + j, l = 2, ..., k , (16)

ãäå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïîíèìàåòñÿ òàê, êàê ýòî óêàçàíî â Ëåììå 2. Òî-
ãäà êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈i2, ..., ik〉 âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈j2, ..., jk〉. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñäâèãîâ

〈e1+j, ei2+j, ..., eik+j〉 ⇔ 〈e1+j, ej2 , ..., ejk
〉 ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò íóæíóþ ïåðåíóìåðàöèþ

〈1 + j, i2 + j, ..., ik + j〉 ⇒ 〈1 + j, j2, ..., jk〉 (17)

ýëåìåíòîâ áàçèñà {〈ei1 , ei2 , ..., eik〉} äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ñäâèãà ei1 .
Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà S (ôóíêöèþ S(γ, γ′)), íà îñíîâå íîâîé
íóìåðàöèè, áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì S[i1, ..., ik; i1

′, ..., ik ′]. Ýòî ìàò-
ðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ââåä¼ì 4 × 4-áëîê-
ìàòðèöó Slm, l,m = 1, 2, 3, 4, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ (|Γk|/4)×(|Γk|/4)-
ìàòðèöû, ñîãëàñíî ïðàâèëó

Slm = S[l, j2, ..., jk; m, j2
′, ..., jk

′] ,

l,m = 1, 2, 3, 4 ; jn, j
′
n = 1, 2, 3, 4 , n = 2, ..., k .

Èìååò ìåñòî

Ëåììà 3 Ìàòðèöà Slm îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S =




A B C D
D A B C
C D A B
B C D A


 . (18)

¤ Ñîãëàñíî Ëåììå 2 è ôîðìóëàì (16) è (17), ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
S[l, j2, ..., jk; m, j2

′, ..., jk
′], â íîâîé íóìåðàöèè, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

S[i1 + j, i2, ..., ik; i
′
1 + j, i′2, ..., i

′
k] = S[i1, i2, ..., ik; i

′
1, i

′
2..., i

′
k] .

Ïîëàãàÿ i1 + j = l, i′1 + j = m, j = l − 1 â ýòîì ñîîòíîøåíèè, ïîëó÷àåì

S[l, j2, ..., jk; m, j2
′, ..., jk

′] = S[1, j2, ..., jk; m− l + 1, j2
′, ..., jk

′] ,
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ãäå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ èíäåêñîâ òàêîå æå, êàê è â Ëåììå 2. Îòñþäà ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå äëÿ ìàòðè÷íûõ áëîêîâ Slm = S1,m−l+1. ¥.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà îïå-
ðàòîðà S. Áóäåì èñõîäèòü èç ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (18). Ðàçìåðíîñòü
ìàòðèöû îïåðàòîðà S ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Lk, òî åñòü
ðàâíà |Γk|. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîöåäóðó âû-
÷èñëåíèÿ ÷èñëà λ∗(k), òàê êàê ñâîäèò å¼ ê âû÷èñëåíèþ ñïåêòðà ìàòðèöû,
èìåþùåé ðàçìåðíîñòü |Γk|/4.

Òåîðåìà 2 Ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà S ñîâïàäàåò ñ ìàê-
ñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû

U = A + B + C + D ,

òî åñòü ìàêñèìàëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ

det[A + B + C + D − λ] = 0 . (19)

¤ Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà (18) ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-ñèììåòðè÷íîé, à èìåííî,
îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

S =

(
G H
H G

)
,

ãäå áëîêè G è H èìåþò ðàçìåðíîñòü |Γk|/2 è îïðåäåëÿþòñÿ êàê

G =

(
A B
D A

)
, H =

(
C D
B C

)

Ââèäó ñèììåòðèè áëî÷íîé ñòðóêòóðû è íåîòðèöàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî
ìàòðèöû S êðàòíîå è ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëîì ìàòðèöû

G + H =

(
A B
D A

)
+

(
C D
B C

)
=

(
A + C B + D
B + D A + C

)
.

Ýòà ìàòðèöà ñíîâà ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-ñèììåòðè÷íîé, ñîñòàâëåííîé èç áëîêîâ
ðàçìåðíîñòè |Γk|/4. Ïîýòîìó, ñíîâà ïðèìåíÿÿ óêàçàííóþ òåîðåìó, ïîëó÷àåì,
÷òî å¼ ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî êðàòíîå è ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû (A + C) + (B + D). ¥

Äëÿ êîíêðåòíîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö A,B, C, D, ïåðåíóìåðóåì âñå ïóòè
èç ìíîæåñòâà Γk ÷èñëàìè {1, ..., |Γk|} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ñòðîèòü
íóìåðàöèþ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå îïèñàííîãî íèæå òèïà, íà îñíî-
âå âåëè÷èíû êîîðäèíàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈j1, ..., jk〉, ïðåäñòàâëÿþùåé ïóòü
γ ∈ Γk. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈j1, ..., jk〉 è 〈j′1, ..., j′k〉, ñíà÷à-
ëà ñðàâíèì ïåðâûå êîîðäèíàòû. Åñëè j1 6= j′1, òî ïðåäøåñòâóþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ áóäåì ñ÷èòàòü òó, ó êîòîðîé áóäåò ìåíüøåå çíà÷åíèå ïåðâîé
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êîîðäèíàòû. Åñëè j1 = j′1, òî ïðåäøåñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåì
ñ÷èòàòü òó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ èç íåñîâïàäàþùèõ â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
êîîðäèíàò js, s = 2, 3, ..., k îêàçûâàåòñÿ ïðåäøåñòâóþùåé. Ïðè ýòîì ïðèíèìà-
åòñÿ ïîðÿäîê 〈2, 1, 4〉 èõ çíà÷åíèé js äëÿ js−1 = 1. Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé js−1,
ýòîò ïîðÿäîê ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì âåêòîðîâ ei, i = 1, 2, 3, 4 ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, òî åñòü, äëÿ js−1 = 2, ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ 〈3, 2, 1〉, äëÿ js−1 = 3 �
〈4, 3, 2〉, äëÿ js−1 = 4 � 〈1, 4, 3〉.

4. Âû÷èñëåíèå îöåíîê λ1 è λ2. Ïðè k = 1, Γ1 ñîñòîèò èç îäíîýëåìåíò-
íûõ ïóòåé {e1, e2, e3, e4} è ìàòðèöà S èìååò ïîðÿäîê 4

S =




1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 1 1


 ,

ò.å. ìàòðèöû A,B,C è D ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷èñëà A = B = D = 1 è
C = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà (A+B +C +D) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì,
S = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, λ∗(1) = 3 è, ïîýòîìó, âåðõíÿÿ îöåíêà ïåðâîãî ïîðÿäêà
ðàâíà λ1 = 3.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè λ2 âòîðîãî ïîðÿäêà, ïåðå÷èñëèì ìíîæåñòâî Γ2,
çàíóìåðîâàâ åãî â òîì ïîðÿäêå, êîòîðûé áûë îïèñàí âûøå. Ìíîæåñòâî Γ2

ñîäåðæèò 12 ýëåìåíòîâ, îïèñûâàåìûõ äîïóñòèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
åäèíè÷íûõ ñäâèãîâ {〈ei, ej〉; i, j = 1, 2, 3, 4}.

Óêàçàííàÿ âûøå íóìåðàöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

γ1 = 〈e1, e2〉, γ2 = 〈e1, e1〉, γ3 = 〈e1, e4〉;

γ4 = 〈e2, e3〉, γ5 = 〈e2, e2〉, γ6 = 〈e2, e1〉;
γ7 = 〈e3, e4〉, γ8 = 〈e3, e3〉, γ9 = 〈e3, e2〉;

γ10 = 〈e4, e1〉, γ11 = 〈e4, e4〉, γ12 = 〈e4, e3〉,
ãäå ðàâåíñòâà óêàçûâàþò íà ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îáîçíà÷åíèåì ïóòè è îïðå-
äåëÿþùåé åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà S èìååò ðàçìåðíîñòü 12. Äàëåå, ïåðå÷èñëèì ïóòè
èç Γ4. Îíè îïðåäåëÿþò äîïóñòèìûå ïóòè èç Γ

(2)
2 , òî åñòü òàêèå, êîòîðûå ïðè-

âîäÿò ê íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ýòîé ìàòðèöû. Âñåãî èìååòñÿ 68 ïóòåé òàêîãî
òèïà. Âñå ïóòè ýòîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç 17 ïóòåé êëàññà Γ4, ó êîòî-
ðûõ ïåðâûé ñäâèã ðàâåí e1. Îáîçíà÷èì ïóòè, âõîäÿùèå â ýòó ñîâîêóïíîñòü,
ïîñðåäñòâîì γ

(1)
i , i = 1, ..., 17. Îíè ïðèâåäåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.

Âñå îíè ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïàð ïóòåé
γj, j = 1, ..., 12, óêàçàííûõ âûøå, ïðè÷¼ì ïåðâûì ïóò¼ì ýòîé ïàðû ÿâëÿåòñÿ
îäèí èç ïóòåé γi, i = 1, 2, 3. Â êîëîíêàõ òàáëèöû, ñëåâà îò ïóòåé, óêàçûâà-
åòñÿ îòäåë¼ííàÿ äâîåòî÷èåì ïàðà 〈l, m〉, l ∈ {1, 2, 3}; m ∈ {1, ..., 12} èíäåêñîâ
òîãî íåíóëåâîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû S, êîòîðîìó îíà ñîîòâåòñòâó-
åò. Äëÿ ïàð 〈l,m〉, îòñóòñòâóþùèõ â òàáëèöå ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé
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ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, ò.å. ñêëåèâàíèå îòâå÷àþùèõ èì ïàð íå ïðèâîäèò ê îá-
ðàçîâàíèþ íåïåðåñåêàþùåãîñÿ ïóòè γ èç Γ

(2)
2 . Âñåãî æå, êëàññ Γ

(2)
2 ñîäåðæèò

12× 12 = 144 ïóòè.

〈1, 4〉 : γ
(1)
1 = γ1 ∨ γ4 = 〈e1, e2, e2, e3〉, 〈1, 5〉 : γ

(1)
2 = γ1 ∨ γ5 = 〈e1, e2, e2, e2〉

〈1, 6〉 : γ
(1)
3 = γ1 ∨ γ6 = 〈e1, e2, e2, e1〉, 〈1, 1〉 : γ

(1)
4 = γ1 ∨ γ1 = 〈e1, e2, e1, e2〉

〈1, 2〉 : γ
(1)
5 = γ1 ∨ γ2 = 〈e1, e2, e1, e1〉, 〈2, 5〉 : γ

(1)
6 = γ2 ∨ γ5 = 〈e1, e1, e2, e2〉

〈2, 6〉 : γ
(1)
7 = γ2 ∨ γ6 = 〈e1, e1, e2, e1〉, 〈2, 1〉 : γ

(1)
8 = γ2 ∨ γ1 = 〈e1, e1, e1, e2〉

〈2, 2〉 : γ
(1)
9 = γ2 ∨ γ2 = 〈e1, e1, e1, e1〉, 〈2, 3〉 : γ

(1)
10 = γ2 ∨ γ3 = 〈e1, e1, e1, e4〉

〈2, 10〉 : γ
(1)
11 = γ2 ∨ γ10 = 〈e1, e1, e4, e1〉, 〈2, 11〉 : γ

(1)
12 = γ2 ∨ γ11 = 〈e1, e1, e4, e4〉

〈3, 2〉 : γ
(1)
13 = γ3 ∨ γ2 = 〈e1, e4, e1, e1〉, 〈3, 3〉 : γ

(1)
14 = γ3 ∨ γ3 = 〈e1, e4, e1, e4〉

〈3, 10〉 : γ
(1)
15 = γ3 ∨ γ10 = 〈e1, e4, e4, e1〉, 〈3, 11〉 : γ

(1)
16 = γ3 ∨ γ11 = 〈e1, e4, e4, e4〉

〈3, 12〉 : γ
(1)
17 = γ3 ∨ γ12 = 〈e1, e4, e4, e3〉

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ óêàçàííîé íóìåðàöèè 12× 12-
ìàòðèöó S ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé (18), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ìàòðèöû C = 0 è
3× 3-ìàòðèö A, B, D, èìåþùèõ ñëåäóþùèé âèä

A =




1 1 0
1 1 1
0 1 1


 , B =




1 1 1
0 1 1
0 0 0


 , D =




0 0 0
1 1 0
1 1 1


 .

Îòñþäà íàõîäèì

A + B + C + D =




2 2 1
2 3 2
1 2 2


 .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ∗(2), íåîáõîäèìî
ðåøèòü ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå (19). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä

λ3 − 7λ2 + 7λ− 1 = 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ó ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ êîðåíü λ = 1. Òîãäà, äåëåíèåì
ìíîãî÷ëåíà íà (λ− 1), ïîëó÷àåì

λ2 − 6λ + 1 = 0 .

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ λ = 3 ± 2
√

2. Îòêóäà íàõîäèì λ∗(2) = 3 + 2
√

2 è,
ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ îöåíêà ðàâíà λ2 = λ

1/2
∗ (2) < 2, 4143.

5. Âåðõíÿÿ îöåíêà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷èì îöåíêó ÷åòâ¼ðòî-
ãî ïîðÿäêà λ4. Ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì âñå ïóòè èç Γ4. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
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óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈ej1 , ej2 , ej3 , ej4〉 ñäâèãîâ, êîòîðûå èõ ïîðîæäà-
þò. Ìíîæåñòâî Γ4, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ñîñòîèò èç 68 ïóòåé. Ñïèñîê âñåõ
òàêèõ ïóòåé ìû ðàçîáü¼ì íà ÷åòûðå ñïèñêà ïî 17 ïóòåé. Êàæäûé èç íèõ ñî-
äåðæèò ïóòè, ó êîòîðûõ ñîâïàäàåò ïåðâûé îðò ej1 ñäâèãà. Â ñïèñêàõ, ïóòè
óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî óêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîðÿäêó. Ïåðâûé
èç íèõ, ñîñòîÿùèé èç ïóòåé γ

(1)
i , i = 1, ..., 17, óæå îïèñàí â ïðåäûäóùåì ðàç-

äåëå. Ïóòè èç äðóãèõ ñïèñêîâ, îáîçíà÷àåìûå γ
(1)
i ñ íîìåðàìè i = 18, ..., 34,

i = 35, ..., 41, i = 42, ..., 68, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êàæäîãî èç íèõ, ïîëó÷àþòñÿ
èç ïóòåé ïåðâîãî ñïèñêà ïî ôîðìóëå

γ
(1)
17j+l = Tjγ

(1)
l , l = 1, ..., 17 ,

ãäå îïåðàòîð T ïðåîáðàçóåò êàæäûé ïóòü ïîñðåäñòâîì çàìåí âõîäÿùèõ â íåãî
îðòîâ ñäâèãà, ñîãëàñíî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå e1 ⇒ e2, e2 ⇒ e3, e3 ⇒
e4, e4 ⇒ e1. Ôîðìóëà îïèñûâàåò îáðàçîâàíèå ïóòåé èç óêàçàííûõ ñïèñêîâ
ïîñðåäñòâîì ïîâîðîòîâ âõîäÿùèõ â íèõ îðòîâ ñîîòâåòñòâåííî íà óãëû jπ/2,
j = 1, 2, 3.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû S, íåîáõîäèìî âûáðàòü âñå ïàðû ïóòåé 〈γ(1)
i , γ

(1)
j 〉,

ñêëåéêè êîòîðûõ, ÿâëÿþùèåñÿ ïóòÿìè èç Γ
(4)
2 , äàþò ïóòè γ(2) ∈ Γ8. Ýòèì

ïàðàì ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû S. Ïðè ýòîì,
ââèäó óòâåðæäåíèÿ Ëåììû 3, ïóòè γ

(1)
i äîñòàòî÷íî âûáèðàòü èç ïåðâîãî ñïèñ-

êà ïóòåé, ó êîòîðûõ i = 1, ..., 17, òî åñòü ïåðâûì îðòîì ñäâèãà ÿâëÿåòñÿ e1.
Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ: ìàòðèöû A, íóæíî âûáðàòü âñå ïàðû óêàçàííîãî òè-
ïà, ó êîòîðûõ i, j = 1, ..., 17, ìàòðèöû B � i = 1, ..., 17, j = 18, .., 34, ìàòðèöû
C � i = 1, ..., 17, j = 35, .., 41, ìàòðèöû D � i = 1, ..., 17, j = 42, .., 68.

Âû÷èñëèì ýëåìåíòû ìàòðèöû S. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âñå ñêëåéêè
γ

(1)
i ∨ γ

(1)
j , êîòîðûå îáðàçóþò ïóòü ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòîâ, â

ðåçóëüòàòå, ïðèâîäÿò ê ïóòÿì γ èç êëàññà Γ8, òàê êàê îíè, íàâåðíÿêà, íå ñî-
äåðæàò ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïðè ýòîì òî÷êè ïîâîðîòîâ ïóòè γ ⇔ 〈ei1 , ..., eik〉 ìû
íàçûâàåì ÷åðåäóþùèìèñÿ, åñëè çà êàæäûì íåñîâïàäåíèåì ñîñåäíèõ íîìåðîâ
ó îðòîâ â óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó
ê îðòó, ïîëó÷àåìîìó âðàùåíèåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ìîæåò ñëåäîâàòü
òîëüêî òàêîå íåñîâïàäåíèå íîìåðîâ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê îðòó,
ïîëó÷àåìîìó âðàùåíèåì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è íàîáîðîò. Äëÿ òîãî ÷òîáû
òî÷êè ïîâîðîòîâ â ïóòè γ áûëè ÷åðåäóþùèìèñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
÷òîáû â ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈ei1 , ..., eik〉 íîìåðà îðòîâ
ïðèíèìàëè íå áîëåå äâóõ çíà÷åíèé.

Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ ñêëåéêè γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j , i, j = 1, ..., 17, êîòîðûå ïðèâîäÿò

ê ïóòÿì ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòîâ. Èì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû Sij = 1. Ñîãëàñíî òàáëèöå ïóòåé γ

(1)
l , l = 1, ..., 17, òàêîâûìè ÿâëÿ-

þòñÿ: γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j ïðè i = 2, ..., 8, j = 2, ..., 9; i = 9, j = 2, ..., 16; i = 10, ..., 16,

j = 9, ..., 16.
Âûïèøåì, äîïîëíèòåëüíî, âñå ñêëåéêè γ

(1)
i ∨ γ

(1)
j , i, j = 1, ..., 17, êîòîðûå

ïðèâîäÿò ê ïóòÿì ñ íå÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòîâ, îäíàêî íå èìåþ-
ùèì ñàìîïåðåñå÷åíèé è, ïîýòîìó, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
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Sij = 1. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ: γ
(1)
i ∨γ

(1)
j ïðè i = 2, 4, 6, 8, j = 1, 10, 11, 12; i = 3,

j = 1, 10, ..., 16; i = 5, 7, j = 1, 10, ..., 17; i = 9, j = 1, 17; i = 10, 12, 14, 16,
j = 6, 7, 8, 17; i = 11, 13, j = 1, ..., 8, 17; i = 15, j = 2, ..., 8, 17.

Âñå îñòàëüíûå ñêëåéêè γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j ïðèâîäÿò ê ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ ïó-

òÿì è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Sij = 0. Ïðè
i = 1, 17, j = 1, ..., 17, ðàâåíñòâî Sij = 0 ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïóòü γ

(1)
1 çàêàí÷èâà-

åòñÿ îðòîì e3, à ïóòè γ
(1)
j íà÷èíàþòñÿ ñ îðòà e1. Ïðè i = 2, 4, 6, 8, j = 13, ..., 17,

� ñêëåéêà ñîäåðæèò íåäîïóñòèìóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîâ 〈e2, e1, e4〉.
Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê ñêëåéêàì ïðè i = 10, 12, 14, 16, j = 1, ..., 5. Íàêî-
íåö, â ñêëåéêàõ ñ i = 3,j = 17 è i = 15, j = 1 îáðàçóåòñÿ íåäîïóñòèìûé
öèêë: 〈e1, e2, e2, e1, e1, e4, e4, e3〉 â ïåðâîì ñëó÷àå è 〈e1, e4, e4, e1, e1, e2, e2, e3〉
âî âòîðîì.

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî àíàëèçà, ñîñòàâèì ìàòðèöó A.
Ââåä¼ì âîñüìèêîìïîíåíòíûå âåêòîðû 0 = 〈0, ..., 0〉, 1 = 〈1, ..., 1〉
x = 〈0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1〉, x′ = 〈1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0〉, y = 〈0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1〉, y′ =
〈1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0〉. Â òåðìèíàõ ýòèõ âåêòîðîâ ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùóþ
ôîðìó

A =




V x+ W
1 1 1

W ′ (x′)+ V ′


 ,

ãäå 8×8-ìàòðèöû V,W, V ′,W ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ âîñüìèìåð-
íûìè âåêòîðàìè, êîòîðûå ñëóæàò èõ ñòðîêàìè

V = 〈0,1, . . . ,1〉+ , V ′ = 〈1, . . . ,1,0〉+ ,

W = 〈0, y′, x′, y′,1, y′,1, y′〉+ , W ′ = 〈y,1, y,1, y, x, y,0〉+

(Îïåðàöèÿ (·)+ ïåðåâîäèò âåêòîð-ñòðîêó â âåêòîð-ñòîëáåö).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû B, âûïèøåì ñíà÷àëà âñå ïóòè γ

(1)
i , i = 18, ..., 34.

Ïîâîðà÷èâàÿ âñå îðòû ei íà óãîë π/2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿõ ñäâèãîâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïóòè â òàáëèöå ïðåäûäóùåãî ðàç-
äåëà, èìååì

γ
(1)
18 = 〈e2, e3, e3, e4〉, γ

(1)
19 = 〈e2, e3, e3, e3〉, γ

(1)
20 = 〈e2, e3, e3, e2〉,

γ
(1)
21 = 〈e2, e3, e2, e3〉, γ

(1)
22 = 〈e2, e3, e2, e2〉, γ

(1)
23 = 〈e2, e2, e3, e3〉,

γ
(1)
24 = 〈e2, e2, e3, e2〉, γ

(1)
25 = 〈e2, e2, e2, e3〉, γ

(1)
26 = 〈e2, e2, e2, e2〉,

γ
(1)
27 = 〈e2, e2, e2, e1〉, γ

(1)
28 = 〈e2, e2, e1, e2〉, γ

(1)
29 = 〈e2, e2, e1, e1〉,

γ
(1)
30 = 〈e2, e1, e2, e2〉, γ

(1)
31 = 〈e2, e1, e2, e1〉, γ

(1)
32 = 〈e2, e1, e1, e2〉,

γ
(1)
33 = 〈e2, e1, e1, e1〉, γ

(1)
34 = 〈e2, e1, e1, e4〉 .

Ñîãëàñíî òàáëèöå ïóòåé γ
(1)
l , l = 18, ..., 34 ïîëó÷àåì ñêëåéêè γ

(1)
i ∨ γ

(1)
j ,

i = 1÷ 17, j = 18÷ 34, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïóòÿì ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè
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ïîâîðîòîâ: i = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, j = 26 ÷ 33. Èì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû Sij = 1.

Ñëåäóþùèå ñêëåéêè γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j , i = 1÷ 17, j = 17÷ 34 ïðèâîäÿò ê ïóòÿì ñ

íå÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòîâ, îäíàêî íå èìåþùèì ñàìîïåðåñå÷åíèé,
äëÿ êîòîðûõ Sij = 1: i = 1, j = 18 ÷ 29; i = 2, 4, 6, j = 18 ÷ 25, 34; i =
3, 5, 7, 9,j = 23 ÷ 25, 34; i = 8, j = 19 ÷ 25, 34; i = 13, j = 24 ÷ 34. Â ýòèõ
ïóòÿõ, â òåõ ìåñòàõ, â êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ íå÷åðåäîâàíèå òî÷åê ïîâîðîòîâ,
ïîÿâëÿåòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñäâèãà.

Âñå îñòàëüíûå ñêëåéêè γ
(1)
i ∨γ

(1)
j ïðèâîäÿò ê ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ ïóòÿì,

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Sij = 0. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñâÿçà-
íî ñ òåì, ÷òî âîçíèêàåò íåäîïóñòèìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ: ïðè
i = 1, j = 30, ..., 34 � 〈e3, e2, e1〉, ïðè i = 3, 5, 7, 9, 13, j = 18, .., 22 � 〈e1, e2, e3〉,
ïðè i = 11, 15, j = 18÷ 34 � 〈e4, e1, e2, 〉. Òîæå ñàìîå èìååò ìåñòî ïðè i = 17,
j = 18 ÷ 34 � 〈e4, e3, e2, 〉. Âî-âòîðûõ, ïðè i = 8, j = 18 âîçíèêàåò öèêë
〈e1, e1, e2, e2, e3, e3, e4〉; ïðè i = 13, j = 23 � öèêë 〈e1, e4, e1, e1, e2, e2, e3, e3〉.
Íàêîíåö, ïðè i = 10, 12, 14, 16, j = 18 ÷ 34 âîçíèêàåò íåñòûêîâêà ñêëåèâà-
åìûõ ïóòåé � ïóòè γj, j = 18 ÷ 34 íà÷èíàþòñÿ ñî ñäâèãà â íàïðàâëåíèè,
ïðîòèâîïîëîæíîì ïîñëåäíåìó ñäâèãó ïóòè γi, i = 10, 12, 16.

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ýòîãî àíàëèçà, ìàòðèöà B èìååò âèä

B =




V1 1+ W1

y 1 1
W2 d+ V2


 ,

ãäå
V1 = 〈1,1, y,1, y,1, y, x〉+ , W1 = 〈y′,1, . . . ,1〉+ ,

V2 = 〈0,0,0,1,0,0,0,0〉+ , W2 = 〈0,0,0, y1,0,0,0,0〉+ ,

y1 = 〈0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1〉, d = 〈0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0〉.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû C, ïåðå÷èñëèì ïóòè γ

(1)
i , i = 35, ..., 51. Ïîâîðà-

÷èâàÿ âñå âåêòîðû íà óãîë π/2 ïðîòèâ ÷àñîâîé îðòû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
ñäâèãîâ ïóòåé â ïðåäûäóùåé òàáëèöå, èìååì

γ
(1)
35 = 〈e3, e4, e4, e1〉, γ

(1)
36 = 〈e3, e4, e4, e4〉, γ

(1)
37 = 〈e3, e4, e4, e3〉,

γ
(1)
38 = 〈e3, e4, e3, e4〉, γ

(1)
39 = 〈e3, e4, e3, e3〉, γ

(1)
40 = 〈e3, e3, e4, e4〉,

γ
(1)
41 = 〈e3, e3, e4, e3〉, γ

(1)
42 = 〈e3, e3, e3, e4〉, γ

(1)
43 = 〈e3, e3, e3, e3〉,

γ
(1)
44 = 〈e3, e3, e3, e2〉, γ

(1)
45 = 〈e3, e3, e2, e3〉, γ

(1)
46 = 〈e3, e3, e2, e2〉,

γ
(1)
47 = 〈e3, e2, e3, e3〉, γ

(1)
48 = 〈e3, e2, e3, e2〉, γ

(1)
49 = 〈e3, e2, e2, e3〉,

γ
(1)
50 = 〈e3, e2, e2, e2〉, γ

(1)
51 = 〈e3, e2, e2, e1〉 .

Ñëåäóþùèå ñêëåéêè γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j , i = 1÷ 17, j = 35÷ 51, ïðèâîäÿò ê ïóòÿì ñ

íå÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòîâ, îäíàêî íå èìåþùèì ñàìîïåðåñå÷åíèé,
èç-çà íàëè÷èÿ ïàð ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì îäèíàêîâûõ ñäâèãîâ: i = 1,
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j = 38÷ 51; i = 2, j = 40÷ 51; i = 6, j = 42÷ 51; i = 12, j = 35÷ 44; i = 16,
j = 35÷ 46; i = 17, j = 35÷ 48. Â ýòîì ñëó÷àå, Sij = 1.

Âñå îñòàëüíûå ñêëåéêè γ
(1)
i ∨γ

(1)
j ïðèâîäÿò ê ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ ïóòÿì,

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Sij = 0. Ïðè i = 1, j = 35, 36, 37
èìååòñÿ öèêë 〈e1, e2, e2, e3, e3, e4, e4〉; i = 6, j = 40, 41 � öèêë
〈e1, e1, e2, e2, e3, e3, e4〉; i = 12, j = 45, 46 � öèêë 〈e1, e1, e4, e4, e3, e3, e2〉; i = 17,
j = 49, 50, 51 � öèêë 〈e1, e4, e4, e3, e3, e2, e2〉. Ïðè i = 2, j = 35 ÷ 39; i = 6,
j = 35 ÷ 39 èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈e2, e3, e4〉. Àíàëîãè÷íî, ïðè i =
4, 8, j = 35 ÷ 51 � 〈e1, e2, e3〉; ïðè i = 10, j = 35, ..., 51; i = 14, j = 47 ÷ 51 �
〈e1, e4, e3〉; ïðè i = 12, 16, j = 47, ..., 51 � 〈e4, e3, e2〉. Ïðè i = 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15
ïðèêëåèâàåìûé ïóòü íà÷èíàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ýòîãî àíàëèçà, ìàòðèöà C èìååò âèä

C =




V3 (y′1 + d′1)
+ W3

0 0 0
W ′

3 (y1 + d1)
+ V ′

3


 ,

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå âîñüìèìåðíûå âåêòîðû d1 = 〈0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0〉, d′1 =
〈0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0〉, y′1 = 〈1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0〉 è 8× 8-ìàòðèöû

V3 = 〈ȳ, y,0,0,0, x̄,0,0, 〉+ , W3 = 〈1,1,0,0,0,1,0,0, 〉+ ,

V ′
3 = 〈0,0, x̄′,0,0,0, y′, ȳ′, 〉+ , W ′

3 = 〈0,0,1,0,0,0,1,1, 〉+ ,

ãäå ȳ = 〈0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1〉, ȳ′ = 〈1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0〉, x̄ = 〈0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1〉, x̄′ =
〈1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0〉.

Íàêîíåö, âû÷èñëèì ìàòðèöó D. Ïåðå÷èñëèì ïóòè γ
(1)
i , i = 52, ..., 68. Ïîâî-

ðà÷èâàÿ âñå âåêòîðû íà óãîë π/2 ïðîòèâ ÷àñîâîé îðòû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
ñäâèãîâ ïóòåé â ïðåäûäóùåé òàáëèöå, èìååì

γ
(1)
52 = 〈e4, e1, e1, e2〉, γ

(1)
53 = 〈e4, e1, e1, e1〉, γ

(1)
54 = 〈e4, e1, e1, e4〉,

γ
(1)
55 = 〈e4, e1, e4, e1〉, γ

(1)
56 = 〈e4, e1, e4, e4〉, γ

(1)
57 = 〈e4, e4, e1, e1〉,

γ
(1)
58 = 〈e4, e4, e1, e4〉, γ

(1)
59 = 〈e4, e4, e4, e1〉, γ

(1)
60 = 〈e4, e4, e4, e4〉,

γ
(1)
61 = 〈e4, e4, e4, e3〉, γ

(1)
62 = 〈e4, e4, e3, e4〉, γ

(1)
63 = 〈e4, e4, e3, e3〉,

γ
(1)
64 = 〈e4, e3, e4, e4〉, γ

(1)
65 = 〈e4, e3, e4, e3〉, γ

(1)
66 = 〈e4, e3, e3, e4〉,

γ
(1)
67 = 〈e4, e3, e3, e3〉, γ

(1)
68 = 〈e4, e3, e3, e2〉 .

Ñîãëàñíî ýòîé òàáëèöå ïóòåé ïîëó÷àåì ñêëåéêè γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j , i = 1 ÷ 17, j =

52 ÷ 68, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïóòÿì ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòîâ:
i = 9÷ 16, j = 53÷ 60.

Ñëåäóþùèå ñêëåéêè γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j , i = 1 ÷ 17, j = 52 ÷ 68 ïðèâîäÿò ê ïóòÿì

ñ íå÷åðåäóþùèìèñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòîâ, íå èìåþùèìè ñàìîïåðåñå÷åíèé, èç-
çà íàëè÷èÿ ïàð ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì îäèíàêîâûõ ñäâèãîâ: i = 5, j =
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52 ÷ 68; i = 9, 11, j = 52, 61 ÷ 63; i = 10, j = 52, 61 ÷ 67; i = 12, 14, 15, 16,
j = 52, 61÷ 68; i = 13, j = 52, 61÷ 63; i = 17, j = 57÷ 68.

Îñòàëüíûå ñêëåéêè γ
(1)
i ∨ γ

(1)
j ïðèâîäÿò ê ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ ïóòÿì ñ

ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè Sij = 0. Ïðè i = 5, j = 63 èìååòñÿ öèêë
〈e2, e1, e1, e4, e4, e3, e3〉; i = 10, j = 68 � öèêë 〈e1, e1, e4, e4, e3, e3, e2〉. Ïðè i =
1, 3, j = 52 ÷ 68 èìååòñÿ íåäîïóñòèìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈e2, e3, e4〉;
ïðè i = 5, j = 64 ÷ 68 � 〈e1, e4, e3〉; ïðè i = 7, j = 52 ÷ 68 � 〈e2, e1, e4〉; ïðè
i = 9, 11, 13, 15, j = 64÷68 � 〈e1, e4, e3〉; ïðè i = 17, j = 52÷56 � 〈e3, e4, e1〉. Ïðè
i = 2, 4, 6, 8 ïðèêëåèâàåìûé ïóòü íà÷èíàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Ìàòðèöà D èìååò âèä

D =




V ′
2 (d′)+ W ′

2

1 1 y′

W ′
1 1+ V ′

1


 ,

ãäå ââåä¼í âîñüìèìåðíûé âåêòîð d′ = 〈0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0〉 è 8× 8-ìàòðèöû

V ′
2 = 〈0,0,0,0,1,0,0,0〉+ , W ′

2 = 〈0,0,0,0, y′1,0,0,0〉+ ,

V ′
1 = 〈x′, y′,1, y′,1, y′,1,1〉+ , W ′

1 = 〈1,1,1,1,1,1,1, y, 〉+ .

Â ðåçóëüòàòå, íà îñíîâàíèè ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ìàòðèö A,B, C, D,
ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííîå íàìè óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 Ìàòðèöà U , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöå S â ïðîñòðàíñòâå L4,
èìååò ñëåäóþùèé âèä

U = A + B + C + D =




G u+ H
2 + y 3 2 + y′

H ′ (u′)+ G′


 ,

ãäå

G = V + V1 + V ′
2 + V3 , H = W + W1 + W ′

2 + W3 , u = 1 + x + d′ + d′1 + y′1

è, ñîîòâåòñòâåííî,

G′ = V ′ + V ′
1 + V2 + V ′

3 , H ′ = W ′ + W ′
1 + W2 + W ′

3 , u′ = 1 + x′ + d + d1 + y1 .

Ïîëó÷èì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû � âû÷èñëèì îöåíêó λ4 ÷åò-
â¼ðòîãî ïîðÿäêà ïîêàçàòåëÿ λ∗ â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå ÷èñëà |Γn| íåñà-
ìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé ïðè n →∞.

Îáîçíà÷èì 〈jk; k = 1÷ 17〉 âåêòîðû åñòåñòâåííîãî áàçèñà â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå R17, (jk)i = δik. Ìàòðèöà U ïðåäñòàâëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð U â
ýòîì áàçèñå. Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî áàçèñà, êîòîðîå ñîñòîèò â ïåðå-
íóìåðàöèè âåêòîðîâ jk ⇒ j27−k äëÿ íîìåðîâ k = 10÷ 17. Ïðè ýòîì ìàòðè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìàòðèöà G íå èç-
ìåíèòñÿ, ìàòðèöà G′ ïåðåéä¼ò â ìàòðèöó G, âåêòîðû y′ è u′ çàìåíÿòñÿ íà y
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è u, ñîîòâåòñòâåííî, à ìàòðèöû H è H ′ ïåðåéäóò â îäíó è òó æå ìàòðèöó F ,
êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåä¼ì îïåðàöèè C1, C2 ïðåîáðà-
çîâàíèÿ 8× 8-ìàòðèö Lij, i, j = 1, ..., 8,

(C1L)ij = Li,9−j , (C2L)ij = L9−i,j .

Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû G′, â òåðìèíàõ ýòèõ îïåðàöèé, çàïèñûâàåòñÿ êàê
C1C2G

′ = G. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóìåðàöèÿ ìàòðèöû G′
ij ñäâèíóòà òàê,

÷òîáû èíäåêñû i, j = 1 ÷ 8. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê äàëüíåéøèì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ìàòðèö H è H ′. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèö H è H ′, ïðè óêàçàííîé
ïåðåíóìåðàöèè âåêòîðîâ áàçèñà, çàïèñûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê C1H è
C2H

′. Òàê êàê

C1W = C1〈0, y′, x′, y′,1, y′,1, y′〉+ = 〈0, y, x, y,1, y,1, y〉+ =

= C2〈y,1, y,1, y, x, y,0〉+ = C2W
′ ,

C1W1 = C1〈y′,1, ...,1〉+ = 〈y,1, ...,1〉+ = C2〈1, ...,1, y〉+ = C2W
′
1 ,

C1W
′
2 = C1〈0,0,0,0, y′1,0,0,0〉+ = 〈0,0,0,0, y1,0,0,0〉+ =

= C2〈0,0,0, y1,0,0,0,0〉+ = C2W2 ,

C1W3 = C1〈1,1,0,0,0,1,0,0〉+ = 〈1,1,0,0,0,1,0,0〉+ =

= C2〈0,0,1,0,0,0,1,1〉+ = C2W
′
3 ,

òî

F = C1H = C1W + C1W1 + C1W
′
2 + C1W3 = C2W

′ + C2W
′
1 + C2W2 + C2W

′
3 =

= 〈1 + y,2 + y,1 + x,1 + y,2 + y1,2 + y,2,1 + y〉+ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê óíèòàð-
íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ìàòðèöû U , íå èçìåíÿþùåìó å¼ ñïåêòðà, ïîëó÷àåì
ïðåîáðàçîâàííóþ ìàòðèöó

Ũ =




G u+ F
2 + y 3 2 + y

F u+ G


 ,

â êîòîðîé ìàòðèöà G äà¼òñÿ ñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì ïî ñòðîêàì

G = 〈1 + ȳ,2 + y,1 + y,2,2 + y,2 + x̄,1 + y,1 + x〉+ .

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà 〈f, c, g〉+ (çäåñü f,
g ∈ R8, c ∈ R) ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ ýòîé ìàòðèöû

Gf+ + cu+ + Fg+ = λf+

(2 + y, f+) + 3c + (2 + y, g+) = λc
F f+ + cu+ + Gg+ = λf+

.
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Ñëîæèâ ïåðâîå è ïîñëåäíåå óðàâíåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåí-
íîå ÷èñëî λ ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì 〈f + g, c〉 ∈ R9 (òàê êàê ýòîò âåêòîð íå
ðàâåí íóëþ âñëåäñòâèå òåîðåìû Ôðîáåíèóñà) ìàòðèöû Ũ ñîâïàäàåò ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 9× 9-ìàòðèöû

(
F + G 2u+

2 + y 3

)
.

Òàê êàê

F + G = 〈2+ y + ȳ,4+ 2y,2+ x + y,3+ y,4+ y1 + y,4+ x̄ + y,3+ y,2+ x + y〉+,

u = 〈2, 3, 2, 2, 3, 3, 2, 2〉, òî ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà èìååò âèä



2 2 2 3 3 4 4 4 4
4 4 4 4 4 6 6 6 6
2 3 3 3 3 4 4 4 4
3 3 3 3 3 4 4 4 4
4 4 4 4 4 5 6 6 6
4 4 4 4 4 5 5 6 6
3 3 3 3 3 4 4 4 4
2 3 3 3 3 4 4 4 4
2 2 2 2 2 3 3 3 3




.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòîëáöû 2-é è 3-é, 4-é è 5-é, 8-é è 9-é ñîâïàäàþò äðóã
ñ äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû ðàâåí 6 è ïîëèíîì, îïðåäåëÿþùèé
å¼ ñïåêòð íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, èìååò ñòåïåíü 6. Âû÷èñëÿÿ êîýô-
ôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà è íàéäÿ åãî íàèáîëüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü,
ïîëó÷àåì, ÷òî λ∗(4) = 33.08 ñ èçáûòêîì. Ïîýòîìó, λ4 = λ

1/4
∗ (4) = 2.40.

6. Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííîå íàìè ÷èñëî λ∗(4) = 33.08 äà¼ò âåëè÷èíó
âåðõíåé îöåíêè (ñ èçáûòêîì) λ4 = 2, 40. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñêîëü óãîäíî òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû λ∗, îäíàêî, áåç
ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
îá óêëàäêå ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë â óêàçàííîé âî ââåäåíèè ïîñòàíîâêå, íåîáõî-
äèìî íàó÷èòüñÿ îöåíèâàòü àáñîëþòíóþ òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé.
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Àôàíàñüåâà Ë.Ã., Áóëèíñêàÿ Å.Â.

Îá îäíîì ïîäõîäå ê îïèñàíèþ ýïèäåìèé
Èçó÷àþòñÿ äâå ìîäåëè âîçíèêíîâåíèÿ ýïèäåìèé, ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðèî-

äè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî è
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìîâ äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ êîëè÷åñòâî çàáîëåâ-
øèõ â áîëüøîé ïîïóëÿöèè è ÷èñëà áîëüíûõ è çäîðîâûõ â îãðàíè÷åííîé ïî-
ïóëÿöèè. Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ðåøåíèé óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñëà çäîðîâûõ è çàáîëåâøèõ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ.

1. Ââåäåíèå
Èçó÷åíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèé ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ìîæåò èäòè â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ. Åñëè êîëè÷åñòâî çàáîëåâøèõ, ÿâëÿ-
þùèõñÿ èñòî÷íèêàìè èíôåêöèè, íåâåëèêî, âàæíà èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ áîëåçíè
êàæäîãî èç íèõ, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü èíôèöèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ñòàäèè
çàáîëåâàíèÿ. Ïðè óñëîâèè, ÷òî è îáúåì âñåé ïîïóëÿöèè îãðàíè÷åí, ïðèõî-
äèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëîæíî óñòðîåííûå ïðîöåññû ñî âçàèìîäåéñòâèåì (ñì.,
íàïð., [1] � [4]).

Äëÿ áîëüøîé ïîïóëÿöèè, ïðè ìàëîì ÷èñëå çàáîëåâøèõ, íà íà÷àëüíîé ñòà-
äèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåí âåòâÿùèéñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé ñðåäå.

Ìû ïðåäëàãàåì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî åå
îáúåì, à òàêæå ÷èñëî èñòî÷íèêîâ èíôåêöèè âåñüìà âåëèêè (ìåãàïîëèñ). Ýòî
ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.

Åñëè X1(t) � êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ, à X2(t) � êîëè÷åñòâî áîëüíûõ èíäèâè-
äóóìîâ â ìîìåíò t, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íîâîãî áîëüíîãî èíäèâèäóóìà
âñëåäñòâèå çàðàæåíèÿ çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ:

� íàëè÷èÿ êîíòàêòîâ ìåæäó çäîðîâûìè è áîëüíûìè,
� ñòåïåíè èììóíèòåòà çäîðîâûõ,
� ñïîñîáíîñòè ïåðåäàâàòü çàáîëåâàíèå èíôèöèðîâàíèåì

è ðÿäà äðóãèõ.
Ïóñòü Y (t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ÷èñëî çàáîëåâ-

øèõ ê ìîìåíòó t, òîãäà, áóäó÷è ñóììîé áîëüøîãî ÷èñëà ïðîöåññîâ ìàëîé
èíòåíñèâíîñòè, îí õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñî ñëó÷àéíîé
èíòåíñèâíîñòüþ. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ìåòîäû òåîðèè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ñì., íàïð., [5]). Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ïðèðàùåíèå çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè h èìååò âèä

∆hY (t) = Y (t + h)− Y (t) = αX1(t)X2(t)h + o(h).

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíûì ôàêòîðîì â íàøåé ìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êîíòàêòîâ. Âïðî÷åì, ìîæíî áûëî áû ó÷åñòü è äðóãèå îá-
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ñòîÿòåëüñòâà, ïðîâåäÿ ãðàäàöèþ ïî ðàçëè÷íûì ïðèçíàêàì (âîçðàñò, ïîë, ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü çàáîëåâàíèÿ è ò.ï.). Ýòî íå ïðèâåäåò ê ñóùåñòâåííûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì òðóäíîñòÿì, íî èçó÷àåìûé ïðîöåññ áóäåò èìåòü áîëåå âûñîêóþ
ðàçìåðíîñòü è êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, òðåáóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè íà
îñíîâå ðåàëüíûõ äàííûõ, ðåçêî âîçðàñòåò.

2. Îïèñàíèå áàçîâîé ìîäåëè
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ öåïü Ìàðêîâà (X1(t), X2(t)), ãäå X1(t) � êî-

ëè÷åñòâî çäîðîâûõ, à X2(t) � êîëè÷åñòâî áîëüíûõ èíäèâèäóóìîâ â ìîìåíò t.
Ïóñòü X1(t) = i, X2(t) = j. Çà ìàëîå âðåìÿ h âîçìîæíû ñëåäóþùèå èçìåíå-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà.

� Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ (i, j) â ñîñòîÿíèå (i + 1, j) ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿò-
íîñòüþ (λ1 + ν1i)h + o(h), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðîæäåíèþ èëè ïðèõîäó èçâíå
íîâîãî çäîðîâîãî èíäèâèäóóìà (èììèãðàöèÿ).

� Ïåðåõîä èç (i, j) â (i− 1, j) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ µ1ih + o(h),
ýòî ñîîòâåòñòâóåò óõîäó èç ïîïóëÿöèè çäîðîâîãî èíäèâèäóóìà (ýìèãðàöèÿ
èëè ñìåðòü).

� Èç (i, j) â (i, j+1) ïðîöåññ ïåðåõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ (λ2+ν2j)h+o(h), ÷òî
îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå áîëüíîãî èíäèâèäóóìà â ïîïóëÿöèè çà ñ÷åò èììèãðàöèè
èëè ðîæäåíèÿ.

� Èç ñîñòîÿíèÿ (i, j) â ñîñòîÿíèå (i, j − 1) ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ µ2jh + o(h), ýòî îçíà÷àåò óõîä áîëüíîãî â ðåçóëüòàòå ñìåðòè èëè
ýìèãðàöèè.

� Íàêîíåö, ïåðåõîä èç (i, j) â (i−1, j+1) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçîøëî çàðàæå-
íèå çäîðîâîãî èíäèâèäóóìà â ðåçóëüòàòå êîíòàêòà ñ áîëüíûì. Âåðîÿòíîñòü
òàêîãî ñîáûòèÿ ðàâíà αijh + o(h).

Îáîçíà÷èì Pij(t) = P(X1(t) = i,X2(t) = j). Îáû÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâî-
ëÿþò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

P ′
ij(t) = −(λ1 + λ2 + (ν1 + µ1)i + (ν2 + µ2)j + αij)Pij(t)+

+ (λ1 + ν1(i− 1))Pi−1,j(t) + (λ2 + ν2(j − 1))Pi,j−1(t)+

+ µ1(i + 1)Pi+1,j(t) + µ2(j + 1)Pi,j+1(t) + α(i + 1)(j − 1)Pi+1,j−1(t), (1)

ãäå P−1,j(t) = 0, Pi,−1(t) = 0.
Òåîðåìà 1. Ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ {Pij(0), i, j = 0, 1, . . .} ñèñòåìà (1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùå-
ñòâóåò, åñëè

max(ν1, ν2) < min(µ1, µ2). (2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëü-
íûå ôàêòû, ïîýòîìó îíî áóäåò ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé
Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñðåäíèõ çíà÷åíèé M1(t) = EX1(t), M2(t) = EX2(t).
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Ñëîæèâ óðàâíåíèÿ (1) ïî j, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ
Pi(t) =

∑∞
j=0 Pij(t):

P ′
i (t) = −(λ1 + λ2 + (ν1 + µ1)i)Pi(t)− (ν2 + µ2)

∞∑
j=0

jPij(t)− αi

∞∑
j=0

jPij(t)+

+ λ1Pi−1(t) + λ2Pi(t) + µ1(i + 1)Pi+1(t) + ν1(i− 1)Pi−1(t)+

+ µ2

∞∑
j=0

(j + 1)Pi,j+1(t) + ν2

∞∑
j=0

(j − 1)Pi,j−1(t) + α(i + 1)
∞∑

j=0

(j − 1)Pi+1,j−1(t).

Òåïåðü óìíîæèì i-å óðàâíåíèå íà i è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè M1(t) =

∑∞
i=0 iPi(t), ò.å.

äëÿ ñðåäíåãî ïðîöåññà X1(t).

M ′
1(t) = λ1 + (ν1 − µ1)M1(t)− αEX1(t)X2(t). (3)

Àíàëîãè÷íî äëÿ M2(t) ïîëó÷àåòñÿ

M ′
2(t) = λ2 + (ν2 − µ2)M2(t) + αEX1(t)X2(t). (4)

Åñëè óðàâíåíèÿ (1) óìíîæèòü íà ij è ñëîæèòü, òî ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
M12(t) = EX1(t)X2(t).

Òåïåðü ìîæíî äàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) óñòàíàâëèâàåòñÿ òðàäèöèîííûìè ìåòîäà-
ìè (ñì., íàïð., [6]) è ââèäó ãðîìîçäêîñòè çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ïîëîæèì

λ̂ = 2 max
i=1,2

λi, ν̂ = max
i=1,2

νi, µ̂ = min
i=1,2

µi.

Â ñèëó (2) èìååì µ̂ > ν̂. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè Z(t) ñ
ïàðàìåòðàìè

λ̂i = λ̂ + iν̂, µ̂i = iµ̂

è îáîçíà÷èì M̂(t) = EZ(t). Äëÿ M̂(t) ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

M̂ ′(t) = λ̂ + (ν̂ − µ̂)M̂(t). (5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åãî ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

M̂(t) =
λ̂

µ̂− ν̂
+

[
M̂(0)− λ̂

µ̂− ν̂

]
e−(bµ−bν)t.

Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå (2), òî

lim
t→∞

M̂(t) =
λ̂

µ̂− ν̂
.
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Íåòðóäíî òàêæå óñòàíîâèòü, ñëîæèâ (3) è (4), ÷òî äëÿ M(t) = M1(t) + M2(t)
èìååò ìåñòî óðàâíåíèå

M ′(t) = λ̂ + (ν̂ − µ̂)M(t)− g(t), (6)

ãäå g(t) ≥ 0. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (11) è (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ t

M(t) ≤ M̂(t). (7)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîöåññ (X1(t), X2(t)) íåýðãîäè÷åí. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ñóììà X1(t) + X2(t) ñòîõàñòè÷åñêè íåîãðàíè÷åíà. Íî òîãäà äîëæíî áûòü
M(t) → ∞ ïðè t → ∞. Ïîñêîëüêó limt→∞ M̂(t) = λ̂/(µ̂ − ν̂) < ∞, òî â ñèëó
(13) ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âåðîÿòíîñòü çàáîëåâàíèÿ îäíîãî èíäèâèäóóìà â ñîñòî-
ÿíèè (i, j) çà âðåìÿ h ðàâíà αjh + o(h), òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ Mi(t) =
EXi(t), i = 1, 2, èìåþùèõ áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷åì (3) è (4), íàõîäÿòñÿ â ÿâ-
íîì âèäå. Â ñàìîì äåëå, äëÿ M2(t) áóäåò ñïðàâåäëèâî íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

M ′
2(t) = λ2 + (ν2 − µ2 + α)M2(t),

ðåøåíèå êîòîðîãî, êàê ëåãêî âèäåòü, çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

M2(t) =
λ2

µ2 − ν2 − α
+

[
M2(0)− λ2

µ2 − ν2 − α

]
e−(µ2−ν2−α)t.

Ïîñëå ýòîãî ðåøàåì óðàâíåíèå äëÿ M1(t)

M ′
1(t) = λ1 + (ν1 − µ1)M1(t)− αM2(t).

Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì

M1(t) = e−d1t

[
M1(0)− λ1

d1
+

αλ2

d1(d2 − α)
− α

(
M2(0)− λ2

d2 − α

)
1

d1 + d2 − α

]
+

+ α

(
M2(0)− λ2

d2 − α

)
e−(d2−α)t

d1 + d2 − α
+

λ1

d1
− αλ2

d1(d2 − α)
.

ãäå îáîçíà÷åíî äëÿ êðàòêîñòè di = µi − νi, i = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
t →∞ èìååì

M1(t) → λ1

d1

− αλ2

d1(d2 − α)
, M2(t) → λ2

d2 − α
,

ïðè÷åì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà, òðåáóþòñÿ óñëîâèÿ

d1 > 0, d2 − α > 0.

Â ïåðâîíà÷àëüíîé ìîäåëè âåëè÷èíà α íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ñóùåñòâîâà-
íèå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé (ñì. óñëîâèå (2)), íî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, èõ
âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç α.
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4. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü
Ïóñòü ïðîöåññû Xk(t), k = 1, 2, äåòåðìèíèðîâàííûå è ðàâíû mk(t) ñî-

îòâåòñòâåííî. Íà ñàìîì äåëå, íàì ïîòðåáóåòñÿ ëèøü óñëîâèå EX1(t)X2(t) =
EX1(t)EX2(t), êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî äëÿ mk(t), k = 1, 2.
Òîãäà óðàâíåíèÿ (3) è (4) ïðèìóò âèä

m′
1(t) = λ1 + (ν1 − µ1)m1(t)− αm1(t)m2(t),

m′
2(t) = λ2 + (ν2 − µ2)m2(t) + αm1(t)m2(t). (8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ìàëî è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) â âèäå

mi(t) =
∞∑

k=0

αkgik(t), i = 1, 2. (9)

Òîãäà äëÿ gi0(t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

g′i0(t) = λi + (νi − µi)gi0(t),

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

gi0(t) =

[
mi(0)− λi

νi − µi

]
e−(µi−νi)t +

λi

µi − νi

. (10)

Ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, ïðè i = 1, íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

g′11(t) = (ν1 − µ1)g11(t)− g10(t)g20(t),

ãäå g10(t) è g20(t) çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ (6), à g11(0) = 0.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè i = 2

g′21(t) = (ν2 − µ2)g21(t) + g10(t)g20(t), g21(0) = 0.

Ïîëîæèì äàëåå ai = λi/di è bi = mi(0) − ai, ãäå, êàê è ðàíåå, di = µi − νi.
Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

g11(t) =
b1b2

d2

(e−(d1+d2)t−e−d1t)+
a1b2

d1 − d2

(e−d1t−e−d2t)+a2b1te
−d1t+

a1a2

d1

(e−d1t−1),

(11)
â òî âðåìÿ êàê

g21(t) = −b1b2

d1

(e−(d1+d2)t−e−d2t)+
a2b1

d2 − d1

(e−d1t−e−d2t)+a1b2te
−d2t−a1a2

d2

(e−d2t−1).

(12)
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

gin(t) = (−1)ie−dit

[
n−1∑
j=0

∫ t

0

g1j(u)g2,n−1−j(u)ediu du

]
, i = 1, 2.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (15) è (6),

mi(t) = bie
−dit + ai + αgi1(t) + o(α), i = 1, 2,

ãäå g11(t) è g21(t) çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (9) è (10).
5. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (2). Òîãäà äëÿ mi =

limt→∞ mi(t) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

λ1 + (ν1 − µ1)m1 − αm1m2 = 0, (13)

λ2 + (ν2 − µ2)m2 + αm1m2 = 0. (14)
Îáîçíà÷èì λ = λ1 + λ2. Ñëîæèâ óðàâíåíèÿ (20) è (7), ïîëó÷èì

m2 =
λ

d2

− d1

d2

m1, (15)

çäåñü di = µi− νi, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Î÷åâèäíî, ÷òî m1 óäîâëå-
òâîðÿåò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

αd1x
2 − (d1d2 + αλ)x + λ1d2 = 0, (16)

êîðíè êîòîðîãî ðàâíû

x1,2 =
d1d2 + αλ±

√
(d1d2 + αλ)2 − 4αλ1d1d2

2αd1

.

Ïðåîáðàçóåì äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ

D = d2
1d

2
2 + 2αλd1d2 − 4αλ1d1d2 + α2λ2 = [d1d2 − α(λ2 − λ1)]

2 + 4α2λ1λ2 > 0.

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì α ≥ 0 äèñêðèìèíàíò ïîëîæèòåëåí, òî ñóùåñòâóþò
äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ (17). Â êà÷åñòâå m1 íàäî
âûáðàòü

m1 =
(d1d2 + αλ)

(
1−

√
(1− 4 αd1d2λ1

(d1d2+αλ)2

)

2αd1

. (17)

Òîãäà ïðè α → 0 èìååì m1 → λ1/d1, â òî âðåìÿ êàê êîðåíü ñî çíàêîì ïëþñ
ïîñëå åäèíèöû âî âòîðîé ñêîáêå ÷èñëèòåëÿ èç (8) äàåò m1 → ∞. Ñîãëàñíî
(16)

m2 =
λ

d2

−
(d1d2 + αλ)

(
1−

√
(1− 4 αd1d2λ1

(d1d2+αλ)2

)

2αd2

.

6. Ìîäåëü ñ ïåðèîäè÷åñêèìè èíòåíñèâíîñòÿìè
Ïîëåçíî òàêæå ðàññìîòðåòü ýïèäåìèè òèïà ãðèïïà. Ñ÷èòàåì, ÷òî åñòü

î÷åíü áîëüøàÿ ïîïóëÿöèÿ è â íåå ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t) ïðîíèêàþò áîëüíûå.
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Òî÷íåå, åñëè ÷èñëî X(t) áîëüíûõ â ìîìåíò t ðàâíî j, òî çà ìàëîå âðåìÿ h
ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå j + 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ λ(t)h + α(t)jh + o(h), à
â ñîñòîÿíèå j − 1 ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ µh + o(h), ò.å. íåò
íèêàêèõ ðîæäåíèé, à âåðîÿòíîñòü èíôèöèðîâàíèÿ çàâèñèò ëèøü îò ÷èñëà
çàáîëåâøèõ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α(t) è λ(t) � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì T .
Åñëè

sup
t∈[0,T ]

λ(t) ≤ c < ∞ è α = (T )−1

∫ T

0

α(y) dy < µ, (18)

òî ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, ò.å.

lim
n→∞

P(X(nT + t) = j) = Pj(t) > 0. (19)

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíûå ôàêòû, ïðèâîäèìûå íèæå.
Ïóñòü M(t) = EX(t), äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óðàâíå-

íèå
M ′(t) = λ(t) + (α(t)− µ)M(t). (20)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

M(t) = e−µt+
R t
0 α(u) du

[∫ t

0

λ(u)eµu−R u
0 α(s) ds du + M(0)

]
. (21)

Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíåíî (21) òî lim supn→∞ M(nT ) < ∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó λ(t) ≤ c ïðè âñåõ t, ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó

M(nT ) ñëåäóþùèì îáðàçîì

M(nT ) ≤ ce−(µ−α)nT

∫ nT

0

eµs−R s
0 α(u) du ds + o(1) ïðè n →∞.

Ðàçëîæèì èíòåãðàë îò 0 äî nT â ñóììó n èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì âèäà
(kT, (k + 1)T ] è ðàññìîòðèì îòäåëüíîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü
(ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ s = kT + v) â âèäå

∫ T

0

eµ(v+kT )−R kT
0 α(u) du−R v

0 α(u) du dv = βekT (µ−α),

ãäå îáîçíà÷åíî
β =

∫ T

0

eµv−R v
0 α(u) du dv.

Òîãäà

M(nT ) ≤ ce−(µ−α)nT β

n−1∑

k=0

ekT (µ−α) + o(1) <
cβe−(µ−α)

1− e−(µ−α)
+ o(1) < ∞.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.
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Ðàññìîòðèì âëîæåííóþ öåïü Ìàðêîâà Yn = X(nT ), n ≥ 1. Îíà áóäåò
íåïðèâîäèìîé è íåïåðèîäè÷åñêîé. Ïîñêîëüêó

lim sup
n→∞

EYn = lim sup
n→n

M(nT ) < ∞,

îíà áóäåò òàêæå ýðãîäè÷åñêîé, ò.å. ñóùåñòâóþò

lim
n→∞

P(X(nT ) = j) = pj > 0 j ≥ 0.

×òîáû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé (22), äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
ïðåäñòàâëåíèå

P(X(nT + t) = j) =
∞∑
i=0

P(X(nT ) = i)Qij(t)

c Qij(t) = P(X(nT + t) = j/X(nT ) = i) è óñòàíîâèòü, ÷òî âåðõíèé è íèæíèé
ïðåäåëû ñîâïàäàþò, ÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

lim
n→∞

M(nT + t) = M0(t)

ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T . Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà M0(T ) = M0(0),
ïîýòîìó â ñèëó (14)

M0(0) =

∫ T

0
λ(u)eµu−A(u) du

eµT−A(T ) − 1
,

ãäå A(t) =
∫ t

0
α(u) du.

Ìû ïîëó÷àåì òàêèì îáðàçîì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23)

M0(t) =

∫ t

0

λ(u)e−µ(t−u)+A(t)−A(u) du +
e−µt+A(t)

∫ T

0
λ(u)eµu−A(u) du

eµT−A(T ) − 1
. (22)

Èññëåäóåì òî÷êè ýêñòðåìóìà M0(t), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ,

M ′
0(t) = (−µ + α(t))M0(t) + λ(t) = 0

è èõ ñâÿçü ñ ýêñòðåìóìàìè λ(t) è α(t). Èíà÷å ãîâîðÿ, òå òî÷êè, â êîòîðûõ
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

M0(t) =
λ(t)

µ− α(t)
, (23)

è ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìîâ ÷èñëà çàáîëåâøèõ.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ â ïîïóëÿöèþ ðàâ-

íà
λ(t) = λ(1 + cos t),

à èíòåíñèâíîñòü çàðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ò.å. α(t) ≡ α.
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Â äàííîì ñëó÷àå (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

M0(t) = ϕ(t) +
e−(µ−α)tϕ(T )

e(µ−α)T − 1
,

ãäå T = 2π, à
ϕ(t) = λe−(µ−α)t

∫ t

0

(1 + cos t)e(µ−α)u du.

Ïîäñ÷èòàâ èíòåãðàëû, ïîëó÷èì

ϕ(t) =
λ

µ− α
(1− e−(µ−α)t) +

λ

1 + (µ− α)2
[(µ−α) cos t− (µ−α)e−(µ−α)t + sin t].

Äàëåå,
ϕ(2π) =

e2π(µ−α) − 1

e2π(µ−α)

[
λ

µ− α
+

λ(µ− α)

1 + (µ− α)2

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, (19) èìååò âèä

(µ− α) sin t− cos t = e−(µ−α)t(1− e−2π(µ−α))[1 + 2(µ− α)2], (24)

ò.å. ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà M0(t) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè µ− α
è ñîâñåì íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ñàìèõ çíà÷åíèÿõ
ýêñòðåìóìîâ.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ëþáîé èíòåíñèâíî-
ñòè λ(t) = λf(t) ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé f(t).

Óðàâíåíèå (24) èìååò âèä g(t) = h(t), ãäå

g(t) = b sin t− cos t, h(t) = (1 + 2b2)(1− e−2πb)e−bt è b = µ− α.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî ãðàôèêîâ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé b,
ñì. ðèñóíêè 1-3.
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Ðèñ. 1: Ñëó÷àè b = 0.01 è b = 0.1.

Ôóíêöèÿ g(t) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π, ïðè÷åì g(0) = −1, îíà îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ t = arctg(b−1) + πk, k ≥ 0, à åå ýêñòðåìóìû ñîîòâåò-
ñòâóþò òî÷êàì t = arctg(−b) + πk, k ≥ 1. Ôóíêöèÿ h(t) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ
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ðîñòîì t, ïðè ýòîì h(0) = (1+2b2)(1−e−2πb) ñ ðîñòîì b âîçðàñòàåò. Ïîñêîëüêó
ïðè b > 1 ôóíêöèÿ h(t) î÷åíü áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïðàêòè÷åñêè âñå
ðåøåíèÿ (24) (âîçìîæíî, êðîìå íàèìåíüøåãî) ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè ôóíêöèè
g(t). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî λ′(t) = −λ sin t, ò.å. λ′(t) = 0 ïðè t = πk, k ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìóìû M0(t) ðàñïîëîæåíû âáëèçè ýêñòðåìóìîâ λ(t) è
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ b ðàçíîñòü ìåæäó íèìè ñòàíîâèòñÿ êàê óãîäíî ìàëà.
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Ðèñ. 2: Ñëó÷àè b = 0.5 è b = 1.
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Ðèñ. 3: Ñëó÷àè b = 3 è b = 7.

Ëèòåðàòóðà. 1. Murray J.D. Mathematical Biology. � Heidelberg:Springer.
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Diseases// Publications of the Newton Institute. � Cambridge University Press.
1996. V.6. 3. Anderson G.J., Katzper M. (eds) Simulation in the Medical Sciences.
The Society for Computer Simulation, S.Diego, Ca, USA, 1997. 4. Ðèçíè÷åí-
êî Ã.Þ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì â áèîëîãèè. � Èæåâñê : ÍÈÖ
"Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà". 2002. � 232c. 5. Ãíåäåíêî Á.Â., Êîâà-
ëåíêî È.Í. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. � Ì.: Êîì. Êíèãà.
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Áàéðàìêóëîâ Ê. Í.-À.

Ìàñøòàáèðîâàíèå ôðàãìåíòà îáëàñòè ïðè ðàñ÷åòå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå ìåòîäîì

òåîðèè öåïåé

Â ïðàêòèêå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ðàñ÷åòîâ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî
èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, íî òàêæå ïî-
âåäåíèå ïîëÿ â íåêîòîðûõ îòâåòñòâåííûõ çîíàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òàêèõ êàê
çàçîðû, âíóòðåííèå è âíåøíèå óãëû íàìàãíè÷èâàåìûõ òåë è ò.ï. Â äàííîé
ðàáîòå íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ êàòóøêè ñ òîêîì â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü áîëåå äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ïîëÿ â ýòèõ çîíàõ íà îñíîâå ìàñøòà-
áèðîâàíèÿ (ìåòîäà ìèêðîñêîïà). Ñå÷åíèÿ êàòóøêè è íàìàãíè÷èâàåìûõ òåë
óñëîâíî èçîáðàæåíû íà ðèñ.1. Òàì æå óêàçàíû íåêîòîðûå èñïîëüçóåìûå îáî-
çíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 1:

Ïðåäâàðèòåëüíûé ðàñ÷åò ïîëÿ âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì ýëåêòðè÷åñêèõ öå-
ïåé Êèðõãîôà (ÝÖÊ) [3], êàê èçëîæåíî â [2]. Çàòåì, â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
âûäåëÿåòñÿ ôðàãìåíò Ω∗, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.2, ñëåâà. Ãðàíèöà ΓΩ ýòîãî
ôðàãìåíòà íà ãðàôå ÝÖÊ ïðîõîäèò ïî óñòðàíèìûì óçëàì, ðèñ.2, ñïðàâà.

Äàëåå íà âûäåëåííîì ôðàãìåíòå âûïîëíÿåòñÿ ó÷àùåíèå ñåòêè (óâåëè÷å-
íèå ÷èñëà óçëîâ è âåòâåé â k ðàç, k � êîýôôèöèåíò ìàñøòàáèðîâàíèÿ), à äëÿ
ïîòåíöèàëà ϕ (p) åãî óçëîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

ϕ (p) = −
∑
M∗

Ω

R (p, q) ∆ϕ (q)−
∑
Γ∗

Ω

(
ϕ (q)

∂R

∂nq

(p, q) +

(1)
+

∂ϕ

∂nq

(q) R (p, q)

)
, Mp ∈ M∗

Ω
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Ðèñ. 2:

÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå R(p, q) óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà áåñêîíå÷íîì
ãðàôå. Çäåñü M∗

Ω � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ {Mq} ôðàãìåíòà Ω∗; p, q
� íîìåðà óçëîâ Mp, Mq ñîîòâåòñòâåííî; Γ∗

Ω
� ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ

(ãðàíèöà) ôðàãìåíòà ïîñëå ó÷àùåíèÿ ñåòêè; îïåðàöèè ∆ è ∂
∂nq

îïðåäåëÿþòñÿ
êàê

∆ξ (q) =
∑
Mq

(ξ (q)− ξ (p)) , Mp ∈ Mq;

∂ξ

∂nq

(q) = ξ (q)− ξ
(
q−

)
, Mq ∈ Γ∗

Ω
,

ãäå Mq � ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîåäèíåííûõ âåòâÿìè ñ Mq, ïîëîæåíèå óçëà q− îò-
íîñèòåëüíî ãðàíè÷íîãî óçëà ïîêàçàíî íà ðèñ.2, ñïðàâà, à íàõîæäåíèå R(p, q)
ñîñòàâëÿåò îòäåëüíóþ çàäà÷ó2.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ñóììà ïðàâîé ÷àñòè (1)

ϕ0 (p) = −
∑
ΓΩ

(
ϕ (q)

∂R

∂nq

(p, q) +
∂ϕ

∂nq

(q) R (p, q)

)
, Mp ∈ M∗

Ω

äàåò âêëàä â çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ϕ(p) èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíå Ω∗.
Áóäåì ñ÷èòàòü ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè, ÷òî ýòè èñòî÷íèêè îïðåäåëåíû è, òà-
êèì îáðàçîì, ϕ(q) è ∂ϕ

∂nq
(q), Mq ∈ ΓΩ çàäàíû. Ñòðîãî ãîâîðÿ, èç ïðåäûäóùåãî

ðàñ÷åòà, îíè ïîëó÷àþòñÿ â ñòàðîé ñåòêå óçëîâ. Äàëåå äëÿ ïîäñòàíîâêè â (1)
èõ ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò èíòåðïîëèðîâàòü íà âñþ ãðàíèöó Γ∗

Ω
, ó÷èòûâàÿ

ïðè ýòîì, ÷òî ïîðÿäîê èíòåðïîëÿöèè ϕ(q) íà åäèíèöó âûøå, íåæåëè ó ∂ϕ
∂nq

(q).
Óòî÷íåíèþ ïîäëåæàò èñòî÷íèêè, íàõîäÿùèåñÿ â Ω∗. Èõ çíà÷åíèÿ âûðà-

æàåò ∆ϕ, êîòîðûé â íàøèõ óñëîâèÿõ ïîä÷èíÿåòñÿ ðàâåíñòâàì

∆ϕ (q) =





J, Mq ∈ M∗
J ;

iq (rq+ − rq−) , Mq ∈ M∗
Γ
;

0, Mq /∈ M∗
J

⋃
M∗

Γ
,

(2)

2Îáñóæäåíèå ýòîé çàäà÷è âûäåëåíî â îòäåëüíóþ ñòàòüþ.
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ãäå J � âåëè÷èíà òîêà, �âïðûñêèâàåìîãî� â óçëû, ìîäåëèðóþùèå êàòóøêó;
M∗

J � ìíîæåñòâî óçëîâ èç ñå÷åíèÿ êàòóøêè, ïîïàâøèõ â Ω∗;
M∗

Γ
� ìíîæåñòâî óçëîâ ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä;

iq � òîê â âåòâè, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò q-é óçåë;
rq+ , rq− � ñîïðîòèâëåíèÿ, âõîäÿùèå â q-þ âåòâü, à �+� è ��� ñîîòâåòñòâóþò

ïîëîæèòåëüíîìó è îòðèöàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê ñå÷åíèþ ñåðäå÷-
íèêà (ñì. ðèñ.1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëüçîâàíèÿ (1) â Ω∗ êàê ðåøåíèåì çàäà÷è äèôðàê-
öèè [2] íà ãðàôå îñòàåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ iq, Mq ∈ M∗

Γ
â óñëîâèÿõ

ϕ+ = ϕ−
1

rq+

∂ϕ+

∂n
= 1

rq−
∂ϕ−
∂n

}
= 0 íà M∗

Γ, (3)

Ïîäñòàâëÿÿ (1) ñ ó÷åòîì (2) â óñëîâèÿ (3), àíàëîãè÷íî [2] ïîëó÷èì

ip = 1
rp−+rp+

∑
M∗

Γ
(q 6=p)

[
R(p−,q+)−R(p+,q+)

2
+

R(p−,q−)−R(p+,q−)
2

]

(rq+ − rq−) iq − 1
rp−+rp+

∑
M∗

J

[R (p−, q)−R (p+, q)] J
θ
+ (4)

+
ϕ0(p−)−ϕ0(p−)

rp−+rp+
, Mp ∈ M∗

Γ
.

Îòëè÷èå (4) îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â [2] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
çäåñü M∗

Γ
ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçîìêíóòûì (â ýòîì ñëó÷àå M∗

Γ
� ÷àñòü çàìêíóòîé

ñìåæíîé ãðàíèöû MΓ îäíîðîäíûõ ÷àñòåé áåñêîíå÷íîé öåïè, ìîäåëèðóþùåé
ñðåäó), à ñóììà I∗ =

∑
M∗

Γ

iq � îòëè÷íîé îò íóëÿ. Îäíàêî ýòè îòëè÷èÿ íåñóùå-

ñòâåííû äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè ê ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ (4) ìåòîäà
ïðîñòîé èòåðàöèè (ÌÏÈ). Äåéñòâèòåëüíî, â íàøåé çàäà÷å èñòî÷íèêè óðàâ-
íîâåøåíû, ïîýòîìó âåëè÷èíà I∗ ïðè óòî÷íÿþùåì ðàñ÷åòå íà ôðàãìåíòå Ω∗

èçâåñòíà èç ïðåäøåñòâóþùåãî ðàñ÷åòà íà áîëåå ðåäêîé ñåòêå. Îñòàåòñÿ âû-
ïîëíèòü ðåäóêöèþ, ïîëîæèâ iq = i∗q +I∗/N∗ (N∗ � ÷èñëî óçëîâ ãðàíèöû M∗

Γ
), à

ïðè îáîñíîâàíèè ÌÏÈ � èñïîëüçîâàòü ïðîäîëæåíèå
{
i∗q

}
íà MΓ, ïîëó÷àåìîå

äîîïðåäåëåíèåì
{
i∗q

}
íóëåì íà MΓ\M∗

Γ
. Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàáîòû

ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ, ñîçäàííîãî íà îñíîâå îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà. Ïî-
ñêîëüêó íîâûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîëó÷àþòñÿ áîëåå äåòàëüíûì îïèñàíèåì
èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â âûäåëåííîì ôðàãìåíòå, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî
òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ïîëÿ çäåñü óâåëè÷èòñÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìàñøòàáèðî-
âàíèå ìîæíî ïðîäåëûâàòü íåîäíîêðàòíî (ñì. ðèñ.3).
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Ðèñ. 3:
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Áåëîïîëüñêàÿ ß.È., Ôèëèìîíîâà Ñ.Ð.

Áåçàðáèòðàæíûå öåíû ïëàòåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ
àçèàòñêîãî òèïà

Öåëüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò áåçàðáèòðàæíûõ öåí ïëàòåæíûõ îáÿ-
çàòåëüñòâ íà âàëþòíûõ ðûíêàõ, ìîäåëè êîòîðûõ îñíîâàíû íà ïðîöåññàõ Ëå-
âè. Àçèàòñêèå îïöèîíû (ÀÎ), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïîïóëÿðíûå ôèíàíñî-
âûå èíñòðóìåíòû, ïëàòåæíûå îáÿçàòåëüñòâà ïî êîòîðûì çàâèñÿò îò òðàåê-
òîðèé öåí áàçîâûõ àêòèâîâ, àêòèâíî èññëåäóþòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû [1]-[3].
Ñïåöèôèêà ðàñ÷åòà öåí âàëþòíûõ ÀÎ ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðè-
âàòü ìíîãîìåðíûå ìîäåëè ðûíêîâ, îñíîâàííûå íà òàê íàçûâàåìûõ ïðîöåññàõ
Ëåâè, îáîáùàþùèõ äèôôóçèîííûå ïðîöåññû. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
äèíàìèêó öåí âàëþòíûõ èíñòðóìåíòîâ, ó÷èòûâàþùóþ ñêà÷êè.

Åñëè ìîäåëü ðûíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ è ðûíîê
ïîëíûé, òî áåçàðáèòðàæíàÿ öåíà ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà (â òîì ÷èñëå è
ÀÎ) ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé ñòîèìîñòüþ õåäæèðóþùåãî åãî ïîðòôåëÿ. Åñ-
ëè æå ìîäåëü ðûíêà âêëþ÷àåò ñêà÷êîîáðàçíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, òî, âîîáùå
ãîâîðÿ, çàõåäæèðîâàòü ñâÿçàííûé ñ íåé ðèñê íå óäàåòñÿ è ìîæíî ãîâîðèòü
ëèøü, íàïðèìåð, î ðàñ÷åòå ñóïåðõåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî áåçàáèòðàæíîé öåíå, ëåæàùåé â íåêîòîðîì èíòåðâàëå öåí è âûáèðàåìîé
â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì èëè èíûì êðèòåðèåì. Â ýòîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì ìíîãîìåðíîãî äèôôóçèîííîãî ðûíêà.

Ïóñòü (Ω,F , P ) ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, w(t) ∈ Rn � P -âè-
íåðîâñêèé ïðîöåññ. Îáîçíà÷èì Ft ïîòîê σ- àëãåáð, ïîðîæäåííûõ ïðîöåññîì
w(t) Ðàññìîòðèì ðûíîê (B(t), S(t)), ãäå B(t) � öåíà áåçðèñêîâîãî àêòèâà, à
S(t) = (S1(t), . . . , Sn(t)) è Sk(t), k = 1, . . . , n � öåíà ðèñêîâîãî àêòèâà. Ïóñòü
P - ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà è äèíàìèêà ðèñêîãî àêòèâà èìååò âèä

dS(τ) = S(τ)[rdτ + σ(τ)dw(τ)], S(t) = s. (1)

Çäåñü τ ∈ [t, T ] è σ(τ) ∈ Rn×Rn � íåñëó÷àéíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèè. Ïðè
ýòîì ïðîöåññ er(τ−t)S(τ) ÿâëÿåòñÿ Ft-ìàðòèíãàëîì.

Ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî ïî ôîðâàðäíîìó êîíòðàêòó àçèàòñêîãî òèïà
èìååò âèä X = 1

T

∫ T

0
α(S(t))dm(t) − K. Ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî ïî àçè-

àòñêîìó îïöèîíó, îáîáùàþùåìó âàíèëüíûå îïöèîíû, çàäàäèì â âèäå

κ[

∫ T

0

α(S(t))dm(t)−K1Φ(S(T ))−K2]
+, (2)

ãäå [x − K]+ = max(x − K, 0). Íàáîð ïàðàìåòðîâ (K1, K2,m(dt), α(s)), Φ(s),
ãäå K, K1, K2 ≥ 0 � êîíñòàíòû, Φ, α : Rn

+ → R+ è m(dt)- ïîëîæèòåëüíàÿ
áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà [0, T ], ïîçâîëÿåò îïèñàòü ðÿä AO. Âûáèðàÿ, â ÷àñòíîñòè,
α(s) =

∑n
k=1 sk, K1 ≥ 0, ìû ïîëó÷èì ÀÎ ñ ôèêñèðîâàííîé äîãîâîðíîé öåíîé,
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åñëè K2 = 0, òî ìû ïîëó÷èì ÀÎ ñ ïëàâàþùåé äîãîâîðíîé öåíîé. Âûáîð
κ = ±1 ñîîòâåòñòâóåò ïóò èëè êîëë-îïöèîíó, à âûáîð m(t) = t

T
èëè m(t) =

1
n
[nt

T
] ïðèâîäèò ñîîòâåòñòâåííî ê íåïðåðûâíîìó èëè äèñêðåòíîìó ïëàòåæíîìó

îáÿçàòåëüñòâó àçèàòñêîãî òèïà.
Îáîçíà÷èì Y (T ) = 1

T−t

∫ T

t

∑n
k=1 Sk(t)dt è ïóñòü ft,T (y) � ïëîòíîñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Y (T ). Âûáåðåì â ôîðìóëå (2) κ = 1, K1 = 0, K2 = K. Öåíà ct,T â
ìîìåíò t êîëë-îïöèîíà íà Y ñ ìîìåíòîì èñïîëíåíèÿ T öåíîé èñïîëíåíèÿ K
ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ct,T (σ,K) = e−r(T−t)Et[Y (T )−K]+ = e−r(T−t)

∫ ∞

K

(y −K)ft,T (y)dy. (3)

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n = 1 ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè ct,T (σ,K) âèäà (3) ïî ïàðàìåòðàì K,T , íàéòè åãî â
ÿâíîì âèäå è çàòåì îïðåäåëèòü ct,T (σ,K), âû÷èñëÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà.

Äðóãîé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ïîñòðîåíèåì õåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ (õå-
äæà), ïðè n = 1 èñïîëüçîâàí â ðàáîòàõ [2],[3]. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > 1 è
ïóñòü σ � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òîãäà, êàê èçâåñòíî, ðàññìàòðèâàåìûé
ðûíîê ïîëíûé è äëÿ ëþáîãî ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà Y = Ψ(S(T )) ñóùå-
ñòâóåò ñàìîôèíàíñèðóåìûé (SF) ïîðòôåëü h(τ) = (h1(τ), . . . , hn(τ)), õåäæè-
ðóþùé Y , ò.å. òàêîé, ÷òî Y =

∑n
k=1 hi(T )Si(T ). Âû÷èñëèâ äèíàìèêó êàïè-

òàëà ýòîãî ïîðòôåëÿ, ò.å ôóíêöèþ V (τ) = F (τ, S(τ)) òàêóþ, ÷òî V (T ) =
F (T, S(T )) = Y , áåçàðáèòðàæíóþ öåíó Y ìîæíî îïðåäåëèòü êàê åãî íà÷àëü-
íûé êàïèòàë V (t) = F (t, s).

Ðàññìîòðèì ðûíîê, íà êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò n ðèñêîâûõ àêòèâîâ, ïî êî-
òîðûì âûïëà÷èâàþòñÿ íåïðåðûâíûå äèâèäåíäû. û áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P -
äèíàìèêà ðèñêîâûõ àêòèâîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

dSk(τ) = Sk(τ)[(r − γk)dτ +
n∑

j=1

σkjdwj(τ)], Sk(t) = sk, k = 1, . . . , n, (4)

ãäå r � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà, γk � íåïðåðûâíî âûïëà÷èâàåìûå äèâèäåíäû ïî
k-ìó àêòèâó è σ �îáðàòèìàÿ n × n-ìàòðèöà âîëàòèëüíîñòåé. Ïóñòü h(t) =
(h1(t), . . . , hn(t)) � ïîðòôåëü, õåäæèðóþùèé àçèàòñêèé ôîðâàðä ñ ïëàòåæíûì
îáÿçàòåëüñòâîì âèäà Y =

∑n
k=1

1
T

∫ T

0
Sk(t)dt − K. Òàêîé ïîðòôåëü ìîæíî

çàäàòü ñîîòíîøåíèåì

hk(t) =
1

(r − γk)T
[e−γk(T−t) − e−r(T−t)], k = 1, . . . , n. (5)

Ïðè ýòîì åãî êàïèòàë çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

dV (τ) = h(τ) · dS(τ) + r(V (τ)− h(τ) · S(τ))dτ + h(τ) · Sγ(τ)dτ =

= rV (τ)dτ + h(τ) · [dS(τ)− rS(τ)dτ + Sγ(τ)dτ ] (6)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

V (t) =
n∑

k=1

1

(r − γk)T
[e−γk(T−t) − e−r(T−t)]sk − e−rT K. (7)

Çäåñü Sγ
k = γkSk è h · s =

∑n
k=1 hksk.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì

V (T ) = e−rT V (0) +

∫ T

0

er(T−t)h(t) · [dSt − (rS(t)− Sγ(t))dt] =

= erT V (0)+h(T ) ·S(T )−e−rT h(0) ·S(0)+

∫ T

0

er(T−t)[Sγ(t) ·h(t)−S(t) ·h′(t)]dt =

=
1

T

n∑
i=1

∫ T

0

Si(t)dt−K.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü áåçàðáèòðàæíóþ öåíó ct,T (σ,K) ÀÎ, ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

F (t, s, z) = e−r(T−t)Et,s,z[Ψ(S(T ), Z(T ))], (8)

ãäå S óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4) ,

dZ(τ) =
−Z(τ) + α(S(τ))

τ − t
dτ, Z(t) = z, 0 ≤ t ≤ τ ≤ T,

è Ψ(s, z) = [z −K1Φ(s)−K2]
+.

Ïðè ýòîì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî F (t, s, z) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Êîøè

∂F

∂t
+

n∑

k=1

(rsk − sγ
k)

∂F

∂sk

+
1

2

n∑

i,j,k=1

σiksi
∂F

∂si∂sj

σjksj +
−z + α(s)

t

∂F

∂z
− rF = 0,

F (T, s, z) = [
1

T − t

∫ T

t

α(S(τ))dτ −K1Φ(S(T ))−K2]
+.

Ïðè ýòîì F (t, s, z) ñîâïàäåò ñ ct,T (σ,K) âèäà (3), åñëè âûáðàòü K1 =
0, K2 = K.

Çàìåòèì, â çàêëþ÷åíèå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè F (t, s, z) ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîìÌîíòå Êàðëî, ìîäåëèðóÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S(T )
è Z(T ) èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (8 ).
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Áûñòðåöêèé Ì.Â., Íàèìîâ À.Í.

Î òðåòüåé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å íà ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

z′′ = Q(z′ − Cz) + f(t, z, z′), 0 < t < 1, z ∈ R2, (1)

z′(0) = Az(0) + h0(z), z′(1) = Bz(1) + h1(z), (2)

ãäå z = (x, y) ∈ R2, Q(z) = |z|m−1(x,−y), m > 1, A,B,C - êâàäðàòíûå ìàòðè-
öû âòîðîãî ïîðÿäêà, îòîáðàæåíèÿ f : [0, 1]×R2×R2 7→ R2, hi : C1([0, 1]; R2) 7→
R2, i = 0, 1 íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(|z|+ |w|)−m max
06t61

|f(t, z, w)| → 0 ïðè |z|+ |w| → ∞, (3)

||z||−1
C1hi(z) → 0 ïðè ||z||C1 →∞. (4)

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)-(2) â ñëó÷àå íóëåâîé ìàòðèöû C áûëà èññëå-
äîâàíà â ðàáîòå [1] è â ðàáîòå [2] ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ íà Q. Çäåñü
ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá àïðèîðíîé îöåíêå äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2) â
ñëó÷àå, êîãäà ãëàâíûé íåëèíåéíûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) îáðàùà-
åòñÿ â íîëü íà ãèïåðïëîñêîñòè z′ = Cz, ãäå C - ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðàñïîëîæåíèå ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè äîëæíî áûòü
ñîãëàñîâàíî ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöó

[A,B,C] = P1(A−C)+P2(B−C)eC , ãäå P1 =

(
1 0
0 0

)
, P2 =

(
0 0
0 1

)
.

Òåîðåìà 1 (îá àïðèîðíîé îöåíêå). Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (1)-(2) ìàòðè-
öà [A,B, C] íåâûðîæäåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî R, çàâèñÿùåå ëèøü îò
A,B,C, f, h0, h1, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ z(t) çàäà÷è (1)-(2) ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà ||z||C1 < R .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = {(A,B, C) : det[A,B,C] 6= 0} ñ ìåòðèêîé,
îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ñóììó íîðì ìàòðèö A,B è C.

Òåîðåìà 2. Ïðîñòðàíñòâî M ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Íà îñíîâå ýòîé òåîðåìû èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)-(2)äëÿ
ëþáîé òðîéêè (A,B,C) ∈ M ìîæíî ñâåñòè ê äâóì ñëó÷àÿì, â êîòîðûõ C
åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöû A è B îäíîâðåìåííî ðàâíû ëèáî åäèíè÷íîé
ìàòðèöå, ëèáî ìàòðèöå P1 − P2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îöåíêà ||z||C1 < R
íåâåðíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé zn(t), n = 1, 2, ...
çàäà÷è (1)-(2), äëÿ êîòîðîé rn = ||z||C1 →∞ ïðè n →∞.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèè un(t) = r−1
n zn(t), n = 1, 2, .... Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé

èìååì:
r1−m
n u′′n(t) = Q(u′n(t)− Cun(t)) + fn(t), 0 < t < 1, (5)

u′n(0) = Aun(0) + h0n, u′n(1) = Bun(1) + h1n, (6)

ãäå fn(t) = r−m
n f(t, rnun(t), rnu

′
n(t)), hjn = r−1

n hj(rnun), j = 0, 1. Çàìåòèì,
÷òî fn(t) ⇒ 0 è hjn → 0 ïðè n →∞, j = 0, 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèÿ
(3), äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî N = N(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

max
0≤t≤1

|f(t, z, w)| < ε(|z|+ |w|)m ïðè |z|+ |w| > N(ε).

Îòñþäà,
max
0≤t≤1

|f(t, z, w)| ≤ ε(|z|+ |w|)m + M(ε),

ãäå M(ε) = max{|f(t, z, w)| : 0 ≤ t ≤ 1, |z| + |w| ≤ N(ε)}. Òåïåðü äëÿ fn(t)
èìååì:

|fn(t)| ≤ 1

rm
n

(ε(|rnun(t)|+ |rnu′n(t)|)m + M(ε)) ≤ ε +
M(ε)

rm
n

,

îòêóäà limn→∞|fn(t)| ≤ ε. Ñëåäîâàòåëüíî, fn(t) ⇒ 0 ïðè n →∞.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ hjn ïîëó÷èì:

∀ε > 0 |hj(z)| ≤ ε||z||C1 + Mj(ε),

|hjn| ≤ 1

rn

(ε||rnun||C1 + Mj(ε)) = ε +
1

rn

Mj(ε),

lim
n→∞

|hjn| ≤ ε, îòñþäà, lim
n→∞

|hjn| = 0.

Òàê êàê ||un||C1 = max06t61(|un(t)| + |u′n(t)|) = |un(tn)| + |u′n(tn)| = 1,
ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû Àðöåëÿ, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî
un(t) ⇒ u0(t), n →∞ íà [0, 1].

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ u0(t) õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u0(t) ≡ 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè vn(t) = u′n(tn +

tr1−m
n ), αn ≤ t ≤ βn, n = 1, 2, ..., ãäå αn = −tnr

m−1
n , βn = (1− tn)rm−1

n . Èìååì:

v′n(t) = Q(vn(t)− Cun(tn + tr1−m
n )) + fn(tn + tr1−m

n ), (7)

vn(αn) = Aun(0) + h0n, vn(βn) = Bun(1) + h1n, (8)

|vn(t)| ≤ 1, t ∈ [α, β], (9)

|vn(0)| → 1 ïðè n →∞. (10)

Èç (7) è (9) ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a1, b1] ⊂ (α, β), ãäå α =
limn→∞ αn, β = limn→∞ βn, îïðåäåëåíû ôóíêöèè vn(t), n = n0, n0 +1, ..., (n0 =
n0(a1, b1)), ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû. Ïîýòîìó

49



ìîæíî âûäåëèòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü v
(1)
nk (t), k =

1, 2, ..., ãäå n1 ≥ n0. Âûáåðåì ðàñøèðÿþùèåñÿ îòðåçêè

[a1, b1] ⊂ [a2, b2] ⊂ ... ⊂ [ap, bp] ⊂ ...,

ãäå ap → α, è bp → β ïðè p →∞. Íà êàæäîì îòðåçêå [ap, bp] (íà÷èíàÿ ñ p = 2)
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé v

(p−1)
nk (t), k = 1, 2, ..., n1 ≥ n0(ap, bp), âûáåðåì

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé v
(p)
nk (t), k = 1, 2, ... ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ

íà îòðåçêå [ap, bp]. Åñëè ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé v
(k)
nk (t), k =

1, 2, ..., òî îíà îïðåäåëåíà íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b] ⊂ (α, β) íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0 = k0(a, b), è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Ïðîöåäóðó
âûäåëåíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà íà
êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b] ⊂ (α, β) âïðåäü íàçîâåì ïðîöåäóðîé ïðåäåëü-
íîãî ïåðåõîäà íà ðàñøèðÿþùèõñÿ îòðåçêàõ. Â ïðåäåëå ïîëó÷èì ôóíêöèþ
v0(t), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà ïðîìåæóòêå (α, β), è òàêóþ, ÷òî

|v0(0)| = 1, |v0(t)| ≤ 1, t ∈ (α, β), (11)

|v0(t1)− v0(t2)| ≤ M |t1 − t2|, ãäå M íå çàâèñèò îò α è β, (12)

v′0(t) = Q(v0(t)), α < t < β. (13)

Åñëè α > −∞ èëè b < +∞, òî â ñèëó (12) ôóíêöèÿ v0(t) íåïðåðûâíî ïðî-
äîëæèìà âïëîòü äî òî÷êè α èëè β ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå α > −∞ èìååì:

|v0(α)− v(k)
nk

(αnk
)| ≤ |v0(α)− v0(α + δ)|+ |v0(α + δ)− v(k)

nk
(α + δ)|+

+|v(k)
nk

(α + δ)− v(k)
nk

(αnk
)| ≤ Mδ + |v0(α + δ)− v(k)

nk
(α + δ)|+ Mδ,

lim
k→∞

|v0(α)− v(k)
nk

(αnk
)| ≤ 2Mδ ∀δ > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, v0(α) = limk→∞ v
(k)
nk (αnk

) = limk→∞(Aunk
(0) + h0nk

) = 0. Àíà-
ëîãè÷íî, åñëè β < +∞, òî v0(β) = 0.

Ïóñòü α > −∞. Òîãäà v0(α) = 0, v0(0) 6= 0, α < 0 è ïðè α < t < 0

< v′0(t), v0(t) >=< Q(v0(t)), v0(t) > (çäåñü < ·, · > −ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå),

d

dt
|v0(t)|2 = 2 < Q(v0(t)), v0(t) >,

−c0|v0(t)|m+1 ≤ d

dt
|v0(t)|2 ≤ c0|v0(t)|m+1,

îòñþäà, åñëè v0(t) 6= 0 ïðè α1 < t < 0, ãäå α1 > α è v0(α1) = 0, òî

−c0 ≤ (|v0(t)|2)′
(|v0(t)|2)m+1

2

≤ c0, −c0|t| ≤ (|v0(s)|2)−m−1
2

−m−1
2

|t0 ≤ c0|t|,

−c0(m− 1)

2
|t| ≤ |v0(t)| 1−m

2 − 1 ≤ c0(m− 1)

2
|t|
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c0(m− 1)

2
|α1| ≥ lim

t→α1

(|v0(t)| 1−m
2 − 1) = +∞,

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé α > −∞ íåâîçìîæåí, ò.å.
α = −∞. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî β = +∞.

Òàêèì îáðàçîì, v0(t) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû z′ = Q(z). Äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z′ = |z|m−1Jz, ãäå
J =

(
1 0
0 −1

)
. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w0(t) = v0(φ0(t)), t ∈ (−∞, +∞), ãäå

φ0(t) - ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ φ′ = |v0(φ)|1−m, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèþ φ(0) = 0. Èìååì:

w′
0(t) = v′0(φ0((t))φ

′
0(t) = |v0(φ0(t))|m−1Jv0(φ0(t))φ

′
0(t) = Jv0(φ0(t)) = Jw0(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, w0(t) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
w′ = Jw. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2. ∀t ∈ (0, 1) limn→∞(u′n(t)− Cun(t)) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì τ0 ∈ (0, 1)

u′n(τ0)− Cun(τ0) → w∗, n →∞ è w∗ 6= 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè wn(t) = u′n(τ0 + tr1−m
n ), 0 ≤ τ0 + tr1−m

n ≤ 1, n = 1, 2, ....
Èìååì: w′

n(t) = Q(wn(t)−Cun(τ0+tr1−m
n ))+o(1), |wn(t)| ≤ 1, wn(0)−Cun(0) →

w∗, n → ∞. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà íà ðàñøèðÿþùèõñÿ
îòðåçêàõ, ïîëó÷èì:

w′
0(t) = Q(w0(t)− Cu0(τ0)), t ∈ (−∞, +∞),

|w0(t)| ≤ 1, w0(0)− Cu0(τ0) = w∗, w∗ 6= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w∗(t) = w0(t)−Cu0(τ0) åñòü íåíóëåâîå îãðàíè-
÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû z′ = Q(z). Îïÿòü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà
2 äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ũn(t) = u′n(t)− Cun(t), n = 1, . . .. Òîãäà

un(t) = un(0) +

∫ t

0

(Cun(s) + ũn(s))ds, 0 < t < 1.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷èì:

u0(t) = u0(0) +

∫ t

0

Cu0(s)ds, 0 < t < 1,

u0(t) = eCu0(0), 0 ≤ t ≤ 1.

Òåïåðü, ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè ṽn(t) = u′n(tr1−m
n ), 0 ≤ t ≤ rm−1

n , n = 1, 2, ...
è ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà íà ðàñøèðÿþùèõñÿ îòðåçêàõ,
ïîëó÷èì:

ṽ′0(t) = |ṽ0(t)|m−1J(ṽ0(t)− Cu0(0)), t > 0,
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ṽ0(0) = Au0(0), |v0(t)| ≤ 1 ïðè t ≥ 0.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ˜̃v0(t) = ṽ0(t)−Cu0(t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñïðàâà ðåøå-
íèåì ñèñòåìû z′ = |z|m−1Jz, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(0) =
(A− C)u0(0). Îòñþäà, êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûâîäèì

P1(A− C)u0(0) = 0. (14)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ ðàâåíñòâî P2(B − C)u0(1) = 0 èëè

P2(B − C)eCu0(0) = 0. (15)

Èç (14) è (15) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (P1(A − C) + P2(B − C)eC)z = 0 èìååò
íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà P1(A−C) + P2(B −C)eC íåâû-
ðîæäåíà. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå N âñåõ òðîåê (A,B, C) ìàòðèö
A,B,C ñ íîðìîé ||(A,B, C)||N := ||A|| + ||B|| + ||C||, ãäå ||A||, ||B||, ||C|| -
íîðìû ìàòðèö A, B, C, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = {(A,B,C) : det[A,B, C] 6= 0}.

Ìíîæåñòâî M îòêðûòî, ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå ïðèâåäåííîé â êíèãå [3],
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû M ëèíåéíî ñâÿçíû. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äâå
òðîéêè èç M ëåæàò â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå, òî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü
íåïðåðûâíîé ëèíèåé, öåëèêîì ëåæàùåé â M; äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáûå äâå
òðîéêè èç îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ãîìîòîïíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Â ñèëó âûøå ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òðîéêà (A,B, C) ∈ M ãîìîòîïíà òðîéêå (D,D, 0) ∈
M, ãäå D = [A, B, C] è detD 6= 0.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ãîìîòîïíîñòü òðîåê (A,B, C) è (Ã, Ã, C), ãäå Ã = P1A+
P2B. Ïîëîæèì Aλ = (1− λ)A + λÃ, Bλ = (1− λ)B + λÃ, Cλ = C, 0 ≤ λ ≤ 1.
Òîãäà

[Aλ, Bλ, Cλ] = P1(Aλ − C) + P2(Bλ − C)eC = P1((1− λ)A + λP1A− C)+

+P2((1− λ)B + λP2B − C)eC = P1(A− C) + P2(B − C)eC = [A,B, C] = D.

Ñëåäîâàòåëüíî, (Aλ, Bλ, Cλ) ∈ M ïðè λ ∈ [0, 1].
Òåïåðü ïîëîæèì Cλ = (1− λ)C, 0 ≤ λ ≤ 1 è Ãλ ïîñòðîèì èç óñëîâèé

P1(Ãλ − Cλ) = P1(Ã− C), P2(Ãλ − Cλ)e
Cλ = P2(Ã− C)eC ,

îòñþäà,
Ãλ = Cλ + P1(Ã− C) + P2(Ã− C)eλC , 0 ≤ λ ≤ 1.

Òîãäà èìååì:

[Ãλ, Ãλ, Cλ] = [Ã, Ã, C] = D, 0 ≤ λ ≤ 1,
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Ã0 = C + P1(Ã− C) + P2(Ã− C) = Ã, Ã1 = P1(Ã− C) + P2(Ã− C)eC = D.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òðîéêà (A,B, C) ∈ M ãîìîòîïíà òðîéêå (D,D, 0) ∈ M,
ãäå D = [A,B,C].

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå òðîéêè (D1, D1, 0), (D2, D2, 0) ∈ M ãîìîòîïíû, òî
detD1 · detD2 > 0 è ìàòðèöû D1, D2 ìîæíî ñîåäèíèòü ñåìåéñòâîì íåâû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö. Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè äâå êâàäðàòíûå ìàòðèöû D1 è
D2 íåâûðîæäåíû è èõ îïðåäåëèòåëè èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, òî èõ ìîæíî
ñîåäèíèòü ñåìåéñòâîì íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (ñì., íàïðèìåð, [4]). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ãîìîòîïíîñòü äâóõ òðîåê (D1, D1, 0), (D2, D2, 0) ∈ M ýêâèâàâëåíòíà
óñëîâèþ ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö D1 è D2. Çíà÷èò, ëþáàÿ
òðîéêà (D, D, 0) ∈ M ãîìîòîïíà ëèáî òðîéêå (I, I, 0) , ãäå I =

(
1 0
0 1

)
, åñëè

detD > 0, ëèáî òðîéêå (J, J, 0) , ãäå J =

(
1 0
0 −1

)
, åñëè detD < 0. Îòñþäà,

îêîí÷àòåëüíî âûâîäèì, ÷òî M ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Òåîðåìà
2 äîêàçàíà.

Íà îñíîâå òåîðåìû 2, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [5], ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åñëè (A,B, C) ∈ M, òî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)-(2) ïðè ëþáûõ f , h0 è
h1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3)-(4), ýêâèâàëåíòíà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû

z′′ = |z′|m−1z′ + f(t, z, z′), 0 < t < 1,
z′(0) = Ez(0) + h0(z), z′(1) = Ez(0) + h1(z),

(16)

ãäå E = I, åñëè det[A,B,C] > 0, è E = J , åñëè det[A,B, C] < 0. Â òîé æå
ðàáîòå [5] äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (16) ïðè óñëîâèè, ÷òî detE 6= 0.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè (A,B, C) ∈ M, òî çàäà÷à (1)-(2) ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ
f , h0 è h1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3) è (4).
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Âäîâèí À.Þ., Ðóáëåâà Ñ.Ñ.

Î ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêå òî÷íîñòè äèíàìè÷åñêîãî
âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ (ñëó÷àé íåïîñòîÿíñòâà

ðàíãà ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ v(t) äëÿ
ïðîöåññà, äèíàìèêà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x′(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))v(t), x(t0) = x0, t ∈ [t0, T ], (1)

ïî ðåçóëüòàòàì íåòî÷íûõ èçìåðåíèé ξ(·) ñîñòîÿíèé ñèñòåìû: |x(ti)−ξ(ti)| 6 h.
Çäåñü | · | � åâêëèäîâà íîðìà, ti � óçëû ðàçáèåíèÿ âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà
[t0, T ] : t0 < t1 < ... < tn = T, ti+1 − ti = ∆(h); f1(·) � âåêòîð�ôóíêöèÿ è
f2(·) � ìàòðèöà�ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùèå [t0, T ]×Rm â Rm è â ïðîñòðàíñòâî
m× q ìàòðèö ñî ñïåêòðàëüíîé íîðìîé ‖ · ‖, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, ÷òî:
� v(t) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè çàäàííî-

ìó âûïóêëîìó êîìïàêòó Q ⊂ Rq, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå Mv

òàêîå, ÷òî |v(t)| 6 Mv;
� êàæäîå çíà÷åíèå x(t) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé êîìïàêòà X ⊂ Rm,

è çíà÷èò, |x(t)| 6 Mx;
� f1(·) è f2(·) óäîâëåòâîðÿþò íà [t0, T ] × X óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ñîâî-

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ: max{|f1(t1, x1) − f1(t2, x2)|, ‖f2(t1, x1) − f2(t2, x2)‖} 6
L

(|t1 − t2| + |x1 − x2|
)
, à çíà÷èò, äëÿ i = 1, 2 ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû Mi òàêèå, íîðìà fi(·) íå ïðåâîñõîäèò Mi.
Ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ Þ.Ñ. Îñèïîâûì è À.Â. Êðÿæèìñêèì [4]

áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è â äèíàìè÷åñêîé ïîñòà-
íîâêå. Êîðîòêî ñóòü ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1) ïî èçâåñòíîé âåëè÷èíå îøèáêè h îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ìîìåíòîâ ti
äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé ξ(ti);

2) ôîðìèðóåòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ uh(t) ïðèáëèæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîãî
óïðàâëåíèÿ v(t) íà êàæäîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ [ti, ti+1];

3) íà òîì æå ïðîìåæóòêå [ti, ti+1] ñ ïîìîùüþ uh(t) ôîðìèðóåòñÿ òðàåê-
òîðèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû � ìîäåëè wh(t), êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ uh(t) è wh(t) èñïîëüçóþòñÿ òîëü-
êî ïðåäîïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïðè äîñòàòî÷-
íîì áûñòðîäåéñòâèèè âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà ïðîâîäèòü âîññòàíîâëå-
íèå óïðàâëåíèÿ â òåìïå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ �
(Dh)h>0, çàâèñÿùåå îò âåëè÷èíû h, êîòîðîå èçìåðåíèþ äâèæåíèÿ ξ(·) ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå ïðèáëèæåíèå óïðàâëåíèÿ � uh(·).
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Ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà ïðåäëîæåííîì â [4] äèíàìè÷åñêîì àëãîðèòìå
D

(1)
h :
à) uh(t) íà ïðîìåæóòêå [t0, t1) åñòü âåêòîð èç Q, îáëàäàþùèé íàèìåíüøåé

íîðìîé;
á) ñèñòåìà�ìîäåëü íà [ti, ti+1) èìååò âèä:

wh(t) = wh(ti) +
(
f1(ti, ξ(ti)) + f2(ti, ξ(ti))uh(t)

)
(t− ti), (wh(t0) = ξ(t0)) (2)

â)äëÿ [ti, ti+1), i > 0 ðåçóëüòàò ïðèáëèæåíèÿ uh(t) íà ïðîìåæóòêå ïîëàãà-
åòñÿ ðàâíûì ðåçóëüòàòó ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîìïàêò Q âåêòîðà

1

α(h)
fT

2 (ti, ξ(ti))
(
wh(ti)− ξ(ti)

)
,

ãäå ôóíêöèÿ α(h) : [0,∞) → [0,∞) èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè.
Òàì æå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè óñëîâèè ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ α(h),

∆(h) ñ âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòüþ èçìåðåíèÿ h : lim
h→0

h + ∆(h)

α(h)
= 0, ∆(h) = h,

D
(1)
h ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèì, òî åñòü ‖uh(·) − v∗(·)‖L2[t0,T ]

ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ âìåñòå ñ h, ãäå v∗(·) � óïðàâëåíèå, îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé íîðìîé,
ñðåäè âñåõ óïðàâëåíèé ñî çíà÷åíèÿìè èç Q, ïîðîæäàþùèõ äâèæåíèå x(·).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îöåíêå ρ(uh(·), v∗(·)) � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óïðàâëå-
íèåì è ïîñòðîåííûì ïðèáëèæåíèåì â íåêîòîðîé ìåòðèêå.

Îïðåäåëåíèå 1 Âåðõíåé (íèæíåé) îöåíêîé òî÷íîñòè äèíàìè÷åñêîãî àëãî-
ðèòìà íàçîâåì âñÿêóþ ôóíêöèþ µ(·) : (0,∞) → (0,∞) òàêóþ, ÷òî ïðè íåêî-
òîðîì h0 > 0 è âñåõ h ∈ [0, h0) âûïîëíÿåòñÿ sup

x(·)∈X

sup
ξ(·)

ρ(v∗(·), uh(·)) 6 (>)µ(h)

Îïðåäåëåíèå 2 ×èñëî r > 0 íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîðÿäîì òî÷íî-
ñòè äèíàìè÷åñêîãî àëãîðèòìà åñëè ñóùåñòâóþò h∗ > 0 è λ1 > 0, λ2 > 0
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ [0, h∗) ôóíêöèè µ1(h) = λ1h

r è µ2(h) = λ2h
r ÿâ-

ëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàìè òî÷íîñòè äàííîãî
àëãîðèòìà.

Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðåçóëüòàòàõ.
Â ðàáîòå [3] áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2[t0,T ] â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî f2(t, x(t)) îáðàòèìà, à åäèíñòâåííîå, â ñèëó ýòîãî, óïðàâëåíèå
v(t), ïîðîæäàþùåå íàáëþäàåìîå äâèæåíèå, îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé âàðèàöè-
åé íà [t0, T ]. Â [4] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ óïîìÿíóòîãî àëãîðèòìà
äëÿ ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé, äëÿ êîòîðîé â [5] áûëè ïîëó÷åíû
ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è â [3], íî äëÿ
ïîñòîÿííîé, âîçìîæíî âûðîæäåííîé, ìàòðèöû f2(t, x(t)).

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îöåíêà òî÷íîñòè D
(1)
h â ìåòðèêå ïðî-

ñòðàíñòâà L1[t0,T ] äëÿ äâèæåíèé x(t), ïîðîæäàåìûõ óïðàâëåíèåì ñ îãðàíè-
÷åííîé íà [t0, T ] âàðèàöèåé, âäîëü êîòîðûõ ìàòðèöà f2(t, x(t)) èìååò ïîñòî-
ÿííûé, íî âîçìîæíî íåïîëíûé ðàíã, êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ
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D
(2)
h àëãîðèòìà D

(1)
h , äëÿ êîòîðîé óäàåòñÿ óêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

òî÷íîñòè è äëÿ ñëó÷àÿ èçìåíåíèÿ ðàíãà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1) â âèäå: f2(t, x(t))v(t) = x′(t) − f1(t, x(t)). Ïðè èç-

âåñòíûõ x(t), x′(t) åå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ v(t). Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñè-
ñòåìà ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé. ×åðåç v∗(t) îáîçíà÷èì íîðìàëüíîå
ïñåâäîðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Ïóñòü v∗(t) ∈ Q è îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé âàðè-
àöèåé íà [t0, T ]. ×åðåç R (A(t, x(t))) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû A(t, x(t)) = f2(t, x(t))fT

2 (t, x(t)). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
R (A(t, x(t))) � ïîñòîÿííî è 0 ∈ Q.

Ïîñêîëüêó ðàíã ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A(·), à, çíà÷èò, è f2(·), ðàâåí ðàç-
ìåðíîñòè R (A(t, x(t))) , òî f2(·) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîñòîÿííîãî ðàíãà, íå
îáÿçàòåëüíîãî ïîëíîãî.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî íàáëþäàåìîé
íà ðàñøèðåííîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [t0 − δ(h), T ], òî åñòü x(t) èçâåñò-
íî òî÷íî. Ïîëàãàÿ, ïðè ýòîì, äëÿ t ∈ [t0 − δ(h), t0) v(t) ≡ 0, fi(t, x(t)) ≡
fi(t0, x0), i = 1, 2. Ôóíêöèþ

u0(t) = fT
2 (t, x(t))

x(t)− w0(t)

α(h)
(3)

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê óïðàâëåíèå ìîäåëüþ

w′
0(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))fT

2 (t, x(t))
x(t)− w0(t)

α(h)
, w0(t0) = x0. (4)

Ðåøåíèå çàäà÷è (4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

w0(t) = Y (t, t0)x0 +

t∫

t0

Y (t, τ)

(
1

α(h)
A(τ, x(τ))x(τ) + f1(τ, x(τ))

)
dτ, (5)

çäåñü Y (t, τ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Y ′(t, τ) =
1

α(h)
Y (t, τ)A(τ, x(τ)) (6)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Y (t, t) = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê (5), ñ ó÷åòîì (6), èìååì:

w0(t) = x(t)−
∫ t

t0

Y (t, τ)f2(τ, x(τ))v(τ)dτ,

ãäå v(t) ëþáîå èçìåðèìîå óïðàâëåíèå, ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå. Èç ïîñëåäíå-
ãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì:

x(t)− w0(t)

α(h)
=

1

α(h)

t∫

t0

Y (t, τ)f2(τ, x(τ))v(τ)dτ. (7)
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Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü α = α(h), δ = δ(h). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ
ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû f+

2 (·) [6] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

f2(·) = f2(·)f+
2 (·)f2(·) = f2(·)

(
f+

2 (·)f2(·)
)T

= f2(·)fT
2 (·)(fT

2 (·))+
,

ñîãëàñíî êîòîðûì (7) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

x(t)− w0(t)

α
=

1

α

t∫

t0

Y (t, τ)A(τ, x(τ))
(
fT

2 (τ, x(τ))
)+

v(τ)dτ. (8)

Ðàññìîòðèì P (·) � ìàòðèöó�ïðîåêòîð âåêòîðîâ�ñòðîê íà R (A(·)) . Â ñâÿ-
çè ñ òåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïîñòîÿííî, òî è ìàòðèöà
� ïðîåêòîð òàêæå áóäåò ïîñòîÿííîé: P (t) ≡ P. Ïóñòü Y1(t, τ) = Y (t, τ)P. Î÷å-
âèäíî, ÷òî

Y (t, τ)A(τ, x(τ)) = Y1(t, τ)A(τ, x(τ))

è Y1(t, τ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Y1(t, t) = P. (9)

Òîãäà (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(t)− w0(t)

α
=

1

α

t∫

t0

Y ′
1(t, τ)

(
fT

2 (τ, x(τ))
)+

v(τ)dτ. (10)

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (10) ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê îïåðàòîð âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè

(
fT

2 (t, x(t))
)+

v(t).
×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó |v∗(t) − u0(t)| ïðè t ∈ [t0 − δ, T ], ïðåäâàðèòåëüíî

ðàññìîòðèì äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû:

Ëåììà 1 Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî R (A(t, x(t))) ïîñòîÿííî, Y1(t, τ) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì (6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (9). Òîãäà ïðè t ∈ [t0, T ], τ ∈ [t0, t]
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî

‖Y1(t, τ)‖ 6 me−λ t−τ
α

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðîèçâîëüíîé íåïðå-
ðûâíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû HHT ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è íåîòðè-
öàòåëüíûìè. Ïîýòîìó, ôóíêöèè λr(t) > . . . > λ1(t), ÿâëÿþùèåñÿ óïîðÿ-
äî÷åííûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè A(t, x(t)), ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì èç
R (A(t, x(t))) , áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè è íåïðåðûâíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ-
íî óêàçàòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ, òàêîå, ÷òî λ1(t) > λ äëÿ âñåõ t ∈ [t0−δ, T ].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé îöåíêè âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ïðèåìîì, ñì.
[7]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(τ) =< yk(τ), yk(τ)) > e−2λ

τ−t0
α , çäåñü yk(τ) � ñòðî-

êà ìàòðèöû Y1(t, τ) ñ íîìåðîì k; < ·, · > � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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Åå ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä:

dϕ(τ)

dτ
=

(
2 <

(
yk(τ)

)′
, yk(τ) > −2

λ

α
< yk(τ), yk(τ) >

)
e−2λ

τ−t0
α =

(
â ñèëó òîãî, ÷òî yk(τ) óäîâëåòâîðÿåò (6)

)

=

(
2

α
< yk(τ)A(τ, x(τ)), yk(τ) > −2

λ

α
< yk(τ), yk(τ) >

)
e−2λ

τ−t0
α >

>
[2λ1(τ)

α
< yk(τ), yk(τ) > −2

λ

α
< yk(τ), yk(τ) >

]
e−2λ

τ−t0
α > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ(·) íå óáûâàåò, è äëÿ ëþáîãî τ ∈ [t0, t] èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî:

< yk(τ), yk(τ) > e−2λ
τ−t0

α 6 < yk(t), yk(t) > e−2λ
t−t0

α

Â ñèëó òîãî, ÷òî Y1(t, t) = P è, ñëåäîâàòåëüíî, |yk(t)|2 6 1, ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä:

|yk(τ)| 6 e−
λ
α

(t−τ).

Òîãäà, äëÿ ñïåêòðàëüíîé íîðìû Y1(t, τ), ñîãëàñíî [7], èìååò ìåñòî îöåíêà:

‖Y1(t, τ)‖ 6 me−
λ
α

(t−τ).

Ëåììà 2 Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû f2(t, x(t)) ïîñòîÿíåí, v(t) � ôóíêöèÿ îãðà-

íè÷åííîé âàðèàöèè íà [t0, T ] (
T∨
t0

v(·) < ∞). Òîãäà
(
fT

2 (t, x(t))
)+

v(t) îáëàäàåò

îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé íà [t0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàòðèöû H ïîñòîÿííîãî ðàíãà èìååò ìåñòî îöåíêà [8]:

‖H+(t1)−H+(t2)‖ 6 3‖H+(t1)‖2 ‖H(t1)−H(t2)‖.

Èñïîëüçóÿ åå äëÿ ìàòðèöû fT
2 (t, x(t)), ïîëó÷àåì:

‖ (
fT

2 (t1, x1)
)+ − (

fT
2 (t2, x2)

)+ ‖ 6 3‖ (
fT

2 (t1)
)+ ‖2 ‖fT

2 (t1, x1)− fT
2 (t2, x2)‖ 6

[
ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòðàëüíîé íîðìû è â ñèëó ëèïøèöåâîñòè f2(t, x(t))
èìååì:

]

6 3
1

λ
‖fT

2 (t1, x1)− fT
2 (t2, x2)‖ 6 3

λ
L (|t1 − t2|+ |x1 − x2|) .

Ñëåäîâàòåëüíî
(
fT

2 (t, x(t))
)+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, à çíà÷èò, è

îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé íà [t0, T ].
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Äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèè
(
fT

2 (·))+
v(·), ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ

ôóíêöèè, îáëàäàþùèõ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:
T∨
t0

(
fT

2 (·))+
v(·) 6 sup

t∈[t0,T ]

‖ (
fT

2 (t, x(t))
)+ ‖

T∨
t0

v(·) + sup
t∈[t0,T ]

|v(t)|
T∨
t0

(
fT

2 (·))+
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû.
Ïåðåéäåì ê îöåíêå |v∗(t)− u0(t)|, t ∈ [t0 − δ, T ] :

Ëåììà 3 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 19,2 k ∈ N è α, δ,
h

α
,

α

δ
ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ h, Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû
K1 è h1(k), òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ h ∈ [0, h1(k)), t ∈ [t0, T ] ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà:

|v∗(t)− u0(t)| 6 K1

( α

λδ

)k

+ M2

t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·),

ãäå K1 =

(
M2

2 Mvm
1

λ2
+

mMv

λ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U(t) =
(
fT

2 (t, x(t))
)+

v(t). Ñîãëàñíî (10) îöåíèì

íîðìó ðàçíîñòè U(t) è x(t)− w0(t)

α
:

I =

∣∣∣∣
x(t)− w0(t)

α
− U(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ t

t0

Y ′
1(t, τ)U(τ)dτ − U(t)

∣∣∣∣ =


 Äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ

t∫
t0−δ

Y ′
1(t, τ)U(t)dτ, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî U(τ) = 0 ïðè

t ∈ [t0 − δ, t0], èìååì




=

∣∣∣∣
∫ t

t0−δ

Y ′
1(t, τ)

(
U(τ)− U(t)

)
dτ +

∫ t

t0−δ

Y ′
1(t, τ)U(t)dτ − U(t)

∣∣∣∣ 6




Ðàçîáüåì ïåðâûé èíòåãðàë èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà
ñóììó äâóõ: ïåðâûé, ïî ïðîìåæóòêó [t0 − δ, t + δ], è âòîðîé, ïî ïðîìå-
æóòêó äëèíîþ δ : [t− δ, t], òîãäà




6
∣∣∣∣
∫ t−δ

t0−δ

Y ′
1(t, τ)

(
U(τ)− U(t)

)
dτ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ t

t−δ

Y ′
1(t, τ)

(
U(τ)− U(t)

)
dτ+

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ t

t0−δ

Y ′
1(t, τ)U(t)dτ − U(t)

∣∣∣∣
Òîãäà:
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1)Îöåíèâàÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 19 äëÿ îöåíêè íîð-
ìû ìàòðèöû Y1(t, τ), óäîâëåòâîðÿþùåé (6):

∣∣∣∣∣∣

t−δ∫

t0−δ

Y ′
1(t, τ)

(
U(τ)− U(t)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣

t−δ∫

t0−δ

1

α
Y1(t, τ)A(τ, x(τ))

(
U(τ)− U(t)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣
6

6 1

α
M2

2

∣∣∣
(
fT

2 (t, x(t))
)+

v(t)
∣∣∣

t−δ∫

t0−δ

‖Y1(t, τ)‖dτ 6

6 1

α
M2

2

1

λ
Mv

α

λ
me−

λ
α

(t−τ)

∣∣∣∣
t−δ

t0−δ

6 M2
2 Mvm

1

λ2
e−

λ δ
α .

2)Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì èç ðàáîòû
[3]: Åñëè äëÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè p : J → Rq (J = [a, b]) è ôóíêöèè g : J →
Rq ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ t ∈ J ñîîòíîøåíèÿ

∣∣∣∣
∫ t

a

p(τ)dτ

∣∣∣∣ 6 ε, |g(t)| 6 G,

òî ∣∣∣∣
∫ b

a

gT (τ)p(τ)dτ

∣∣∣∣ 6 ε(
b∨
a

g(·) + G).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñ ó÷åòîì ëåììû 2, ÷òî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîýòîìó:

∣∣∣
t∫

t−δ

Y ′
1(t, τ)

(
U(τ)− U(t)

)
dτ

∣∣∣ 6
t∨

t−δ

U(·)
∥∥∥

t∫

t−δ

Y ′
1(t, τ)dτ

∥∥∥ 6
t∨

t−δ

U(·).

3)Äëÿ îöåíêè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ëåì-
ìû 19:

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0−δ

Y ′
1(t, τ)U(t)dτ − U(t)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
( t∫

t0−δ

Y ′
1(t, τ)dτ − E

)
U(t)

∣∣∣∣∣∣
=

=
∣∣∣Y1(t, t0 − δ)U(t)

∣∣∣ 6 me−
λ
α

(t−t0+δ) 1

λ
Mv 6 mMv

1

λ
e−λ δ

α .

Ñóììèðóÿ âûïèñàííûå îöåíêè òðåõ ñëàãàåìûõ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

I 6 K2e
−λδ

α +
t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·),

ãäå K2 = M2
2 Mvm

1

λ2
+ mMv

1

λ
.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìîæíî óêàçàòü òàêîå h1(k) > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ h ∈ [0, h1(k)) :

e−
λδ
α 6

( α

λδ

)k

.

Ïîýòîìó

I =

∣∣∣∣
x(t)− w0(t)

α
− (

fT
2 (t, x(t))

)+
v(t)

∣∣∣∣ 6 K2

( α

λδ

)k

+
t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·). (11)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà e(t), ïî íîðìå
ìåíüøåãî åäèíèöû òàêîãî, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(
fT

2 (t, x(t))
)+

v(t) =
x(t)− w0(t)

α
+

[
K2

( α

λδ

)k

+
t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·)

]
e(t). (12)

Íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå v∗(t) ñèñòåìû (12), ñîãëàñíî [7], çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

v∗(t) = fT
2 (t, x(t))

(
x(t)− w0(t)

α
+

[
K2

( α

λδ

)k

+
t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·)

]
e(t)

)
,

ó÷èòûâàÿ (3), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

|v∗(t)− u0(t)| 6 K1

( α

λδ

)k

+ M2

t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·), (13)

ãäå K1 = M2K2.

Çàìå÷àíèå 1 Îöåíêà (11) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû K3 > 0 òà-
êîé, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [t0, T ], h ∈ [0, h1(k)) èìååò ìåñòî:

∣∣∣∣
x(t)− w0(t)

α

∣∣∣∣ 6 K3.

Çàìå÷àíèå 2 Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1) íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå,
äëèíîþ δ : [t0, t0 + δ]. Òîãäà îöåíêà (13) ïðèíèìàåò âèä:

|v∗(t)− u0(t)| 6 K1,δ

( α

λδ

)k

+ M2

t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·), (14)

ãäå K1,δ = M2mMv
1

λ

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (11) â äàííîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè
ðàçáèâàòü ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà äâå ÷àñòè, ïîýòîìó:

I 6
∣∣∣∣
∫ t

t0−δ

Y ′
1(t, τ)

(
U(τ)− U(t)

)
dτ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ t

t0−δ

Y ′
1(t, τ)U(t)dτ − U(t)

∣∣∣∣ .
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Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ëåììå 3, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëü-
òàòà èç ðàáîòû [3] äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî è ëåììû 19 äëÿ âòîðîãî,
ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (14).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû,
èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ v∗(t),
ïîñòóïàåò ñ ïîãðåøíîñòüþ. Îöåíèì íà ïðîìåæóòêå [ti, ti+1) íîðìó ðàçíîñòè
ôóíêöèé u0(t) è uh(t) = fT

2 (ti, ξ(ti))
ξ(ti)− wh(ti)

α
, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäíåé,

â îòëè÷èè îò îïèñàííîãî âûøå ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ uh(t) â D
(1)
h , íå ñòàíåì èñ-

ïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîìïàêò, ïðè ýòîì ðåçóëüòàò ðàçâå
ëèøü óõóäøèì.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè t ∈ [ti, ti+1) ðàçíîñòü u0(t) è uh(t) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

u0(t)− uh(t) = fT
2 (t, x(t))

x(t)− ξ(ti)

α
+ fT

2 (t, x(t))
wh(ti)− wh(t)

α
+

+ fT
2 (t, x(t))

wh(t)− w0(t)

α
+

(
fT

2 (t, x(t))− fT
2 (ti, ξ(ti))

) ξ(ti)− wh(ti)

α

(15)

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ìàòðèöû H èìååò ìåñòî R(HT H) = R(HT ), òî â
òðåòüåì ñëàãàåìîì (15) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðîåêöèÿì w1

h(t) è w1
0(t) âåêòîðîâ

wh(t) è w0(t) íà ïîäïðîñòðàíñòâî R (A(t, x(t))) :

fT
2 (t, x(t))

wh(t)− w0(t)

α
= fT

2 (t, x(t))
w1

h(t)− w1
0(t)

α
, (16)

ãäå w1
h(t) = Pwh(t), w1

0(t) = Pw0(t).
Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö âîçìóùåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé íå ïðåâîñõîäÿò ìàòðè÷íûõ âîçìóùåíèé [9], òî äëÿ òî÷êè (t, x) èç λ
2
�

îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè çàäà÷è (1) ïîäïðîñòðàíñòâî R (A(t, x(t))) � ïîñòî-
ÿííî.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ, à òàêæå (15), (16), îöåíêà íîðìû ðàçíî-
ñòè u0(t) è uh(t) ïðè t ∈ [ti, ti+1) ïðèíèìàåò âèä:

|u0(t)− uh(t)| = ‖fT
2 (t, x(t))‖|x(t)− ξ(ti)|

α
+ ‖fT

2 (t, x(t))‖|w
(1)
h (ti)− w

(1)
h (t)|

α
+

+ ‖fT
2 (t, x(t))‖|w

(1)
h (t)− w

(1)
0 (t)|

α
+

∥∥fT
2 (t, x(t))− fT

2 (ti, ξ(ti))
∥∥ |ξ(ti)− w

(1)
h (ti)|

α
(17)

Ïîñêîëüêó wh(t) îãðàíè÷åíî (à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Mw òàêàÿ,
÷òî |ξ(ti) − wh(ti)| 6 Mw ), îöåíêè äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãà-
åìûõ ïðàâîé ÷àñòè (17) ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ, ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí-
÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü íîðìó ðàçíîñòè ïðîåêöèé wh(t)
è w0(t).

62



Ëåììà 4 Ïóñòü ∆ = h. Òîãäà ñóùåñòâóåò h3 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
h ∈ [0, h3), t ∈ [ti, ti+1) èìååò ìåñòî îöåíêà:

|w(1)
h (t)− w

(1)
0 (t)| 6 h

α
K4,

ãäå K4 âûïèñûâàåòñÿ â õîäå äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîåêöèÿ äâèæåíèÿ ìîäåëè w
(1)
h (t) â D

(1)
h çàäàåòñÿ ôîð-

ìóëîé

w
(1)
h (t) = w

(1)
h (ti) +

(
Pf1(ti, ξ(ti)) + A(ti, ξ(ti)

ξ(ti)− w
(1)
h (ti)

α

)
(t− ti), (18)

ÿâëÿþùåéñÿ, ïî ñóòè äåëà, ðåàëèçàöèåé ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ çàäà÷è Êîøè

(
w

(1)
0 (t)

)′
= Pf1(t, x(t)) + A(t, x(t))

x(t)− w
(1)
0 (t)

α
, w

(1)
0 (t0) = Px0. (19)

Äëÿ îöåíêè íîðìû ðàçíîñòè w
(1)
0 (t) è w

(1)
h (t) âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì ïîä-

õîäîì ïîëó÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ýéëåðà, ñì. íàïðèìåð [10].
Ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðîöèòèðîâàííîé

ðàáîòå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

|w(1)
h (t)− w

(1)
0 (t)| 6 h

α
K4,

ãäå

K4 =
4m

λ

(
α2L(1 + M1 + M2Mv) + (M1 + M2Mv)(αM2

2 + α2LM2Mx+

+Mw(2αLM2(1 + M1 + M2Mv) + M4
2 ) + M2

2 (αM1 + M2
2 L) + m

)
+

+
2m

λ
(2LM2N1 + M1M1 + αL) .

Ëåììà 5 . Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4, α2 > h. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà K5 è h4 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ h ∈ [0, h4) è
t ∈ [ti, ti+1) âûïîëíÿåòñÿ:

|uh(t)| 6 K5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

‖fT
2 (ti, x(ti))‖|ξ(ti)− w

(1)
h (ti)|

α
6 M2

( |ξ(ti)− x(ti)|
α

+ (20)

+
|x(ti)− w0(ti)|

α
+
|w(1)

0 (ti)− w
(1)
h (ti)|

α

)
.
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Òîãäà ñ ó÷åòîì ëåììû 4, çàìå÷àíèÿ 1, îöåíêà íîðìû ðàçíîñòè u0(t) è uh(t)
(17) ïðèíèìàåò âèä:

|u0(t)− uh(t)| 6 M2

α
(h(1 + (M1 + M2Mv)) + M2

h

α

(
M1 + M2

2

Mw

α

)
+

+
M2

α

h

α
K4 + M2h (1 + M1 + M2Mv)

(
h

α
+ K3 +

h

α2
K4

)
6 h

α2
D1,

(21)

ãäå
D1 = αM2 (h(1 + (M1 + M2Mv)) + M2

(
αM1 + M2

2 Mw

)
+

+M2K4 + M2 (1 + M1 + M2Mv)
(
αh + α2K3 + K4

)
.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè è îãðàíè÷åííîñòè u0(t) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåì-
ìû.

Òåïåðü îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè u0(t) è uh(t) ïðè t ∈ [ti, ti+1).

Ëåììà 6 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà K6 òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

|u0(t)− uh(t)| 6 h

α
K6,

ãäå êîíñòàíòà K6 âûïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî, â õîäå äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(t) = w

(1)
0 (t)−w

(1)
h (t), ãäå w

(1)
0 (t) è w

(1)
h (t), çàäàþòñÿ

(18) è (19), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ g(t) ïðè t ∈ [ti, ti+1) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

g′(t) = −A(t, x(t))
g(t)

α
+ (A(ti, ξ(ti))− A(t, x(t)))

ξ(ti)− w
(1)
h (ti)

α
+

+A(t, x(t))
ξ(ti)− x(t)

α
+

1

α
A(t, x(t)) (f1(ti, ξ(ti))+ (22)

+f2(ti, ξ(ti))uh) (t− ti) + P (f1(ti, ξ(ti)− f1(t, x(t))) ,

ïðè÷åì |g(t0)| 6 h.
Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöà � ôóíêöèÿ S1(t) è âåêòîð � ôóíêöèè

Si(t), i = 2, 3, 4, ïî íîðìå ìåíüøèå åäèíèöû òàêèå, ÷òî ïðè t ∈ [ti, ti+1) èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà:

A(ti, ξ(ti))− A(t, x(t)) = 2LM2h (2 + M1 + M2Mv) S1(t),

t− ti = hS2(t),

f1(ti, ξ(ti))− f1(t, x(t)) = Lh (2 + M1 + M2Mv) S3(t),

1

α
(ξ(ti)− x(t)) =

1

α
h (1 + M1 + M2Mv) S4(t).

Ñ èõ ïîìîùüþ ðåøåíèå (22) ïðåäñòàâèìî â âèäå:

g(t) = Y1(t, t0)g(t0) +

∫ t

t0

Y1(t, τ)
[ 1

α
2LM2h (2 + M1 + M2Mv) S1(τ)(ξ(ti)−
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−w
(1)
h (ti)) + A(τ, x(τ))

1

α
h (1 + M1 + M2Mv) S4(τ) +

1

α
A(τ, x(τ)) (f1(ti, ξ(ti))+

+f2(ti, ξ(ti))uh) hS2(τ) + Lh (2 + M1 + M2Mv) S3(τ)
]
dτ,

ãäå ‖Y1(t, τ)‖ 6 e−
λ
α

(t−τ) â ñèëó ëåììû 19.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé îöåíêè òðåáóåòñÿ îöåíèòü

ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Ðàññìîòðèì êàæäîå ñëàãàåìîå ïî îò-
äåëüíîñòè:

1)ïåðâîå ñëàãàåìîå:
|Y1(t, t0)g(t0)| 6 mh;

2) â ñèëó òîãî, ÷òî
∣∣∣ξ(ti)− wh(ti)

∣∣∣ 6 Mw, îöåíêà âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðè-
íèìàåò âèä:

∣∣∣
t∫

t0

Y1(t, τ)
1

α
2LM2h (2 + M1 + M2Mv) S1(τ)(ξ(ti)− w

(1)
h (ti))dτ

∣∣∣ 6

6 2LM2h (2 + M1 + M2Mv)
1

α
Mw

t∫

t0

‖Y1(t, τ)‖dτ 6 h (2 + M1 + M2Mv)
Mwm

α
×

×
t∫

t0

e−
λ
α

(t−τ)dτ 6 h (2 + M1 + M2Mv)
mMw

α

α

λ
6 h (2 + M1 + M2Mv) m

Mwm

λ
;

3) òðåòüå ñëàãàåìîå:

∣∣∣
t∫

t0

Y1(t, τ)
1

α
A(τ, x(τ))h (1 + M1 + M2Mv) S4(τ)dτ

∣∣∣ 6

6 h

α
M2

2 (1 + M1 + M2Mv)
mα

λ
6 hM2

2 (1 + M1 + M2Mv)
m

λ
;

4) äëÿ îöåíêè ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ëåììû 5:

∣∣∣
t∫

t0

Y1(t, τ)
1

α
A(τ, x(τ)) (f1(ti, ξ(ti)) + f2(ti, ξ(ti))uh) hS2(τ)dτ

∣∣∣ 6

6 h

α
M2

2 (M1 + M2K5)
αm

λ
6 hM2

2 (M1 + M2K5)
m

λ
;

5) ïÿòîå ñëàãàåìîå:

∣∣∣
t∫

t0

Y1(t, τ)Lh (2 + M1 + M2Mv) S3(τ)dτ
∣∣∣ 6 hL (2 + M1 + M2Mv)

mα

λ
.
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Ðåçþìèðóÿ ýòè îöåíêè, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

|g(t)| 6 hD2, (23)

ãäå D2 = m + (2 + M1 + M2Mv)
mMw

λ
+ M2

2 (1 + M1 + M2Mv)
m

λ
+

+M2
2 (M1 + M2K5)

m

λ
+ L (2 + M1 + M2Mv)

mα

λ
.

Íåðàâåíñòâî (23) ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü îöåíêó (21) íîðìû ðàçíîñòè (17),
êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

|u0(t)− uh(t)| 6 M2

α
h (1 + (M1 + M2Mv)) + M2

h

α
(M1 + M2K5) +

+M2
h

α
D2 + M2h (1 + M1 + M2Mv)

(
h

α
+ K3 +

hD2

α

)
6 h

α
K6,

ãäå K6 = M2 (1 + (M1 + M2Mv)) + M2 (M1 + M2K5) + M2D2+

+M2 (1 + M1 + M2Mv) (h + αK3 + hD2) .

Ëåììà 7 [11] Ïóñòü ôóíêöèÿ q(·) îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé íà ïðî-
ìåæóòêå [t0, T ]. Òîãäà

T∫

t0

t∨

t−δ

q(·)dt 6 δ

T∨
t0

q(·).

Òåîðåìà 1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 3, 6, δ1 = λδ. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:

‖v∗(t)− uh(t)‖L1[t0,T ]
6 h

α
K6(T − t0) + K1

(
α

δ1

)k

(T − t0)+

+δ1
M2

λ

T∨
t0

(
fT

2 (·))+
v(·) (24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììàì 3, 6 îöåíêà íîðìû ðàçíîñòè v∗(t) è uh(t)
èìååò âèä:

|v∗(t)− uh(t)| 6 |v∗(t)− u0(t)|+ |u0(t)− uh(t)| 6 (25)

6 K1

( α

λδ

)k

+ M2

t∨

t−δ

(
fT

2 (·))+
v(·) +

h

α
K6.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 7, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (24).
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Çàìå÷àíèå 3 Îïòèìèçàöèÿ ïî ïîðÿäêó ïðàâîé ÷àñòè (24) ðåàëèçóåòñÿ ïðè
δ1 = α

k
k+1 , α = h

k+1
2k+1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê âåðõíåé îöåíêè òî÷íîñòè

D
(1)
h ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ k ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü

óãîäíî áëèçêèì ê 1/2, à ýòîò ïîðÿäîê, ñîãëàñíî [11], íå ìîæåò áûòü óëó÷-
øåí.

Ïðè ïîëó÷åíèè ïðèâåäåííîé âûøå âåðõíåé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè òî÷-
íîñòè äëÿ D

(1)
h ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü ñòðîãàÿ îòäåëèìîñòü îò íóëÿ

λ1(t) ïðè t ∈ [t0, T ], êîòîðàÿ ãàðàíòèðîâàëàñü ïîñòîÿíñòâîì R(A(t, x(t))).
Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ åãî ðàçìåðíîñòè â òî÷êå tc ∈ (t0, T ) íåïðåðûâíîñòü
f2(t, x(t)) ñ íåîáõîäèìîñòüþ âëå÷åò ðàâåíñòâî íóëþ õîòÿ áû îäíîãî îäíîñòî-
ðîííåãî ïðåäåëà äëÿ λ1(t) ïðè t → tc è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàííûé ìåòîä
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èçâåñòíàÿ àïðèîðè òî÷êà tc (åäèíñòâåííàÿ íà
[t0, T ]) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà f2(t, x(t)) òàêîé, ÷òî λ1(t) > λ > 0 ïðè
t ∈ [t0, T ]. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ D

(1)
h íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [t0, tc] è [tc, T ],

ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò ñ òåì æå àñèìïòîòè÷åñêèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè, ÷òî è
ðàíåå. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ
òî÷åê.

Â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ìîìåíòàõ èçìåíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îòñóòñòâóåò, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæ-
íûì. Â ýòîé ñèòóàöèè ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ D

(2)
h , ñóòü êîòîðîé êîðîòêî

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
� ïðè t ∈ [t0, t0 + δ) ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà D

(2)
h ñîâïàäàåò ñ ðåàëèçàöèåé

D
(1)
h ;

� â ñëó÷àå t > t0 + δ ïðèáëèæåíèå u
(2)
h íà [ti, ti+1) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòà-

òîì äåéñòâèÿ D
(1)
h íà ïðîìåæóòêå [ti+1− δ, ti+1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû

ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîìïàêò. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè íà÷àëüíîå
óñëîâèå ñèñòåìû�ìîäåëè áóäåò wh(ti+1 − δ) = ξ(ti+1 − δ).

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ñèñòåì�ìîäåëåé íà ïðîìåæóòêå
� [t0, t0 +δ) âîçðàñòàåò íà åäèíèöó íà êàæäîì øàãå ðàçáèåíèÿ è äîñòèãàåò

âåëè÷èíû
[

δ
∆

]
+ 1;

� [t0 + δ, T − δ) îñòàåòñÿ ðàâíûì äîñòèãíóòîìó ÷èñëó;
� [T − δ, T ] óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà T − δ, íà êàæäîì

øàãå.
Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2 Ïóñòü òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñìåíà ðàíãà ìàòðèöû
f2(·), ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè, à òàêæå êîíå÷íû èõ ÷èñëî è âàðèàöèÿ f2(·)
â êàæäîé èç íèõ. Íà êàæäîì ïðîìåæóòêå ðàçáèåíèÿ, çàäàâàåìîãî èìè íà
[t0, T ] âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê òî÷-
íîñòè D

(2)
h ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê 1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èìå-
åòñÿ îäíà òî÷êà ñìåíû ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâàR(A(·))(îáîçíà÷èì åå tc).
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖v∗(t)− uh(t)‖L1[t0,T ]
6 ‖v∗(t)− uh(t)‖L1[t0,tc−δ)

+ (26)
+‖v∗(t)− uh(t)‖L1[tc−δ,tc+δ)

+ ‖v∗(t)− uh(t)‖L1[tc+δ,T ]

Íåîáõîäèìûå îöåíêè ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóþò èç (25), ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2 è ëåìì 6, 7.

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî, â ñèëó èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû ïðîåêòèðîâà-
íèÿ íà êîìïàêò, èìååò ìåñòî:

‖v∗(t)− uh(t)‖L1[tc−δ,tc+δ)
=

∫ tc+δ

tc−δ

|v∗(t)− uh(t)|dt 6 4Mvδ.

Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ èç çàìå÷àíèÿ (3) ïðèâîäèò
ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó.
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Âåðâåéêî Í.Ä., Ñóìåö Ï.Ï.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà c ó÷åòîì
ðåëàêñàöèè ïðè ñâåðõçâóêîâîì òå÷åíèè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà äâèæåíèÿ ãàçà ñî ñâåðõçâóêîâûìè ñêîðîñòÿ-
ìè âîçíèêàþò ïîâåðõíîñòè ñëàáîãî è ñèëüíîãî ðàçðûâîâ, íà êîòîðûõ ïðîèñ-
õîäèò ñêà÷åê ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Åñëè ïîëàãàòü, ÷òî èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ
ñðåäû ïðîèñõîäèò íå ñêà÷êîì íà ïîâåðõíîñòè, à íåïðåðûâíî âíóòðè íåêîé
ïåðåõîäíîé çîíû, òî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îïèñàòü ýòîò ïåðåõîäíûé ïðî-
öåññ.

Ïðè äâèæåíèè ñ áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè îáû÷íî âÿçêîñòüþ ãàçà ïðåíåáðå-
ãàþò, à ñàì ãàç ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëèòðîïíûì ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ [2]

p

ργ
= const, (1)

ãäå γ = cp/cv - îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé ïðè ïîñòîÿííûõ äàâëåíèè
è îáúåìå. Ýòî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Òî åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ïðè äâèæåíèè ãàçà ïðîèñõîäÿùèå ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè, äàâëå-
íèÿ è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ãàçà ïðîòåêàþò íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî â êàæäûé
ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè ãàç íàõîäèòñÿ â íåêîì ðàâíîâåñíîì ñîñòî-
ÿíèè. Îäíàêî, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà â ìàñøòàáàõ âðåìåíè, ñðàâíèìûõ
ñ âðåìåíåì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà (âðåìÿ ðåëàêñàöèè) ïðèíöèï ëîêàëüíîãî
ðàâíîâåñèÿ ïåðåñòàåò äåéñòâîâàòü. Òàêîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ãà-
çà âíóòðè ïåðåõîäíîé çîíû, òîëùèíà êîòîðîé ñðàâíèìà ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà ìîëåêóë è òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå èíòåíñèâíîñòü âîëíû. Â ýòîì ñëó-
÷àå çà ðàññìàòðèâàåìîå âðåìÿ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ íå óñïåâàåò çàâåðøèòüñÿ,
è ñðåäà íàõîäèòñÿ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè.

Ïóñòü ñðåäà ñëàáî îòêëîíÿåòñÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ò.å. äåéñòâóåò
ëèíåéíàÿ òåîðèÿ). Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå ìàñøòàáû ñðàâíèìû ñ äëè-
íîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë, òî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè ìîëåêóëÿð-
íîé òåîðèè ãàçîâ.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ýëåìåíòà îáúåìà ãàçà ñ õàðàêòåðíûì ëèíåéíûì
ðàçìåðîì L×L× l, ãäå l - õàðàêòåðíàÿ äëèíà çîíû ðåëàêñàöèè, êîòîðàÿ ñðàâ-
íèìà ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë. Ïóñòü f(t, r, Γ) - ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà â èõ ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå t - âðåìÿ, r = (x, y, z)
- êîîðäèíàòû öåíòðà èíåðöèè ìîëåêóëû, à Γ - âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå,
îò êîòîðûõ çàâèñèò f . Âåëè÷èíû Γ ìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðè ñòîëêíîâåíèè ìî-
ëåêóë, â òî âðåìÿ êàê êîîðäèíàòû x, y, z ìåíÿþòñÿ â òå÷åíèå åå ñâîáîäíîãî
äâèæåíèÿ. Èíòåãðàë ∫

f (t, r, Γ) dΓ = N (t, r) (2)
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åñòü ïëîòíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ãàçà; ïðîèçâåäåíèå
ρ = mN åñòü ñîîòâåòñòâåííî ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü ãàçà, m - ìàññà ìîëåêóëû.

Ïðåäîñòàâëåííûé ñàìîìó ñåáå ãàç ñòðåìèòñÿ ïåðåéòè â ðàâíîâåñíîå ñî-
ñòîÿíèå, ÷òî ñîãëàñíî êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ, äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ
èçìåíåíèåì ýíòðîïèè. Êàê èçâåñòíî, ýíòðîïèÿ èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùåãî-
ñÿ â íåðàâíîâåñíîì ìàêðîñêîïè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ðàâíà [1]

s =

∫
f (1− ln f) dΓdV (3)

ãäå dV ìàëûé îáúåì, íî êîòîðûé ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî ìíîãî ìîëåêóë ãàçà,
÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü ôóíêöèþ N(r, t) ìàêðîñêîïè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì
èçìåíåíèå ýíòðîïèè, ñâÿçàííîå ñî ñòîëêíîâèòåëüíîé ÷àñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿ
ìîëåêóë. Äèôôåðåíöèðîâàíèå (3) ïî âðåìåíè äàåò

∂s

∂t
= −

∫
∂f

∂t
ln fdΓdV (4)

Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè f = f0 = const è ∂f/∂t = 0, à âûðàæåíèå (4) äàñò
ïîñòîÿíñòâî ýíòðîïèè èëè èçýíòðîïè÷åñêîå äâèæåíèå.

Ðàññìîòðèì ñëàáî íåîäíîðîäíûé ãàç, ó êîòîðîãî îòêëîíåíèÿ f îò ñâî-
åãî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ f0 ìàëû, òî åñòü f = f0(1 + δ), ãäå δ = l/L -
ìàëàÿ ïîïðàâêà. ×òîáû çàäàòü ∂f/∂t, íàäî çíàòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ áëàãîäàðÿ ñòîëêíîâåíèÿì ìîëåêóë, ïîêà íå óñòàíîâèëîñü
ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Îïðåäåëèòü ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå ïîäðîáíî-
ãî ðàññìîòðåíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ îòäåëüíûõ ìîëåêóë. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü
êà÷åñòâåííîé êàðòèíîé è ïîëîæèì, ÷òî

∂f

∂t
≈ −f − f0

τ
≈ −f0δ

τ
(5)

Íàïèñàâ â ÷èñëèòåëå f−f0 ìû òåì ñàìûì ó÷ëè, ÷òî ∂f/∂t îáðàùàåòñÿ â íîëü
äëÿ ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè. Çíàê ìèíóñ âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿ
ñòðåìÿòñÿ óìåíüøèòü îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîâåñíîé. Â
ýòîì ñìûñëå âåëè÷èíà τ èãðàåò ðîëü âðåìåíè ðåëàêñàöèè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â êàæäîì ýëåìåíòå îáúåìà ãàçà. Òîãäà, èç âûðàæåíèÿ (4) ïîëó-
÷àåì

∂s

∂t
= − ∫ ∂f

∂t
ln [f0 (1 + δ)] dΓdV =

− ∫
ln f0

∂f

∂t
dΓdV − ∫

ln (1 + δ)
∂f

∂t
dΓdV

(6)

Ïåðâûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íîëü òîæäåñòâåííî [1], à âî âòîðîì ïèøåì â
ââèäó ìàëîñòè δ, ln(1 + δ) ≈ δ. Ñ ó÷åòîì (5) ïîëó÷àåì

∂s

∂t
=

∫
δ2

τ
f0dΓdV (7)
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Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè [1]

∂s

∂t
=

cv

p

∂p

∂t
− cp

ρ

∂ρ

∂t
=

∂

∂t

(
ln

pcv

ρcp

)
(8)

Ïîëàãàÿ, ÷òî δ = const, èç (2), (7) è (8) ïîëó÷àåì
∂

∂t

(
ln

pcv

ρcp

)
=

δ2

τ

∫
f0dΓdV =

δ2

τ

∫
NdV =

δ2

τ

∫
ρdV

m
(9)

Èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì
p

ργ
= C0 exp

(
δ2

∫
ρdV dt

mτ

)
(10)

Çäåñü dV = dldLdL - ýëåìåíòàðíûé îáúåì, ñîîòâåòñòâóþùèé íàøåé çàäà÷å.
Ïîñêîëüêó δ2dV = dldldl = dv, òî dv åñòü ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ðåëàêñèðóåìîé çîíå. Îáîçíà÷èì n = t/τ - ÷èñëî òàêòîâ ðåëàêñà-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàøåé çàäà÷å. Òîãäà

∫
δ2ρdV dt

mτ
=

∫
ρdv
m

dn =

∫
ω (n) dn (11)

ãäå ω (n) =

∫

V

ρdv

m
=

∫

V

dM

m

åñòü îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî ìîëåêóë, ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå ðåëàêñàöèè. Åñ-
ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ðåëàêñèðóþùèõ ìîëåêóë ñ
êàæäûì òàêòîì ðåëàêñàöèè óáûâàåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ω(n) =
e−αn, ãäå α - ñêîðîñòü ïðîöåññà ðåëàêñàöèè, òî ïîëó÷èì

p

ργ
= C0 exp

(∫
e−αndn

)
(12)

Èíòåãðèðóÿ ïî n îò 0 äî ∞, ïîëó÷àåì
p

ργ
= C0 exp

(
1

α

)
(13)

Âûðàæåíèå (13) äàåò ñâÿçü äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè
ïðîòåêàþùåãî ïðîöåññà ðåëàêñàöèè. Åñëè ðåëàêñàöèÿ íàñòóïàåò ìãíîâåííî,
òî α = ∞ è èç (13) âûòåêàåò êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (1) äëÿ ëîêàëüíî
ðàâíîâåñíîãî ïðîöåññà. Ó÷åò ïðîöåññà ðåëàêñàöèè äàåò áîëüøóþ âåëè÷èíó
ñêîðîñòè çâóêà c ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèåì. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê c2 = ∂p/∂ρ, òî èç (13) è (1) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòè îòëè÷àþòñÿ íà
êîíñòàíòó exp(1/2α).
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ìàòëèò, 2003. - 496 ñ.

71



Âîðîíîâ À.Ì., Òðóáíèêîâà À.Þ.

Ìåòîä ÷åáûøåâñêîé àïïðîêñèìàöèè â çàäà÷å äâóõ òåë

Â äàííîé ðàáîòå ðàçðàáîòàí àïïðîêñèìàòèâíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íåâîçìóùåííîãî
êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè â ðàâíîìåðíîé ìåò-
ðèêå ôóíêöèé r−2, r−3, ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîì óðàâíåíèè.

Êàê èçâåñòíî [1], äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé r (t) íåâîçìóùåííîãî êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä

r̈ − rϕ̇2 − rλ̇2 cos2 ϕ = − µ

r2
, (1)

ãäå (r, λ, ϕ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû äâèæóùåéñÿ òî÷êè, µ � íåêîòîðàÿ
ïîñòîÿííàÿ. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ïëîùàäåé

d

dt

(
r2λ̇ cos2 ϕ

)
= 0, (2)

è çà ïëîñêîñòü âðàùåíèÿ ïðèíÿòü ïëîñêîñòü Oxy, òî ϕ = 0, ò.å. cos ϕ = 1 è
ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)-(2) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

{
r̈ − rλ̇2 = − µ

r2 ,

r2λ̇ = q,
(3)

ãäå q = const. Âûðàæàÿ λ̇ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) è ïîäñòàâëÿÿ â
ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

r̈ − r
( q

r2

)2

= − µ

r2
(4)

è, òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (4) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

r̈ =
q2

r3
− µ

r2
. (5)

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ [2] óðàâíåíèÿ (5) ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè
çàâèñèìîñòè t = t (r) è ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ýòîé çàâèñèìîñòè.
Ôóíêöèþ r = r (t) ïîëó÷àþò ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Êåïëåðà, âûðàæàþùåãî ñîîòíîøåíèå ìåæäó âðåìåíåì t è ýêñ-
öåíòðè÷åñêîé àíîìàëèåé E = E (t) [3]:

E (t) =
1800

π
e sin E (t) + 3600 · t− t0

T
, (6)

ãäå e � ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, Ò � ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî
îðáèòå.
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Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè r = r (t) ,
îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé r−2, r−3 â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå íà
îòðåçêå r ∈ [r1, r2] . Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ëåììà 1. Ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè â
ðàâíîìåðíîé (÷åáûøåâñêîé) ìåòðèêå äëÿ ôóíêöèè g (r) = r−2, îïðåäåëåííîé
íà îòðåçêå [r1, r2] (0 < r1 < r2) , ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

P1 (r) = −r1 + r2

(r1r2)
2 · r +

r2
1 + r1r2 + r2

2

2 (r1r2)
2 +

3

4
· 21/3 (r1 + r2)

2/3

(r1r2)
4/3

. (7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì, ïðèâåäåííûì â
ìîíîãðàôèè [4], äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé





d + a0 + a1r3 = r−2
3 ,

d + a0 + a1r4 = r−2
4 ,

d + a0 + a1r5 = r−2
5 , r1 ≤ r3 < r4 < r5 ≤ r2.

(8)

Ñ÷èòàÿ d, a0 è a1 íåèçâåñòíûìè, âûðàçèì d (à ýòî ïîñëå ìàêñèìèçàöèè ïî
ïåðåìåííûì r3, r4, r5 áóäåò âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî óêëîíåíèÿ, ò.å.

d = max
r∈[r1,r2]

∣∣∣∣
1

r2
− a0 − a1r

∣∣∣∣)

÷åðåç r3, r4, r5 :

d =
r5 − r4

2r2
3 (r5 − r3)

− 1

2r2
4

+
r4 − r3

2r2
5 (r5 − r3)

. (9)

Äàëåå íàéäåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂d

∂r3

= − r5 − r4

2 (r3r5)
2

(
1 +

2r5

r3

)
< 0. (10)

Íåðàâåíñòâî (10) îçíà÷àåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå d ïî ïåðåìåííîé r3

ïðè ôèêñèðîâàííûõ r4 è r5 äîñòèãàåòñÿ ïðè r3 = r1. Àíàëîãè÷íî, ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå d ïî ïåðåìåííîé r5 äîñòèãàåòñÿ ïðè r5 = r2.

Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9) r3 = r1, r5 = r2 è íàéäåì ïðîèç-
âîäíóþ ïî ïåðåìåííîé r4 :

∂d

∂r4

=
1

2 (r1r2r4)
2

[
2 (r1r2)

2

r4

− (r1 + r2) r2
4

]
. (11)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (11) ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî

r4 =

(
2 (r1r2)

2

r1 + r2

)1/3

. (12)
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Â ýòîé òî÷êå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (11) ìåíÿåò çíàê ñ ¾+¿ íà ¾�¿, ò.å.
âåëè÷èíà d äîñòèãàåò íà ìíîæåñòâå r1 ≤ r3 < r4 < r5 ≤ r2 ñâîåãî àáñîëþòíîãî
ìàêñèìóìà.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå r4 â âûðàæåíèå (9), ïîëó÷àåì

dmax =
r2 − r4

2r2
1 (r2 − r1)

+
r4 − r1

2r2
2 (r2 − r1)

− 1

2r2
4

=

=
r2

2r2
1 (r2 − r1)

− r1

2r2
2 (r2 − r1)

+ r4

[
1

2r2
2 (r2 − r1)

− 1

2r2
1 (r2 − r1)

]
− 1

2r2
4

=

=
1

2 (r2 − r1)
· (r2 − r1) (r2

1 + r1r2 + r2
2)

(r1r2)
2 +

21/3 (r1r2)
2/3

(r1 + r2)
1/3

· (r1 − r2) (r1 + r2)

2 (r1r2)
2 (r2 − r)

−

−1

2
· (r1 + r2)

2/3

22/3 (r1r2)
4/3

=
r2
1 + r1r2 + r2

2

2 (r1r2)
2 − 21/3 (r1 + r2)

2/3

2 (r1r2)
4/3

− 21/3 (r1 + r2)
2/3

4 (r1r2)
4/3

=

=
r2
1 + r1r2 + r2

2

2 (r1r2)
2 − 3

4
· 21/3 (r1 + r2)

2/3

(r1r2)
4/3

. (13)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå dmax â ñèñòåìó (8), ïîëó÷àåì

a1 =
1

r2 − r1

(
1

r2
2

− 1

r2
1

)
=

1

r2 − r1

· (r1 − r2) (r1 + r2)

(r1r2)
2 ; (14)

a0 =
1

r2
1

+
r1 (r1 + r2)

(r1r2)
2 − r2

1 + r1r2 + r2
2

2 (r1r2)
2 +

3

4
· 21/3 (r1 + r2)

2/3

(r1r2)
4/3

=

=
r2
1 + r1r2 + r2

2

(r1r2)
2 − r2

1 + r1r2 + r2
2

2 (r1r2)
2 +

3

4
· 21/3 (r1 + r2)

2/3

(r1r2)
4/3

=

=
r2
1 + r1r2 + r2

2

2 (r1r2)
2 +

3

4
· 21/3 (r1 + r2)

2/3

(r1r2)
4/3

. (15)

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ (13)-(15) ê áîëåå óäîáíîìó âèäó. Ïóñòü r1= a(1− e) ,

r2 = a (1 + e) ,ãäå e ∈ (0, 1) , òîãäà

dmax =
a2

[
(1− e)2 + 1− e2 + (1 + e)2]

2a4 (1− e2)2 − 3

4
· 21/3a2/322/3

a8/3 (1− e2)4/3
=

=
1

2a2
· 3 + e2

(1− e2)2 −
3

2
· 1

a2 (1− e2)4/3
=
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=
1

2a2
· 1

(1− e2)4/3

[
3 + e2

(1− e2)2/3
− 3

]
. (16)

Äàëåå
a1 = −a (1− e + 1 + e)

a4 (1− e2)2 = − 2

a3 (1− e2)2 ; (17)

a0 =
a2 (3 + e2)

2a4 (1− e2)2 +
3

2
· 1

a2 (1− e2)4/3
=

1

2a2 (1− e2)4/3

[
3 + e2

(1− e2)2/3
+ 3

]
. (18)

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðèìåð: åñëè â âûðàæåíèè (16) ïîëîæèòü

a = 149, 59787 · 106 êì, e = 0, 016709,

ò.å. âçÿòü â êà÷åñòâå a îäíó àñòðîíîìè÷åñêóþ åäèíèöó è â êà÷åñòâå e− ýêñ-
öåíòðèñèòåò ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû Çåìëè, òî

dmax = 1, 872392387 · 10−20

(
1

êì2

)
.

Ëåììà 2. Ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè â
ðàâíîìåðíîé (÷åáûøåâñêîé) ìåòðèêå äëÿ ôóíêöèè g (r) = r−3 íà îòðåçêå
[r1, r2] (0 < r1 < r2) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Q1 (r) = −r2
1 + r1r2 + r2

2

(r1r2)
3 · r +

(r1 + r2) (r2
1 + r2

2)

2 (r1r2)
3 +

+
2

3
· 31/4 (r2

1 + r1r2 + r2
2)

3/4

(r1r2)
9/4

, (19)

ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå óêëîíåíèå dmax èìååò âèä

dmax =
1

2
· (r1 + r2) (r2

1 + r2
2)

(r1r2)
3 − 2

3
· 31/4 (r2

1 + r1r2 + r2
2)

3/4

(r1r2)
9/4

. (20)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû
1.

Ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (19) ê áîëåå óäîáíîìó âèäó, ñ÷èòàÿ,
÷òî r1 = a (1− e) , r2 = a (1 + e) . Òîãäà

a1 = −r2
1 + r1r2 + r2

2

(r1r2)
3 = − 3 + e2

a4 (1− e2)3 ; (21)

a0 =
2a3

[
(1− e)2 + (1 + e)2]

2a6 (1− e2)3 +
2

3
· 31/4a3/2 (3 + e2)

3/4

a9/2 (1− e2)9/4
=

=
1

a3
· 2 (1 + e2)

(1− e2)3 +
2

3
· 31/4 (3 + e2)

3/4

a3 (1− e2)9/4
. (22)
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Àíàëîãè÷íî

dmax =
2

a3 (1− e2)9/4

[
1 + e2

(1− e2)3/4
− 31/4 (3 + e2)

3/4

3

]
. (23)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (5). Â ýòîì óðàâíåíèè q− óäâîåííàÿ ñåê-
òîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü, ò.å. q2 = pk2 (1 + m) = a (1− e2) k2 (1 + m) , ãäå p− îð-
áèòàëüíûé ïàðàìåòð [4], êîòîðûé ñâÿçàí [5] ñ ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòüþ c
ðàâåíñòâîì

p =
c2

k2 (1 + m)
, (24)

ãäå k2 = 2, 959122083 · 10−4 � êâàäðàò ãàóññîâîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿí-
íîé, m � ìàññà òåëà (ïëàíåòû èëè êîìåòû) â äîëÿõ ñîëíå÷íîé ìàññû, µ =
k2 (1 + m) .

Òîãäà óðàâíåíèå, àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå (5), ïðèìåò âèä

r̈ = −k2 (1 + m) (1 + e2)

a3 (1− e2)2 · r +
k2(1 + m)

a2
·

·
[

1 + 3e2

2 (1− e2)2 +
2

3
· 31/4 (3 + e2)

3/4

(1− e2)5/4
− 3

2 (1− e2)4/3

]
. (25)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (25) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

r̈ (t) + ω2r (t) = b, (26)

â êîòîðîì

ω2 =
k2 (1 + m) (1 + e2)

a3 (1− e2)2 , (27)

b =
k2 (1 + m)

a2

[
1 + 3e2

2 (1− e2)2 +
2

3
· 31/4 (3 + e2)

3/4

(1− e2)5/4
− 3

2 (1− e2)4/3

]
.

Îáùåå ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

r (t) = c1 cos ωt + c2 sin ωt +
b

ω2
, (28)

ãäå c1 è A2− ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè èëè êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè.

Äàëåå íàéäåì ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

c1 cos ωt0 + c2 sin ωt0 = r (t0)− b

ω2
, (29)

c1 cos ωt1 + c2 sin ωt1 = r (t1)− b

ω2
. (30)
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Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Êðàìåðà, ïîëó÷àåì

c1 =

[
r (t0)− b

ω2

]
sin ωt1

sin ω (t1 − t0)
−

[
r (t1)− b

ω2

]
sin ωt0

sin ω (t1 − t0)
; (31)

c2 =

[
r (t1)− b

ω2

]
cos ωt0

sin ω (t1 − t0)
−

[
r (t0)− b

ω2

]
cos ωt1

sin ω (t1 − t0)
. (32)

Òåïåðü èç ðàâåíñòâà (28) ïîëó÷èì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (29)-(30):

r (t) =

[
r (t0)− b

ω2

]
sin ωt1

sin ω (t1 − t0)
· cos ωt−

[
r (t1)− b

ω2

]
sin ωt0

sin ω (t1 − t0)
· cos ωt+

+

[
r (t1)− b

ω2

]
cos ωt0

sin ω (t1 − t0)
· sin ωt−

[
r (t0)− b

ω2

]
cos ωt1

sin ω (t1 − t0)
· sin ωt+

b

ω2
=

=

[
r (t0)− b

ω2

]
sin ωt1 cos ωt− cos ωt1 sin ωt

sin ω (t1 − t0)
+

+

[
r (t1)− b

ω2

]
cos ωt0 sin ωt− sin ωt0 cos ωt

sin ω (t1 − t0)
+

b

ω2
=

=

[
r (t0)− b

ω2

]
sin ω (t1 − t)

sin ω (t1 − t0)
+

[
r (t1)− b

ω2

]
sin ω (t− t0)

sin ω (t1 − t0)
+

b

ω2
. (33)

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà. Ïóñòü òåëî ìàññû m (âûðàæåííîé â äîëÿõ ñîëíå÷íîé ìàññû)

îáðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ a,
òîãäà çàâèñèìîñòü r (t) ðàññòîÿíèÿ òåëà äî Ñîëíöà, ïîëó÷åííàÿ ïî ðåçóëü-
òàòàì äâóõ íàáëþäåíèé r (t0)è r (t1)èìååò âèä:

r (t) =

[
r (t0)− b

ω2

]
sin ω (t1 − t)

sin ω (t1 − t0)
+

[
r (t1)− b

ω2

]
sin ω (t− t0)

sin ω (t1 − t0)
+

b

ω2
, (34)

ãäå

b

ω2
= a

[
1 + 3e2

2 (1 + e2)
+

2

3
· 31/4 (3 + e2)

3/4
(1− e2)

3/4

1 + e2
− 3 (1− e2)

2/3

2 (1 + e2)

]
, (35)

e � ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû,

ω2 =
k2 (1 + m) (1 + e2)

a3 (1− e2)2 ,

k2 = 2, 959122083 · 10−4 (1a.e.)3 ñóò.−2; t � âðåìÿ, âûðàæåííîå â ñóòêàõ.
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Ãîëîâ÷åíêî Å.Â.

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ëèíåéíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáîé òî÷êîé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè îáùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèí-
ãóëÿðíî âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

εh dz

dx
= xgA(x, ε)z (1)

ñ èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé x = ∞, ãäå h, g � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà, z(x, ε) � èñêîìûé n-ìåðíûé âåêòîð, à íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ x è
ìàëûé ïàðàìåòð ε îïðåäåëåíû â ñåêòîðàõ S = {|x| > a, α 6 arg x 6 β},
πε = {0 < |ε| < ε0, γ 6 arg ε 6 δ} ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (n×n)-
ìàòðèöà A(x, ε) äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

A(x, ε) ∼
∞∑
i=0

∞∑
j=0

x−iεjAij,

ïðè x →∞, ε → 0.
Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) çàâèñèò îò êðàòíîñòè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðåäåëüíîé ìàòèðèöû A00. Ïðîñòîé ñïåêòð èññëåäî-
âàí â ðàáîòå [1]. Â [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà A00 èìååò êðàòíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîìó îòâå÷àåò îäèí ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü èëè
íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé îäèíàêîâîé êðàòíîñòè, ãäå óñòàíîâëåíî,
÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà è îòíîøåíèÿ íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðà. Ýòè ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþòñÿ â ðàáîòå [3]
ñ ïðèìåíåíèåì äèàãðàìì Íüþòîíà, ãäå áîëåå ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé
îäíîìåðíîãî âåòâëåíèÿ, êîãäà êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñò-
âóåò ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü òàêîé æå êðàòíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû
[3] ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñëó÷àÿ ìíîãîìåðíîãî âåòâëåíèÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà A00 èìååò ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå λ0 êðàòíîñòè n, êîòîðîìó îòâå÷àåò r ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé êðàò-
íîñòè p (rp = n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕi, i = 1, r, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ìàòðèöû A00, à ÷åðåç ψi, i = 1, r,� ýëåìåíòû íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàò-
ðèöû (A00 − λ0E)∗, ñîïðÿæåííîé ìàòðèöå A00 − λ0E. Ïîñëåäíèå îïðåäåëèì
òàê [4], ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

(
Hp−1ϕi, ψj

)
= δij, i, j = 1, r, (2)

ãäå H � ïîëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå (A00−λ0E), δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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Ñëåäóÿ [4], ââåäåì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Q, îòîáðàæàþùèé n-ìåðíîå
óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî U , â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, íà ïîäïðîñò-
ðàíñòâî U0, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ ϕi, i = 1, r:

Qu =
r∑

i=1

(u, ψi)ϕi. (3)

Èñõîäÿ èç (2), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè u ∈ U0, òî

QH i−1u = 0, ïðè i < p, QHp−1u = u.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) áóäåì èñêàòü â âèäå

z(x, ε) = v(x, ε) exp

(
ε−h

∫ x

x0

xg (λ0 + λ(x, ε)dx)

)
, (4)

ãäå v(x, ε), λ(x, ε) � èñêîìûå n-ìåðíûé âåêòîð è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîäñòàâèâ (4) â ñèñòåìó (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(A00 − λ0E) v =

(
λ(x, ε) + εhxg d

dx
−

∑
i+j≥1

x−iεjAij

)
v.

Âåêòîð v(x, ε) áóäåò åãî ðåøåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Q

(
λ(x, ε) + εhxg d

dx
−

∑
i+j≥1

x−iεjAij

)
v = 0. (5)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ áóäåì èìåòü

v(x, ε) =

(
λ(x, ε)H + εhxgH

d

dx
−

∑
i+j≥1

x−iεjHAij

)
v(x, ε) + u(x, ε),

ãäå u(x, ε) � âåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà U0, îòêóäà
(

E − λ(x, ε)H − εhxgH
d

dx
+

∑
i+j≥1

x−iεjHAij

)
v(x, ε) = u(x, ε).

Ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ìîæíî ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðèòü, ïðåäñòàâèâ âåêòîð
v(x, ε) â âèäå ðàçëîæåíèÿ

v(x, ε) = u(x, ε) +
∞∑

k=1

(
λ(x, ε)H + εhxgH

d

dx
−

∑
i+j≥1

x−iεjHAij

)k

u(x, ε). (6)

Ïîäñòàâèâ (6) â (5) è ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå òàêèì æå îáðàçîì, êàê
â [3], ïîëó÷èì (

λp +
∞∑

k=0

∞∑
r+s=1

x−rεsQL̃krs

[
λk

]
)

u = 0, (7)
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ãäå

L̃0rs =
r+s∑
j=1

(−1)j

(
P̃ r,s

0j (H, HA) +

j−1∑
p=1

R̃
r−p(g+1),s−ph
p,j−p (H, HA)

)
+

+

min{[ r
g ],[

s
h ]}∑

m=1

r+s−m(h+g)∑
j=0

(−1)j
(
P̃ r−mg,s−mh

m−1,j (H, HA)+

j−1∑
p=1

R̃
r−p(g+1)−mg,s−(p+m)h
p+m−1,j−p (H,HA)

)
H

m−1∏
n=0

(−ngx−1 + D
)
, r + s ≥ 1;

L̃krs

[
λk

]
=

min{[ r
g ],[

s
h ]}∑

i=1

r+s−i(h+g)∑
j=0

(−1)jDi
[
λk

] (
P̃ r−ig,s−ih

k+i,j (H, HA)+

+

j−1∑
p=1

R̃
r−ig−p(g+1),s−(i+p)h
i+k+p,j−p (H, HA)

)
+

∞∑
m=1

min{[ r
g ],[

s
h ]}∑

i=m

r+s−i(h+g)∑
j=0

(−1)jαm,k+i−m×

×Di−m
[
λk

]
(

P̃ r−ig,s−ih
k+i−1,j (H, HA) +

j−1∑
p=1

R̃
r−p(g+1)−ig,s−(p+i)h
k+i+p−1,j−p (H, HA)

)
×

×H

m−1∏
n=0

(−ngx−1 + D
)
, r + s ≥ 1, k = 1, 2, .... (8)

Çäåñü HP̃ r,s
ij (H,HA) = P r,s

ij (H,HA), HR̃r,s
ij (H, HA) = Rr,s

ij (H, HA), à ñèì-
âîëîì P r,s

ij (H, HA) îáîçíà÷åíà ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé i ìíî-
æèòåëåé H è j ìíîæèòåëåé HArksk

, k = 1, j, òàêèõ, ÷òî r1 + r2 + ... + rj = r,
s1 + s2 + ... + sj = s; Rr,s

ij (H, HA) � ñóììà ïðîèçâåäåíèé i ìàòðèö H è HAikjk
,

k = 1, j, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë:

p = 1, R
r−(g+1),s−h
ij (H,HA) = HR

r−(g+1),s−h
i−1,j (H,HA)+

+(r − (g + 1))HP
r−(g+1),s−h
i−1,j (H,HA)+

+

r+s−(j−1)−(h+g+2)∑
r1+s1=1

HAr1s1R
r−r1−(g+1),s−s1−h
i,j−1 (H, HA);

1 < p < i, R
r−p(g+1),s−ph
ij (H, HA) = (r − g)HR

r−p(g+1),s−ph
i−1,j (H,HA)+

+

r+s−(j−1)−p(h+g+2)∑
r1+s1=1

HAr1s1R
r−r1−p(g+1),s−s1−ph
i,j−1 (H, HA);

p = i, R
r−i(g+1),s−ih
ij (H, HA) = (r − (g + 1))HR

r−i(g+1),s−ih
i−1,j (H,HA)+
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+

r+s−(j−1)−i(h+g+2)∑
r1+s1=1

HAr1s1R
r−r1−i(g+1),s−s1−ih
i,j−1 (H, HA).

Ñèìâîëîì Di
[
λk

]
îáîçíà÷åíà ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé i "ìíî-

æèòåëåé"Ds = (−sgx−1 + D), D = d
dx
, è k ìíîæèòåëåé λ, â êîòîðûõ ïîñëåä-

íèì ìíîæèòåëåì ÿâëÿåòñÿ λ, à èíäåêñ s â êàæäîì ñëàãàåìîì èçìåíÿåòñÿ îò
i− 1 äî 0. ×èñëà αm,k îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè: α1,k = 1,
αm,1 = m, αm,k = αm−1,k + αm,k−1.

Ñîãëàñíî (3) îïåðàòîðû QL̃krs îòîáðàæàþò ïðîñòðàíñòâî U íà ïîäïðîñò-
ðàíñòâî U0. Èõ ñóæåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî U0 îáîçíà÷èì L̂krs è ïðåäñòàâèì
â áàçèñå ϕi, i = 1, r, ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Åñëè êîîðäèíàòû èñêîìîãî âåê-
òîðà u îïðåäåëèòü â áàçèñå U0, òî óðàâíåíèå (7) â ïîäïðîñòðàíñòâå U0 áóäåò
èìåòü âèä (

λp +
∞∑

k=0

∞∑
r+s=1

x−rεsL̂krs

[
λk

]
)

u = 0.

Ñäåëàâ çàìåíó
λ(x, ε) = µλ̃(x, ε), µ = p

√
ε,

è ââåäÿ îòíîøåíèå 1
xε
, ÷òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé

ïàðàìåòðà, ïîëó÷èì
(

λ̃p + L̂001 +
∞∑

r+s=1

(
1

xε

)r

µsL̂
0,r,

s−(r−1)p
p

+

+
∞∑

r=0

∞∑
s=0

s∑

k=1

(
1

xε

)r

µsL̂
k,r,

s−(r−1)p+k
p

[
λ̃k

])
u = 0. (9)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì çàäà÷ó î âîçìóùåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñò-
âåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû R = −L̂001 = ‖(A01ϕj, ψi)‖r

1 â ïîäïðîñòðàíñòâå U0.
Ôóíêöèþ λ̃(x, ε) áóäåì èñêàòü â âèäå

λ̃ = λ00 + η, λ00 = p
√

η0, (10)

ãäå η0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû R.
Ïîäñòàâèâ (10) â (9), ïîëó÷èì

(R− η0Er) u = F

(
η,

1

xε
, µ

)
u, (11)

ãäå

F

(
η,

1

xε
, µ

)
=

p∑

k=1

ηkFk00+
∞∑

r+s=1

(
1

xε

)r

µsF0rs+
∞∑

r=0

∞∑
s=1

s∑

k=1

(
1

xε

)r

µsFkrs

[
ηk

]
;

(12)

Fk00 = Ck
p λp−k

00 , k = 1, p,
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F0rs = L̂
0,r,

s−(r−1)p
p

+
s∑

i=1

L̂
i,r,

s−(r−1)p−i
p

[
λi

00

]
, r + s ≥ 1, (13)

Fkrs

[
ηk

]
=

s∑

i=k

Ck
i L̂

k,r,
s−(r−1)p+k

p

[
ηkλi−k

00

]
, r ≥ 0, s ≥ 1, k = 1, s,

Er � óäèíè÷íàÿ ìàòðèöà r-ãî ïîðÿäêà.
Ïóñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå η0 ìàòðèöû R èìååò êðàòíîñòü r1 6 r è åìó

îòâå÷àåò îäèí ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü òîé æå êðàòíîñòè, ïðè÷åì η0 6= 0. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç g ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû R, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ η0, à ÷åðåç g̃ � åëåìåíò íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû
(R− η0Er)

∗, êîòîðûå îïðåäåëèì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ
(
Ĥ i−1g, g̃

)
= δi,r1 , i = 1, r1, (14)

ãäå Ĥ � ïîëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå(R− η0Er).
Âåêòîð u(x, ε) ∈ U0 áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
(

F

(
η,

1

xε
, µ

)
u, g̃

)
= 0. (15)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ u = ĤFu + cg, ãäå c � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Ïîëîæèâ c = 1, áóäåì èìåòü

(
Er − ĤF

)
u = g. Ýòî ðàâåíñòâî ôîðìàëüíî

óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè èñêîìûé âåêòîð u ïðåäñòàâèòü â âèäå

u = g +
∞∑

k=1

(
ĤF

)k

g. (16)

Ïîäñòàâèâ (16) â (15) è ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå ñ ó÷¼òîì ðàçëîæåíèÿ
(12) è ñîîòíîøåíèé (14), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è (11):

(
pλp−1

00

)r1
+

∞∑

k=r1+1

ηkVk00 +
∞∑

k=0

∞∑
r+s=1

(
1

xε

)r

µsVkrs

[
ηk

]
= 0, (17)

ãäå

Vkrs

[
ηk

]
=

k+r+s∑
i=1

(
P̃ krs

i (ĤF )
[
ηk

]
g, g̃

)
, k + r + s ≥ 1. (18)

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (17) ïðîñòðàíñòâåííûé àíàëîã äèàãðàìì Íüþòî-
íà, îïèñàííûé â [5], ìîæíî íàéòè âèä ðàçëîæåíèé äëÿ ôóíêöèé η(x, ε) è
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ u(x, ε) â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ Vkrs

[
ηk

]
. Â ýòîì ñìûñëå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû (8), (13), (18) ñîäåðæàò

ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå îáùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (1) â äàíîì ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

Â ÷àñòíîñòè èìååò ìåñòî òàêàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1 Åñëè ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà A00 èìååò n-êðàòíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λ0, êîòîðîìó îòâå÷àåò r ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé êðàòíîñòè p,
à (r × r)-ìàòðèöà R = ‖(A01ϕj, ψi)‖r

1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå η0 6= 0 êðàò-
íîñòè r1 6 r, êîòîðîìó îòâå÷àåò îäèí ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü òîé æå
êðàòíîñòè, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(‖(HA01 + A01H)ϕjψi‖r
1 g, g̃

) 6= 0,

òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) èìååò r1p ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé âèäà (4), ãäå ôóíêöèÿ λ(x, ε) è âåêòîð v(x, ε)
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè

λ(x, ε) = µ

(
λ00 +

∞∑
i=0

∞∑
j=0

(
1

xεµ

)i

µ
j+1
r1 λi,j+1

)
, (19)

v(x, ε) = g +
∞∑
i=0

∞∑
j=0

(
1

xεµ

)i

µ
j+1
r1 vi,j+1, (20)

â êîòîðûõ µ = p
√

ε, λ00 = p
√

η0, λ01 = r1

√
(‖(HA01+A01H)ϕj ,ψi‖r

1g,eg)
pλp−2

00

, g � ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð ìàòðèöû R, ñîîòâåòñòâóþùèé åå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ η0,
à g̃ � åëåìåíò íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû (R− η0Er)

∗.

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (19), (20) ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòîäîì íåîïðå-
äåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (19), (20) â ñèñòåìó (1) è
ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ µ è 1

xεµ
. Ýòè êîýôôè	öèåí-

òû ìîæíî îïðåäåëèòü è èíûì ñïîñîáîì, êàê ýòî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [3],
âîñïîëüçîâàâøèñü íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèåì ðàçâåòâëåíèÿ (17) è ñîîòíî-
øåíèÿìè (16), (6).

Åñëè ìàòðèöà R èìååò k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ηi 6= 0, êðàòíîñòè ri, (i =
1, k, r1+r2+...+rk = r), è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû,
òî âñåãî ìîæíî ïîñòðîèòü rp = n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1),
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü åå îáùåå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà êðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå η0 ìàòðèöû R ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) òàêæå èùóòñÿ
â âèäå (4). Òîãäà çàäà÷à î âîçìóùåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû R â ïîäïðîñòðàíñòâå U0 çàïèøåòñÿ â âèäå

Ru = F

(
λ̃,

1

xε
, µ

)
u,

ãäå

F

(
λ̃,

1

xε
, µ

)
= λ̃pFp00 +

∞∑
r+s=1

(
1

xε

)r

µsF0rs +
∞∑

k=1

∞∑

r+s=k

(
1

xε

)r

µsFkrs

[
λ̃k

]
;

Fp00 = Er; F0rs = L̂
0,r,

s−(r−1)p
p

, r + s ≥ 1;
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Fkrs

[
λ̃k

]
= L̂

k,r,
s−k−(r−1)p

p

[
λ̃k

]
, k ≥ 1, r + s ≥ k,

à óñëîâèå (Fu, g̃) = 0 ìîæíî ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðèòü, ïîëîæèâ

u = g +
∞∑

k=1

(
Ĥ0F

)k

g.

Óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä

λ̃r1p +
∞∑

k=0

∞∑
r+s=1

(
1

xε

)r

µsVkrs

[
λ̃k

]
= 0,

ãäå

Vkrs

[
λ̃k

]
=

k+r+s∑
i=1

(
P k,r,s

i (Ĥ0F )
)

, k ≥ 0, r + s ≥ 1.

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïðîñòðàíñòâåííûõ äèàãðàìì Íüþòîíà, ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà A00 èìååò n-êðàòíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λ0, êîòîðîìó îòâå÷àåò r ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé êðàòíîñòè p,
à (r × r)-ìàòðèöà R � íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè r1 6 r,
êîòîðîìó îòâå÷àåò îäèí ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü òîé æå êðàòíîñòè, è
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

V101 =
(‖− ((HA01 + A01H)ϕj, ψi)‖r

1 g, g̃
) 6= 0,

V00p =
(‖((A01HA01 − A02)ϕj, ψi)‖r

1 g, g̃
) 6= 0.

Òîãäà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) èìååò r1p ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé âèäà (4), ãäå ôóíêöèÿ λ(x, ε) è âåêòîð v(x, ε)
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè

λ(ν)(x, ε) = λ
(ν)
00 µ

r1p
r1p−1 +

∞∑
i+j=1

(
1

xε2

)i

µ
j+r1p
r1p−1 λ

(ν)
ij , ν = 1, r1p− 1,

λ(r1p)(x, ε) = λ00µ
p +

∞∑
i+j=1

(
1

xε2

)i

µj+pλij,

v(ν)(x, ε) = g +
∞∑

i+j=1

(
1

xε2

)i

µ
j

r1p−1 v
(ν)
ij , ν = 1, r1p− 1,

v(r1p)(x, ε) = g +
∞∑

i+j=1

(
1

xε2

)i

µjvij,

ãäå λ
(ν)
00 , ν = 1, r1p− 1, è λ00 � íåíóëåâûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé

λr1p
00 + λ00V101 = 0 è λ00V101 + V00p = 0 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñòðîÿùèåñÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ èìåþò àñèìïòî-
òè÷åñêèé õàðàêòåð ïðè ε → 0, x →∞. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû [4], ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî êîãäà Reλ0 < 0 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî èìååò ìåñòî àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ îöåíêà

‖z(x, ε)− zm1m2(x, ε)‖ 6 c

(
O

[(
1

xεµ

)m1−g

µ
1−r1g

r1
−p(h+g+1)

]
+

+O

[
µ

m2+1−r1g
r1

−p(h+g+1)

(
1

xεµ

)−(g+1)
])

ãäå z(x, ε) � òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), à zm1,m2(x, ε) � (m1,m2)-ïðèáëè-
æåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç (4), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìàëüíûå ðàçëîæå-
íèÿ (19), (20) îãðàíè÷èòü ñëàãàåìûìè ñ ïîêàçàòåëÿìè i 6 m1, j 6 m2, c �
íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ε. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà èìååò
ìåñòî è äëÿ ðåøåíèé, ñòðîÿùèõñÿ òî òåîðåìå 2.
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Ãîëóáíè÷èé Ê.Â.

Îá îäíîé çàäà÷å óïðàâëÿåìîñòè äëÿ
ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü â H2(D)×L2(G× V ) îá-
ðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì äëÿ íåëèíåéíîãî ìîäèôèöè-
ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ñëó÷àå, êîãäà F (x, v, t) = f(x, v) g(x, v, t) è
óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ f(x, v). Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ëîêàëüíàÿ îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì äëÿ íåëèíåé-
íîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Ýòè çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè, â êîòîðûõ óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,
ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè, èëè â êàêèõ-íèáóäü äðóãèõ êîýôôèöèåíòàõ, çà-
âèñÿùèé òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå ôèíàëüíîãî ïå-
ðåîïðåäåëåíèÿ è çàâèñÿùèé òîëüêî îò âðåìåíè â ñëó÷àå èíòåãðàëüíîãî ïåðå-
îïðåäåëåíèÿ. Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è îáîçíà÷å-
íèÿ:

Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ Rn ñòðîãî âûïóêëà, à îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî V ñîäåðæèòñÿ â øàðîâîì ñëîå {v ∈ Rn : 0 < v0 6 |v| 6 v1 < ∞}.

L∞
(
D,L2(V )

)
� ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíê-

öèé íà D ñî çíà÷åíèÿìè â L2(V ), ãäå D = G× V × (0, T ).
Ïðîñòðàíñòâî H2(D) = {u ∈ L2(D) : ut, (v,∇)u ∈ L2(D), u|Γ− ∈ L2(Γ−)}

ôóíêöèé u, ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå âìåñòå ñî ñâîèìè îáîáùåííûìè ïðî-
èçâîäíûìè ut, (v,∇)u íà D è ñëåäîì u|Γ− èç L2(Γ−) ãäå Γ− = γ− × [0, T ] è
γ− = {(x, v) ∈ ∂G × V : (v, nx) < 0}, à nx � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂G
îáëàñòè G â òî÷êå x. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì îòíîñèòåëüíî
íîðìû

‖u‖H2(D) = [‖u‖2
2.D + ‖ut‖2

2.D + ‖(v,∇)u‖2
2.D + ‖u|Γ−‖2

2.Γ− ]1/2,
W t

2(D) ={
F (x, v, t) ∈ L2(D) :

∂F

∂t
∈ L2(D)

}
ñ íîðìîé ‖F‖W t

2(D) =

[
‖F‖2

L2(D) + ‖∂F

∂t
‖2

L2(D)

]1/2

,

h2(G×V ) = {ϕ ∈ L2(G×V ) : (v,∇)ϕ ∈ L2(G×V ), ϕ|γ− ∈ L2(γ−)} ñ íîðìîé
‖ϕ‖h2 = [‖ϕ‖2

L2(G×V )+‖(v,∇)ϕ‖2
L2(G×V )+‖ϕ|γ−‖2

L2(γ−)]
1/2, CX→Y � íàèìåíü-

øàÿ êîíñòàíòà âëîæåíèÿ X â Y , ò.å. ‖·‖Y 6 CX→Y ‖·‖X .
L(X, Y ) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y .

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à

ut(x, v, t) + (v,∇x)u(x, v, t) +
∑

(x, v, t)u(x, v, t) + S[u](x, v, t) =∫
V

J(x, v′, t, v)u(x, v′, t)dv′ + F (x, v, t), ãäå (x, v, t) ∈ D (1)

87



ãäå íåëèíåéíàÿ ÷àñòü

[S(u)](x, v, t) =

T∫

0

∫

G×V

Q(x, v, x′, v′, t) α
(
u(x′, v′, t′)

)
dx′ dv′ dt′ , (2)

ñ óñëîâèÿìè
u(x, v, t) = 0, (x, v, t) ∈ γ− × [0, T ], (3)

u(x, v, 0) = 0, (x, v) ∈ Ḡ× V (4)
u(x, v, T ) = ψ(x, v), (x, v) ∈ Ḡ× V (5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû â äàëüíåéøåì èçáåæàòü íàãðîìîæäåíèé, áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü âìåñòî îêðåñòíîñòè òî÷êè u0 îêðåñòíîñòü íóëÿ. À èìåííî, âû÷èòàÿ
èç óðàâíåíèÿ

u t(x, v, t) + (v, O)u(x, v, t) + Σ(x, v, t) u0(x, v, t) =

=

∫

V

J (x, v, t, v′) u(x, v′, t) dv′ + F (x, v, t),

óðàâíåíèå

ũ t(x, v, t) + (v, O)ũ(x, v, t) + Σ(x, v, t) u0(x, v, t) =

=

∫

V

J (x, v, t, v′) ũ(x, v′, t) dv′ + F̃ (x, v, t),

ïîëó÷èì

û t(x, v, t) + (v, O)û(x, v, t) =

=

∫

V

J (x, v, t, v′) û(x, v′, t) dv′ + F̂ (x, v, t).

Ïóñòü ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïðåäñòàâèìà â âèäå

F (x, v, t) = f(x, v) g(x, v, t), (6)

ãäå u è f � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, à g, ψ � àïðèîðè çàäàííûå ôóíêöèè,
êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó óïðàâëÿåìîñòè, à èìåííî, ïå-
ðåâåñòè ñèñòåìó èç u(x, v, 0) = 0 â óñëîâèå ôèíàëüíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ
u(x, v, T ) = ψ(x, v) ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ f(x, v). Â íàøåé ðàáîòå äîêàçà-
íî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u, f) äàííîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè
òî÷êè u0 â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå (âñå îáîçíà÷åíèÿ
è óñëîâèÿ áóäóò ââåäåíû íèæå) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî íîðìå ψ(x, v).

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ∇ = ∇x.
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Â íàøåì ñëó÷àå [2] ïðîöåññ ìàññîïåðåíîñà îïèñûâàåòñÿ ìíîãîñêîðîñòíûì
àíèçîòðîïíûì êèíåòè÷åñêèì ìîäèôèöèðîâàííîì óðàâíåíèåì ïåðåíîñà:

ut(x, v, t) + (v,∇) u(x, v, t) +
∑

(x, v, t) u0(x, v, t) =

=

∫

V

J(x, v, t, v′) u(x, v′, t) dv′ + F (x, v, t),

(x, v, t) ∈ G× V × (0, T ),

(7)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ u(x, v, t) õàðàêòåðèçóåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå G × V â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ (0, T ), à ôóíêöèè∑

(x, v, t), J(x, v, t, v′) è F (x, v, t) � ñðåäó, â êîòîðîé ýòîò ïðîöåññ ïðîòåêà-
åò, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ, èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ
è ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ u0 çäåñü ôèêñèðîâàíà. Ê
òàêîìó æå óðàâíåíèþ ïðèâîäÿò çàäà÷è èçëó÷åíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, à òàê-
æå ðàñïðîñòðàíåíèÿ γ-èçëó÷åíèÿ. Êàê äîêàçàíî â ðàáîòå [4], åñëè çàäàíû
âñå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû Σ, J, F , à òàêæå �âõîäÿùèé ïîòîê�, ò.å.

u(x, v, t) = µ(x, v, t), (x, v, t) ∈ γ− × [0, T ], (8)

è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà, ò. å.

u(x, v, 0) = ϕ(x, v), (x, v) ∈ Ḡ× V, (9)

òî ñîñòîÿíèå ïðîöåññà u(x, v, t) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t, è òàì æå âûâåäåíà îöåíêà êîððåêòíîñòè

‖u‖H2(D) 6 C
([‖F‖2

2.D + ‖Ft‖2
2.D

]1/2
+

+
[
‖ϕ‖2

2.G×V + ‖(v,∇)ϕ‖2
2.G×V + ‖ ϕ|γ− ‖2

2.γ−

]1/2

+

+
[‖µ‖2

2.Γ− + ‖µt‖2
2.Γ−

]1/2
)

.

(10)

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâ-
íåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ. Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà
äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, ò.å. íå ìåíÿþùèìèñÿ âî
âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F (x, v, t) = f(x, v) g(x, v, t) + h(x, v, t), (11)

ãäå f � èñêîìàÿ, à g, h � àïðèîðè çàäàííûå ôóíêöèè. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ìîæíî ëè íàéòè òàêóþ
ôóíêöèþ f(x, v) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôóíêöèþ u(x, v, t), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì (1)�(3) òàê, ÷òîáû â ìîìåíò âðåìåíè t = T ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
áûëà ðàâíà ψ(x, v). Â òàêîé ïîñòàíîâêå ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé óïðàâ-
ëåíèÿ ïðîöåññîì íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè èñòî÷íèêà
F. Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì êëàññà H2(D) × L2(G × V ) îáðàòíîé çàäà÷è
(1) áóäåì ïîíèìàòü ïàðó ôóíêöèé (u, f): u ∈ H2(D) è f ∈ L2(G×V ), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ïî÷òè âñþäó óñëîâèÿì (1)�(4).
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Òåîðåìà 1 (Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî
ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â H2(D)× L2(G× V )).

Ïóñòü
∑

,
∑

t ∈ L∞(D); J, Jt ∈ L∞
(
D, L2(V )

)
; u0 ∈ H2(D), u0t ∈ L2(D),

g, gt ∈ L∞
(
G × V, L2(0, T )

)
, |g(x, v, T )| ≥ g0 > 0; h, ht ∈ L2(D); µ, µt ∈

L2(Γ−); ϕ, (v,∇)ϕ, ψ, (v,∇)ψ ∈ L2(G × V ), ϕ|γ− , ψ|γ− ∈ L2(γ−); v−1
0 diamG <

a, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ϕ(x, v) = µ(x, v, 0) è ψ(x, v) =
µ(x, v, T ) ïðè ïî÷òè âñåõ (x, v) ∈ γ−. Òîãäà èññëåäóåìàÿ çàäà÷à óïðàâëå-
íèÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {u, f} ∈ H2(D)×L2(G×V ). Êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü âûøå, äëÿ îáëåã÷åíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âìåñòî îêðåñò-
íîñòè òî÷êè u0 îêðåñòíîñòü íóëÿ. Ìåòîäèêà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïî
ñóòè íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà Âîëêîâà Í.Ï. [2].

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð

ˆ̃A : L2(G× V ) −→ h2(G× V ),

f 7→ ψ,

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé è áèåêòèâíûé (ò.ê. ðåøåíèå åäèíñòâåííî), òî ïî òåî-
ðåìå Áàíàõà ˆ̃A � èçîìîðôèçì, ò.å.

ˆ̃A−1 : h2(G× V ) −→ L2(G× V ),

íåïðåðûâåí è, òàêèì îáðàçîì, ∀ψ ∃ ! ðåøåíèå f ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà-
÷è, ïðè÷åì

‖f‖L2(G×V ) 6 C̄‖ψ‖h2(G×V ), (12)
ïðè íåêîòîðîì C̄ > 0 (C̄ çàâèñèò îò

∑
, J, g, h, µ,G, V , à òàêæå îò íîðì äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ââåäåííûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû).

Ïóñòü µ(x, v, t) = 0, (x, v, t) ∈ γ− × [0, T ]; Ïóñòü µ(x, v, t) = 0, (x, v, t) ∈
γ− × [0, T ]; ϕ(x, v) = 0, (x, v) ∈ Ḡ× V ; h(x, v, t) ≡ 0 íà D.

Ïîëîæèì Lu = ut+(v,∇) u−∫
V

Ju dv′ = −∑
u0+F, H = {u ∈ H2(D)|∃F ∈

W t
2(D): u � ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(9)} ñ íîðìîé ‖u‖H = ‖Lu‖W t

2(D). Òîãäà L :
H → W t

2(D) � èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì H íà W t
2(D) [4] (10), H � ïîëíî

è íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â H2(D). Îòòóäà æå ñëåäóåò, ÷òî ∃Ĉ > 0, ∀ t1 ∈
]0, T ] , ∀ u ∈ H : ‖u|t=t1‖L2(G×V ) 6 Ĉ‖u‖H . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî òåîðåìå î
ñëåäàõ äëÿ H2(D) îïåðàòîð

Λu : H −→ L2(G× V ),

u 7→ ut|t=t1 ,
(13)

íåïðåðûâåí â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ H â H2(D). Ïîëîæèì χ(x, v) =
f(x, v) g(x, v, T ).
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Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäóò ïðèíÿòû ïðåäûäóùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü α :
R→ R äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà R, ïðè÷åì




|α(u)| 6 C1|u| ,
|α′(u)| 6 C1 , α′(0) = 0 ,
|α′′(u)| 6 C2 .

(14)

Äàëåå, Q(x, v, x′, v′, t) íåïðåðûâíà íà Ḡ× V̄ × Ḡ× V̄ × [0, T ].
Ââåäåì îïåðàòîð S: H2(D) → W t

2(D),

[S(u)](x, v, t) =
T∫
0

∫
G×V

Q(x, v, x′, v′, t) α
(
u(x′, v′, t′)

)
dx′dv′dt′.

Òåîðåìà 2 ((Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåé-
íîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â H2(D)× L2(G× V )).)

Ïóñòü
∑

,
∑

t ∈ L∞(D), |∑(x, v, T )| ≥ ∑
0 > 0, (x, v) ∈ G ×

V ;J, Jt ∈ L∞
(
D, L2(V )

)
; u0 ∈ H2(D) u0t ∈ L2(D), g, gt ∈ L∞

(
G× V, L2(0, T )

)
,

|g(x, v, T )| ≥ g0 > 0; ψ, (v,∇)ψ ∈ L2(G × V ), ψ|γ− ∈ L2(γ−); v−1
0 diamG < a è

âûïîëíåíî óñëîâèå ψ(x, v) = 0 ïðè (x, v) ∈ γ−. Òîãäà çàäà÷à

ut(x, v, t) + (v,∇)u(x, v, t) +
∑

(x, v, t)u0(x, v, t) + [S(u)](x, v, t) =

=

∫

V

J(x, v, t, v′)u(x, v′, t) dv′ + F (x, v, t), (x, v, t) ∈ D ,
(15)

u(x, v, t) = 0, (x, v, t) ∈ γ− × [0, T ], (16)

u(x, v, 0) = 0, (x, v) ∈ Ḡ× V, (17)

u(x, v, T ) = ψ(x, v), (x, v) ∈ Ḡ× V, (18)

F (x, v, t) = f(x, v) g(x, v, t), (19)
ãäå f � èñêîìàÿ, à g � àïðèîðè çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå (u, f) â îêðåñòíîñòè íóëÿ â H2(D)×L2(G× V ) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ïî íîðìå ψ ∈ L2(G× V ).

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âûïîëíèìî-
ñòè óñëîâèÿ òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè, ïðè ýòîì ãëàâíûìè ìîìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ ïðîâåðêà ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðà-
æåíèé è âûáîð ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé (15)�(18).
Íàïîìíèì òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3 ((Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåé-
íîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â H2(D)× L2(G× V )).)

Òåîðåìà 4 Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, U � îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî â X, à îòîáðàæåíèå f : U → Y ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî íà U è

91



f ′(x0) : X → Y � èçîìîðôèçì X íà Y äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ U . Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ′ òî÷êè x0, ÷òî f îñóùåñòâëÿåò ãîìåîìîðôèçì
U ′ íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî f(U ′), f ′(x) � èçîìîðôèçì X íà Y ïðè x ∈ U ′,
f−1 : f(U ′) → X ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî íà f(U ′) è (f−1)′

(
f(x)

)
= [f ′(x)]−1

ïðè x ∈ U ′ (ò.å. f � äèôôåîìîðôèçì U ′ íà f(U ′) êëàññà C1).

Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè 3 ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå îêðåñò-
íîñòè U1 â H è V1 â W t

2(D) òî÷åê u0 è ξ(u0) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî îïåðà-
òîð ξ : u 7→ Lu + S(u) îñóùåñòâëÿåò äèôôåîìîðôèçì U1 íà V1 êëàññà
C1. Ïðè ýòîì îïåðàòîð η = ξ−1 : V1 → U1 ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåì íà V1

êàê îòîáðàæåíèå â H è, ñëåäîâàòåëüíî, â H2(D) è η′(F ) =
[
ξ′

(
η(F )

)]−1

ïðè F ∈ V1. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
χ(x, v) 7→ χ(x, v)g(x, v, t)/g(x, v, T ) èç L2(G× V ) â W t

2(D) ñëåäóåò, ÷òî îïåðà-
òîð P : L2(G × V ) → H2(D), χ(x, v) 7→ P (χ) = η (χ(x, v)g(x, v, t)/g(x, v, T ))
ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â îêðåñòíîñòè V2 ⊂ L2(G×V ) òî÷êè P (u0)
, à òîãäà îïåðàòîðû

O1 : V2 → L2(G× V ),

χ 7→ (
P (χ)

)
t

∣∣∣
t=T

, (20)

O2 : V2 → L2(G× V ),

χ 7→ (v,∇)
(
P (χ)

)∣∣∣
t=T

, (21)

O3 : V2 → L2(G× V ),

χ 7→
∫

V

JP (χ) dv′
∣∣∣
t=T

, (22)

O4 : V2 → L2(G× V ),

χ 7→ S
(
P (χ)

)∣∣∣
t=T

, (23)

òàêæå ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû íà V2. Äàëåå áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåëèíåé-
íîé çàäà÷è (15)�(18) â âèäå u = P (χ), ãäå u � ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è
(15)�(18) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ F (x, v, t) = χ(x, v)g(x, v, t)/g(x, v, T ). Ââåäåì îïå-
ðàòîð

M(χ) =

{
χ− (

P (χ)
)

t

∣∣∣
t=T

− (v,∇)
(
P (χ)

)∣∣∣
t=T

− S
(
P (χ)

)∣∣∣
t=T

+

+

(∫

V

JP (χ) dv′
)∣∣∣

t=T

}
×

(
1∑

(x, v, T )

)
, (24)
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M ′(u0)χ =

{
χ− (

P ′(u0)χ
)

t

∣∣∣
t=T

− (v,∇)
(
P ′(u0)χ

)∣∣∣
t=T

+

+

(∫

V

J
(
P ′(u0)χ

)
dv′

)∣∣∣
t=T

}
×

(
1∑

(x, v, T )

)
, (25)

ãäå P ′(u0)χ = η′(u0) (χ(x, v)g(x, v, t)/g(x, v, T )), ò.å. ðåøåíèå ïðÿìîé ëèíåé-
íîé çàäà÷è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ F (x, v, t) = χ(x, v)g(x, v, t)/g(x, v, T ) (ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, êàê ïîêàçàíî â [4], è îïåðàòîð η′(u0) íåïðåðûâåí, ò.ê. èìååò ìå-
ñòî îöåíêà êîððåêòíîñòè (10)). Ïîäñòàâèâ â (15) u|t=T èç (4) è F (x, v, t) =
χ(x, v)g(x, v, t)/g(x, v, T ), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

M(χ) = ψ(x, v), (26)

ê êîòîðîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè M ′(u0), à òàêæå ñóùåñòâîâàíèÿ è îãðàíè-
÷åííîñòè [M ′(u0)]

−1 (ñëåäóåò èç êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé îáðàò-
íîé çàäà÷è � îöåíêà (12)), ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 3 . Ñîãëàñíî òåîðåìå 3
ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå îêðåñòíîñòè U∗ â L2(G × V ) è V∗ â L2(G × V )
òî÷åê u0 è M(u0) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî M : χ → ψ îñóùåñòâëÿåò äèôôåîìîð-
ôèçì U∗ íà V∗ êëàññà C1. Ïîýòîìó ∀ψ ∈ V∗ ∃! χ ∈ U∗ : M(χ) = ψ. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-
ñòè â H2(D)× L2(G× V ) îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì ïåðåîïðåäå-
ëåíèåì äëÿ íåëèíåéíîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
â ñëó÷àå, êîãäà F (x, v, t) = f(x, v) g(x, v, t) è óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ
f(x, v).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îòðàæåíû â âèäå êðàòêèõ ñîîáùåíèé â [30] è [31].
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Ãîíäàðåâ Â.È.

Î òî÷íûõ îöåíêàõ èçìåíåíèÿ ïîòîêà òåïëîìàññîïåðåíîñà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ìàññîïåðåíîñà â íåïî-
äâèæíîé ñðåäå

∂u(x, t)

∂t
= a2∂2u(x, t)

∂x2
, x > 0, t > 0 (1)

u(0, t) = g(t), g(0) = 0 (2)
u(x, 0) = 0 (3)

g(t) - ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ íà [0,∞) ôóíêöèÿ.
Êàê èçâåñòíî (ñì. [2] ñ. 26) ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(x, t) =
ax

2
√

π

∫ t

0

exp[−a2x2

4ξ
]ξ−

3
2 g(t− ξ)dξ (4)

Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ òåîðèè òåïëîìàññîïåðåíîñà ÿâëÿåòñÿ âûÿñ-
íåíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ (4) è åå ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Èññëå-
äîâàíèå ýòîãî âîïðîñà è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ çàìåòêà, ãäå ïîëó÷åíû òî÷-
íûå îöåíêè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ
ôóíêöèè g(t).

�1 Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü Hn(s) - ñòàíäàðòèçèðîâàííûé (òî åñòü ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì
ðàâíûì åäèíèöå) îðòîãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà - Ýðìèòà, s ≥ 0,g(s)
- âåêòîð ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, ïðè÷åì åå ïåðâàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà

||g′(t + h)− g′(t)|| 6 M(t) · hα, α ∈ (0, 1) (1.1)

M(t) - êîíñòàíòà íå çàâèñÿùàÿ îò h
Â ýòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïðè x → +0 è x → +∞, t → ∞,

t → 0 èíòåãðàëà

In+1(t, x) =

∫ t

0

exp(−a2x2

4ξ
)ξαHn+1(

ax

2
√

ξ
)g(t− ξ)dξ (1.2)

a > 0
Ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå íàì ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà - Ýðìèòà

Hn(s) ìîæíî íàéòè â [3],[4]
Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Hn(s) = (−1)nes2

(e−s2

)(n) (1.3)

96



Èìååò ìåñòî ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Hn+1(s) = 2sHn(s)− 2nHn−1(s) (1.4)

H0 = 1, H1(s) = 2s ñì. ([1] ñ.72) è, êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

H ′
n(s) = 2nHn−1(s) (1.5)

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ Hn+1(s) è Hn(s) âçàèìíî ðàçäåëÿþòñÿ ò.å., åñëè s
(n+1)
m è

s
(n)
k - êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ Hn+1(s) è Hn(s) - ñîîòâåñòâåííî , òî âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

s
(n+1)
1 < s

(n)
1 < s

(n+1)
2 < s

(n)
2 < ... < s(n)

n < s
(n+1)
n+1 (1.6)

I. Ïðè îöåíêå èíòåãðàëà In+1 ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé x → +∞
Çàìåíà s = ax

2
√

ξ
ïðèâîäèò èíòåãðàë ê âèäó

In+1(x, t) =
(ax)2(1+α)

21+2α

∫ ∞

ax
2
√

t

e−s2

Hn+1(s)s
−(2α+3)g(t− a2x2

4s2
)ds (1.7)

1) Åñëè α ≥ 0, òî, ïîëüçóÿñü ìîíîòîííûì óáûâàíèåì ôóíêöèè s−2α, ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

|I(x, t)| 6 a2x2 · tα
2

∫ ∞

ax
2
√

t

e−s2

Hn+1(s)s
−3g(t− a2x2

4s2
)ds (1.8)

Ëåììà 1.1. Ïóñòü sn+1 ≥ 0 - íàèáîëüøèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Hn+1(s). Òîãäà
ôóíêöèÿ H̃n+1(s) = e−s2

Hn+1(s) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà s0

íà èíòåðâàëå s ∈ [sn+1,∞), ïðè÷åì s0 = sn+2 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà Hn+2(s)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç (1.3) è (1.4) èìååì

(H̃n+1(s))
′ = (H ′

n+1(s)− 2sHn+1(s))e
−s2

= (2nHn − 2sHn+1(s))e
−s2

=

= −Hn+2(s)e
−s2

= 0 (1.9)

Ýòî äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Òàêèì îáðàçîì ïðè s > sn+1 ôóíêöèÿ H̃n(s) ìîíîòîííî óáûâàåò è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè ax
2
√

t
≥ sn+2 èç 1.8 ïîëó÷àåì

|In+1(x, t)| 6 a2tαx2

2
e−

a2x2

4t Hn+1(
ax

2
√

t
)

∫ ∞

ax
2
√

t

g(t− a2x2

4s2
)
ds

s3
=

= tαHn+1(
ax

2
√

t
)e−

a2x2

4t

∫ t

0

|g(ξ)|dξ (1.10)
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Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé α < 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sα ∈ (sn+2,∞) ìàêñè-
ìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
H̃n+2(s) = sHn+2(s) + αHn+1(s)

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå (1.9), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â òî÷êå sα

ôóíêöèÿ H̃n+2 = e−s2
Hn+1(s)s

−2α äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. È òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ax

2
√

t
≥ sα îíà ìîíîòîííî óáûâàåò. Ïîëüçóÿñü ýòèì ôàêòîì, êàê è â ïðåäû-

äóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì îöåíêó (1.10) òàêèì îáðàçîì ëåììà 1.1 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.1. Äëÿ

t 6 (
ax

2sα

)2 (1.11)

èìååò ìåñòî îöåíêà (1.10), ãäå sα = sn+2, åñëè α ≥ 0 è sα ∈ [sn+2, α) ìàêñè-
ìàëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà sHn+2(s) + αHn+1(s), åñëè α < 0

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè g ∈ s1, ϕ, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|I(x, t)| 6 tα(1 + ϕ−1(t))e
a2x2

4t Hn+1(
ax

2
√

t
)||g||1,ϕ (1.12)

�2 Èññëåäîâàíèå òåïëîâîãî ïîòîêà

Îöåíêà ïðè ïðè x →∞.
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè

u(x, t) è åå ïðîèçâîäíûõ çàäàííîé ðàâåíñòâîì (4).
Î÷åâèäíî ÷òî åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(x, t) = − 1√
πa

∫ t

0

d

dx
(e−

a2x2

4ξ )
g(t− ξ)√

ξ
dξ (2.1)

Îòñþäà, u èç 1.3 ïîëó÷àåì

∂nu(x, t)

∂xn
= − 1√

πa

∫ t

0

dn+1

dxn+1
(e−

a2x2

4ξ )
g(t− ξ)√

ξ
dξ =

=
(−1)n+2an

2n+1

∫ t

0

e−
a2x2

4ξ Hn+1(
ax

2
√

ξ
)
g(t− ξ)

n+2
2

dξ

(2.2)

Äàëåå ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ïðè α = −n+2
2
, ïîëó÷àåì îöåíêó

|∂
nu(x, t)

∂xn
| 6

e
−(ax)2

4t Hn+1(
ax
2
√

t
)(a)n

√
πt

n+2
2 2n+1

∫ t

0

|g(ξ)|dξ (2.3)

Ñïðàâåäëèâî â îáëàñòè t 6 ( ax
2sα

)2, ãäå sα - ìàêñèìàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
sHn+1(s)− (n+2

2
)Hn(s) = 0 èëè ýêâèâàëåíòíî åìó Hn+2(s) + (n− 2)Hn(s) = 0.

Â ÷àñòíîñòè ïðè n = 0,sα = 1 è äëÿ t 6 (ax
2

)2 èìååì

|u(x, t)| 6 ae−
a2x2

4t x

2
√

πt3/2

∫ t

0

|g(ξ)|dξ (2.4)
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Åñëè n = 1, òî sα =
√

7
2

è äëÿ t 6 (ax)2

14
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∂u(x, t)

∂x
| 6 −a2e−

a2x2

4t
x2

4t5/2
√

π

∫ t

0

|g(ξ)|dξ (2.5)

Ñëåäóþùèé ôàêò ñâÿçàí ñ S - âåñîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ñòåïàíîâà
ñì.[6. ñòð. 178] ñ íîðìîé ||f ||Sp,ϕ = sups∈[0,∞)[

∫ ϕ(α+1)

ϕ(α)
||f(x)||pEdx]1/p, ãäå p ≥ 1

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè g ∈ S1, ϕ, òî èç íåðàâåíñòâ 2.3 è 2.2 ñëåäóåò îöåíêà

|∂
nu(x, t)

∂xn
| 6

e
−( ax

2
√

t
)
Hn+1(

ax
2
√

t
)(1 + ϕ−1(t))||g||S1,ϕ

2n+1t
n+2

2
√

π
(2.6)

Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè g ∈ L1, òî èç 2.2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|∂
nu(x, t)

∂xn
| 6

e
−( ax

2
√

t
)
Hn+1(

ax
2
√

t
)||g||−1

2n+1t
n+2

2
√

π
(2.7)

Ñëåäñòâèå 2.3 Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè s > sn+1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
Hm(s) > 0 ïðè âñåõ m = 0, 1, ..., n + 1 èç ðàâåíñòâà 1.3 íåòðóäíî ïîëó÷èòü
îöåíêó

|Hn+1(s)| 6 2n+1sn+1 (2.8)
ïðèìåíÿÿ êîòîðóþ â 2.3 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|∂
nu(x, t)

∂tn
| 6 (ax)n+1e−

(ax)2

nt

2n+1t
2n+3

2
√

π

∫ t

0

|g(ξ)|dξ (2.9)

Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà In+1(t, x) â ñëó÷àå g ∈ L∞ ïðè n ≥ 1 óñòàíàâëèâàåì
ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

(

∫ t

0

e−
(ax)2

4ξ
dξ

ξ1/2
)n+1 =

(−1)n−1e−
(ax)2

4t Hn−1(
ax
2
√

t
)an+1

2n−1tn/2
(2.10)

Äëÿ n = 0 èìååì, ïîëüçóÿñü çàìåíîé ax
2
√

ξ
= s,

(

∫ t

0

e−
(ax)2

4ξ
dξ

ξ1/2
)′ = −2a

∫ ∞

ax
2
√

t

e−s2

ds (2.11)

Îòñþäà
(

∫ t

0

e−
(ax)2

4ξ ξ−1/2dξ) =
a2

√
t
e−

(ax)2

4t

Òàêèì îáðàçîì

(

∫ t

0

e−
(ax)2

4ξ ξ−1/2dξ)(n+1) =
a2

√
t
(e−

(ax)2

4ξ )n−1
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Îòñþäà è èç (1.3) ñëåäóåò (2.10). Åñëè â (2.10) âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåí-
ñòâîì (2.8), òî â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè Hn−1(

ax
2
√

t
) ïîëó÷èì ïðè

n ≥ 0 îöåíêó

|
∫ t

0

e−
(ax)2

4ξ ξ−1/2dξ| 6 a2n(2x)n−1t−(n−1/2)e−
(ax)2

4t (2.12)

Îöåíêè (2.12) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè â ñìûñëå ïîâåäåíèÿ ïðè t → +∞ è
x → +∞.

Îöåíêè ïðè x → +0.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäåðà ñ

ïîêàçàòåëåì γ ∈ (0, 1), òî åñòü ïðè t > 0, |h| < h0 èìååò ìåñòî îöåíêà

|g(t + h)− g(t)| 6 M(t)|h|γ (2.13)

ãäå êîíñòàíòà M(t) îò h íå çàâèñèò è M(0) = 0.
Îöåíèì, ïðè ôèêñèðîâàííîì t > 0, 0 6 x 6 2

√
t,

|u(t, x)− g(t)| = 2√
π
|
∫ ∞

ax
2
√

t

e−s2

g(t− a2x2

4s2
)ds−

∫ ∞

0

e−s2

g(t)ds| 6

6 2√
π

∫ ∞

ax
2
√

t

e−s2|g(t− a2x2

4s2
)− g(t)|ds +

2√
π
|g(t)|

∫ ax
2
√

t

0

e−s2

ds 6

6 2M(t)(ax)2

2
√

π

∫ ∞

ax
2
√

π

e−s2 ds

s2γ
+

2√
π

∫ ax
2
√

t

0

e−s2

ds|g(t)| (2.14)

Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (2.13.)
Äàëåå äëÿ γ < 1

2
è x 6 2

√
t

a
, ïîëó÷àåì

|u(x, t)− g(t)| 6 M(t)(ax)2

2
√

π

∫ ∞

0

e−s2

s−2γds + erf(
ax

2
√

t
|g(t)|) =

=
M(t)(ax)2

4
√

π
· Γ(

1

2
− γ) + erf(

ax

4
√

t
|g(t)|) (2.15)

Äëÿ γ ≥ 1
2
îöåíèì

∫ ∞

ax
2
√

t

e−s2 ds

s2γ
=

∫ 1

ax√
t

e−s2 ds

s2γ
+

∫ ∞

1

e−s2 ds

s2γ
6

6
∫ 1

ax
2
√

t

dx

s2γ
+

∫ ∞

1

e−s2

ds 6 (
2
√

t

ax
)2γ−1 +

∫ ∞

0

e−s2

ds

(2.16)

Ïîëüçóÿñü (2.16) â (2.14) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ïðè γ > 1
2

|u(x, t)− g(t)| 6 M(t)(ax)3−2γtγ−
1
2

2
√

π(2γ − 1)
+ M(t)(ax)2 + erf(

ax

2
√

t
)|g(t)| (2.17)
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Òåïåðü äëÿ g(t) ∈ Hβ(0,∞), ãäå β > 1
2
, îöåíèì ∂u

∂x
ïðè x → +0

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå g(0) = 0 èç ïðåäñòàâëåíèÿ

u(t, x) =
2√
π

∫ ∞

ax
2
√

t

e−s2

g(t− a2x2

4s
)ds

è ïîñëåäóþùåé çàìåíû a2x2

4s
= ξ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

∂u(t, x)
∂x

=
1√
π

[
∫ t

0
e
−a2x2

4ξ ξ−1/2g′(t− ξ)dξ −
∫ t

0
ξ−1/2g′(ξ)dξ] +

1√
π

∫ t

0
ξ−1/2g′(ξ)dξ =

=
−1√

π

∫ t

0
(1− e

−a2x2

4ξ )ξ−1/2[g′(ξ)− g′(t− ξ)]dξ +
d1/2

dt1/2
g(t).

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|∂u(t, x)

∂x
− d1/2g(t)

dt1/2
| 6 1√

π

∫ t

0

|1− e−
a2x2

ξ |ξ−1/2|g′(ξ)− g′(t− ξ)|dξ 6

6 M1(t)√
π

∫ t

0

(1− e−
a2x2

4ξ )ξγ−1/2dξ

(2.18)

Èñïîëüçóÿ (2.18), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî ε > 0 è 0 < x < ε èìååì
îöåíêó

|∂u(t, x)

∂x
− d1/2g(t)

dt1/2
| 6 M1(t)√

π
[

∫ ε

0

(1− e−
a2x2

4ξ )ξγ−1/2dξ+

+

∫ t

ε

(1− e−
a2x2

4ξ )ξγ−1/2dξ] 6 M1(t)√
π

[

∫ ε

0

ξγ−1/2dξ +
a2x2

4

∫ t

ε

ξγ−3/2dξ]

Èç êîòîðîé, ïîñëå ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëåíèé è ðàññóæäåíèé, ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

|∂u(t, x)

∂x
− d1/2g(t)

dt1/2
| 6 M1(t)√

π
[
2εγ+1/2

2γ + 1
+

a2

2
ϕ(ε)], (2.19)

ãäå

ϕ(ε) =





ε2t
2γ−1

γ

2γ−1
, γ > 1

2

ε
2γ+3

2

2(1−2γ)
, γ < 1

2
ε2

2
ln t

ε
, γ = 1

2
0 < ε < L
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Ãðèøàíèíà Ã. Ý., Ìóõàìàäèåâ Ý. Ì.

Î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ

1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ðàññìîòðèì â ïîëóïëîñêîñòè Ω = {(x, y) : y ≥ 0} êðàåâóþ çàäà÷ó

∆u = F (u), y > 0, u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, (1)

ãäå ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 - îïåðàòîð Ëàïëàñà, ϕ(x) è F (u)- íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Íèæå èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ èç [1-3]. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ(x) - îãðàíè÷åííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, à
F (u)- óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: F (0) = 0, F (u) > 0 ïðè u > 0. Òîãäà çàäà÷à
(1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îáîáùåííîå
ðåøåíèå u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

0 6 u(x, y) 6 u0(x, y) ≡ y

π

∫ ∞

−∞

ϕ(ξ)dξ

y2 + (x− ξ)2
, y > 0, x ∈ (−∞,∞). (2)

Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ u(x, y) ïðè y →∞ õàðàêòåðèçóåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íåîòðèöàòåëüíûå îãðàíè÷åííûå îáîá-

ùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

lim
s→∞

sup
(x,y):y>s

[u(x, y) + |∂u(x, y)

∂x
|+ |∂u(x, y)

∂y
|] = 0.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ î ãëàäêîñòè ôóíêöèè F îáîáùåííîå ðåøå-
íèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì. À èìåííî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ôóíêöèÿ F äî-
ïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà íà îòðåçêå [0, ϕ0], ãäå ϕ0 =
sup ϕ(x). Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
îöåíêå (2).

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåì óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ôóíêöèÿ ϕ(x) ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíà íà âñåé îñè, à ôóíêöèÿ F íåóáûâàþùàÿ íà îòðåçêå [0, ϕ0].
Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå îöåíêå (2).

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
×åðåç C = C(Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ

ôóíêöèé v(x, y) â çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè Ω = {(x, y) : y ≥ 0} ñ íîð-
ìîé ||v|| = sup{|v(x, y)| : (x, y) ∈ Ω}. ×åðåç Cr îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî
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ïðîñòðàíñòâà C, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé ñ íîñèòåëåì, ñîäåðæàùèìñÿ â êðóãå
ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëåâîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ çàäà÷ó

∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (3)

u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < ∞, (4)
ãäå f ∈ Cr, ϕ - îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ íà âñåé îñè ôóíêöèÿ.

Ôóíêöèÿ
u0(x, y) =

y

π

∫ ∞

−∞

ϕ(ξ)dξ

(x− ξ)2 + y2
, y > 0. (5)

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè y > 0, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C è
óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4). Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Pf)(x, y) = −
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
G(x, y; ξ, η)f(ξ, η)dξdη, y ≥ 0, (6)

ãäå ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà (ôóíêöèÿ Ãðèíà) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

G(x, y; ξ, η) =
1

π
ln

(x− ξ)2 + (y + η)2

(x− ξ)2 + (y − η)2
.

ßñíî, ÷òî G(x, y, ξ, η) ≡ 0 ïðè y = 0 è G(x, y, ξ, η) > 0 ïðè y > 0, η > 0.
Ôóíêöèÿ u1(x, y)) ≡ (Pf)(x, y) äëÿ f ∈ Cr íåïðåðûâíà, èìååò íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà (∂/∂xPf)(x, y), (∂/∂yPf)(x, y), ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3) è óäîâëåòâîðÿåò
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u1(x, 0) ≡ 0.

Ñôîðìóëèðóåì â âèäå ëåììû íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà P .
Ëåììà 1. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû P, ∂/∂xP, ∂/∂yP : Cr → C, r > 0

ÿâëÿþòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûìè.
Ïóñòü ω(x, y)- òàêàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, ÷òî ω(x, y) ≡ 1 ïðè x2 + y2 6 1/4 è ω(x, y) ≡ 0 ïðè x2 + y2 ≥ 1.
Ââåä¼ì ôóíêöèþ

ωr(x, y) = ω(x/r, y/r), r > 0

è îïðåäåëèì íåëèíåéíûå îïåðàòîðû

(Fv)(x, y) = F [v(x, y)], (Frv)(x, y) = ωr(x, y)F [v(x, y)],

Ëåììà 2. Îïåðàòîðû F : C → C, Fr : C → Cr, r > 0 íåïðåðûâíû è
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà C ïåðåâîäÿò â îãðàíè÷åííûå ìíî-
æåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
è îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F (u) íà êàæäîì îòðåçêå.

Åñëè ϕ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íà âñåé îñè ôóíêöèÿ, òî îïåðàòîð Ar,
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

(Arv)(x, y) = u0(x, y) + (PFrv)(x, y),
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äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå C, ïðè÷åì äëÿ äàííîé ôóíêöèè v ∈ C åãî îáðàç u =
Arv ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3)-(4), ãäå f(x, y) = ωr(x, y)F (v(x, y)). Ïî îïå-
ðàòîðó Arv îïðåäåëèì îïåðàòîð (A+

r v)(x, y) = (Arv)(x, y), åñëè (Arv)(x, y) ≥ 0
è (A+

r v)(x, y) = 0, åñëè (Arv)(x, y) ≥ 0.
Ëåììà 3. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) > 0. Åñëè

ôóíêöèÿ u ∈ C óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

u = A+
r u, (7)

òî îíà óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ

u = Aru. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ (8) è ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (x0, y0), ÷òî Aru(x0, y0) < 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò îáëàñòü D, ñîäåðæàùàÿ ýòó òî÷êó è òàêàÿ, ÷òî

Aru(x, y) < 0 ïðè (x, y) ∈ D

è
Aru(x, y) = 0 ïðè (x, y) ∈ ∂D.

Èç óðàâíåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî u(x, y) = 0 ïðè (x, y) ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî,
F (u(x, y)) = F (0) = 0 ïðè (x, y) ∈ D è ïîýòîìó ôóíêöèÿ

u2(x, y)) = −(PFrv)(x, y) =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
G(x, y; ξ, η)ωR(ξ, η)F (v(ξ, η))dξdη

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ u0(x, y), îïðåäå-
ëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5), òàêæå ãàðìîíè÷åñêàÿ è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáëà-
ñòè D, íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè u0(x, y) = u2(x, y)). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè [3], èìååò ìåñòî òîæäå-
ñòâî u0(x, y) ≡ u2(x, y)), (x, y) ∈ D. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ
ARu(x0, y0) = u0(x0, y0) − u2(x0, y0)) < 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçû-
âàåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (8) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7).

Ñëåäñòâèå. Åñëè u(x, y)- íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8), òî
îíî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 6 u(x, y) 6 u0(x, y), ãäå u0(x, y) - ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Â ñèëó ëåìì 1 è 2 îïå-
ðàòîðû Ar è A+

r âïîëíå íåïðåðûâíûå. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà A+
r

ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà C ïåðåâîäèò â îãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

0 6 u(x, y) = (A+
r v)(x, y) 6 u0(x, y), y ≥ 0.
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Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð A+
r ïåðåâîäèò â ñåáÿ îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî

W = {v = v(x, y) : v ∈ C, 0 6 v(x, y) 6 u0(x, y)}.
Â ñèëó òåîðåìû Øàóäåðà î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè, îïåðàòîð A+

r

â ìíîæåñòâå W èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó: ur(x, y) =
(A+

r ur)(x, y). Â ñèëó ëåììû 3 ôóíêöèÿ ur(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷-
êîé è îïåðàòîðà Ar: ur(x, y) = (Aru)r(x, y). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ur(x, y)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

∆u = ωr(x, y)F [u(x, y)], (x, y) ∈ Ω, (9)

u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < ∞, (10)
Èç âíóòðåííèõ îöåíîê ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïð.,[2]) ñëå-
äóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé {ur(x, y), r > 1}
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{urk

(x, y)}, ãäå rk → ∞, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îãðàíè-
÷åííîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè Ω ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u∗(x, y) ïðè k → ∞.
Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ u∗(x, y) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ u∗(x, 0) = ϕ(x).
Ïîêàæåì, ÷òî u∗(x, y) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Ïóñòü ψ(x, y)
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èç âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè y > 0, òîãäà ur(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

∫ ∫

y>0

ur(x, y)∆ψ(x, y)dxdy =

∫ ∫

y>0

ψ(x, y)ωr(x, y)F (ur(x, y))dxdy.

Â ýòîì ðàâåíñòâå ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè r = rk →∞ èìååì
∫ ∫

y>0

u∗(x, y)∆ψ(x, y)dxdy =

∫ ∫

y>0

ψ(x, y)F (u∗(x, y))dxdy.

Èòàê, ôóíêöèÿ u∗(x, y) ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì íåîòðèöàòåëüíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü u(x, y) - îãðàíè÷åííîå íåîòðèöà-
òåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

a(s) = sup
(x,y):y≥s

u(x, y), s ≥ 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ a(s) íå âîçðàñòàåò, òî ñóùåñòâóåò

lim
s→∞

a(s) = a∗.

Äîêàæåì, ÷òî a∗ = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà [3]

v(x, y) +

∫ ∫

Kρ

Gρ(x, y; ξ, η)∆v(ξ, η)dξdη = −
∮

∂Kρ

∂

∂n
Gρ(x, y; ξ, η)v(ξ, η)ds,

(11)
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(x, y) ∈ Kρ, ãäå Kρ - êðóã ðàäèóñà ρ > 0 ñ öåíòðîì â íóëå,

Gρ(x, y; ξ, η) =
1

2π
[ln

1

r
− ln

ρ

r0r1

],
∂

∂n
Gρ = − 1

2π

ρ2 − r2
0

r2

r2 = (x− ξ)2 + (y − η)2, r2
0 = x2 + y2, r2

1 = (ξ − x1)
2 + (η − y1)

2,

r2
0x1 = xρ2, r2

0y1 = yρ2.

Ïðåäñòàâëåíèå (11) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôóíêöèè v(x, y) = u(x + x0, y + y0),
ãäå (x0, y0) - çàäàííàÿ òî÷êà â âåðõíîé ïîëóïëîñêîñòè, 0 < ρ < y0:

u(x + x0, y + y0) +

∫ ∫

Kρ

Gρ(x, y; ξ, η)F [u(ξ + x0, η + y0)]dξdη =

= −
∮

∂Kρ

∂

∂n
Gρ(x, y; ξ, η)u(ξ + x0, η + y0)ds. (12)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a∗ > 0 è (xk, yk), yk+1 > yk + 1 òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
÷òî u(xk, yk) → a∗ ïðè k → ∞. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îãðàíè-
÷åííîãî ðåøåíèÿ u(x, y) íà ìíîæåñòâå y ≥ 1, ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < ρ0 < 1,
÷òî

|F [u(x, y)]− F [u(x0, y0)]| 6 1

2
F (a∗) ïðè (x− x0)

2 + (y − y0)
2 6 ρ2

0, y ≥ 1.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (12), ïîëàãàÿ x = y = 0, èìååì íåðàâåíñòâî

u(x0, y0) + min
(ξ−x0)2+(η−y0)26ρ2

F [u(ξ, η)]
ρ2

4
6 max

(ξ−x0)2+(η−y0)2=ρ2
u(ξ, η). (13)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà, êîòîðûå ñëå-
äóþò èç ðàâåíñòâà (11), åñëè ïîëîæèì v ≡ 1 è v ≡ ρ2 − x2 − y2 :

1 ≡ −
∮

∂Kρ

∂

∂n
Gρ(x, y; ξ, η)ds, ρ2 = 4

∫ ∫

Kρ

Gρ(0, 0; ξ, η)dξdη.

Â íåðàâåíñòâå (13), ïîäñòàâëÿÿ (x0, y0) = (xk, yk) è ρ = ρ0 è çàòåì ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó ïðè k →∞, â ñèëó âûáîðà ρ0, èìååì

a∗ +
ρ2

0

8
F (a∗) 6 lim sup

k→∞
max

(ξ−xk)2+(η−yk)2=ρ2
u(ξ, η) 6 a∗

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ F (a∗) > 0. Ðàâåíñòâî a∗ = 0
äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî

lim
s→∞

sup
(x,y):y>s

[|∂u(x, y)

∂x
|+ |∂u(x, y)

∂y
|] = 0. (14)
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Âû÷èñëÿÿ èç (12) ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂u/∂x, ïîëó÷èì

∂u(x + x0, y + y0)/∂x +

∫ ∫

Kρ

∂Gρ/∂xF [u(ξ + x0, η + y0)]dξdη =

= −
∮

∂Kρ

∂/∂x
∂

∂n
Gρu(ξ + x0, η + y0)ds.

Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà èìååì

|∂u(x0, y0)/∂x| 6 C1 max
(ξ,η)∈Kρ

F [u(ξ +x0, η+y0)]dξdη+C2 max
(ξ,η)∈Kρ

u(ξ +x0, η+y0)],

ãäå ïîñòîÿííûå C1, C2 çàâèÿò ëèøü îò ρ. Èç ýòîé îöåíêè è àíàëîãè÷íîé îöåí-
êè äëÿ ∂u/∂y è ðàâåíñòâà a∗ = 0 ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (14).
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3, 4.
Ïóñòü ôóíêöèÿ F (u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà

|F (v1)− F (v2)| 6 M |v1 − v2|α, 0 < α < 1

íà îòðåçêå [0, ϕ̄]. Ïóñòü u(x, y) - îãðàíè÷åííîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x0, y0), y0 > 0 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂u/∂x,
∂u/∂y îãðàíè÷åííû íà êðóãå Kρ(x0, y0) = {(x, y) : r0 6 ρ}, 0 < ρ < y0,. Ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ f(x, y) = F [u(x, y)] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà â êðóãå
Kρ(x0, y0) ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, y0) ðàäèóñà ρ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
òåîðåìå î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [2], ðåøåíèå u(x, y)
èìååò íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà è ïî-
ýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè 4 ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à
(1) èìååò äâà ðåøåíèÿ u1 u2 óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

0 6 u1(x, y), u2(x, y) 6 u0(x, y), D = {(x, y) : u1(x, y) 6= u2(x, y)} 6= ∅.
Îáîçíà÷èì w(x, y) = u1(x, y)− u2(x, y). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ òî÷êà (x0, y0), ÷òî w(x0, y0) > 0. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé
u1(x, y), u2(x, y) èìååì 0 < w̄ ≡ supy≥0 w(x, y) < ∞. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (xk, yk) òàêóþ, ÷òî w(xk, yk) → w̄ ïðè k →∞. Â ñèëó òåîðåìû 2 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü yk îãðàíè÷åííà è ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó ȳ ïðè k → ∞. Â ñè-
ëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕ(x + xk) è
u1(x + xk, y), u2(x + xk, y) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿ-
ìîé è çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè y ≥ 0. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

ϕ̃(x) = lim
k→∞

ϕ(x + xk), ũ1(x, y) = lim
k→∞

u1(x + xk, y), ũ2(x, y) = lim
k→∞

u2(x + xk, y)

ðàâíîìåðíî íà êàæäîîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå. Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî
ôóíêöèè ũ1(x, y), ũ2(x, y) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

∆u = F (u), y > 0, u(x, 0) = ϕ̃(x), x ∈ R,
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ïðè÷åì ôóíêöèÿ w̃(x, y) = ũ1(x, y)− ũ2(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ w̃(0, ȳ) =
max w̃(x, y), y ≥ 0 = w̄ > 0. Ôóíêöèþ w̃(x, y) ïðåäñòàâèì â âèäå

w̃(x, y + ȳ) +

∫ ∫

Kρ

Gρ(x, y; ξ, η){F [ũ1(ξ, η + ȳ)]− F [ũ2(ξ, η + ȳ)]}dξdη =

= −
∮

∂Kρ

∂

∂n
Gρ(x, y; ξ, η)w̃(ξ, η + ȳ)ds, (15)

ãäå ðàäèóñ ρ êðóãà Kρ âûáðàí èç óñëîâèÿ, ÷òî min w̃(x, y + y0) = 0, x2 + y2 6
ρ2. Èç ðàâåíñòâà (15) â ñèëó ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà, ïîëàãàÿ x = y = 0
ïîëó÷èì, ÷òî

∫ ∫

Kρ

Gρ(0, 0; ξ, η){F [ũ1(ξ, η + ȳ)]− F [ũ2(ξ, η + ȳ)]}dξdη < 0.

Íî ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ρ è óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
F . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Òåîðåìà 4
äîêàçàíà.
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1966, 351 ñ.
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Äåðáóøåâ À.Â.

Ïðèëîæåíèå ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèàëîì ñ íåëîêàëüíûì êðàåâûì

óñëîâèåì

�1 Èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D c íåëîêàëü-
íûì êðàåâûì óñëîâèåì αx(0) = βx(1) +

1∫
0

a(s)x(s)ds.
Èññëåäóåì ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-

òîðà:
Dx = iẋ

äåéñòâóþùåãî â L2(0, 1) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(D), çàäàâàåìîé êðàåâûìè
óñëîâèÿìè âèäà

αx(0) = βx(1) +

1∫

0

a(s)x(s)ds,

ãäå a ∈ L2(0, 1). Òàêèì îáðàçîì,

D(D) = {x ∈ W 1
2 (0, 1) : αx(0) = βx(1) +

1∫

0

a(s)x(s)ds}.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà D.

Dx = λx

αx(0) = βx(1).

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x = ce
λ
i
t,

ãäå ñ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì åäèíèöå. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â êðàåâîå óñëîâèå
ïîëó÷èì :

αe
λ
i
0 = βe

λ
i
1.

Åñëè α · β = 0 , òî ñïåêòð σ(D) îïåðàòîðà D ïóñò. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ α
è β ñî ñâîéñòâîì α · β 6= 0). Îáîçíà÷èì α

β
= γ 6= 0. Òîãäà

γ · 1 = e
λ
i ,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
λn = i ln γ − 2πn,

ãäå n ∈ Z. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà D èìåþò âèä : en = e(i ln γ−2πn)t ,
ãäå n ∈ Z.
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Ëåììà 1.1. Îïåðàòîð D çàìêíóò, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(D) ïëîòíà â
L2(0, 1).[1]

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð

U : L2(0, 1) → L2(0, 1),

äëÿ êîòîðîãî
UD(D) ⊂ D(F ),

ãäå D(F ) = {x ∈ W 1
2 (0, 1) : x(0) = x(1) +

1∫
0

a(s)x(s)ds}

Ux(t) = eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t).

Ïîêàæåì , ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî DU = UF , ãäå îïåðàòîð F = iẋ(t)+

qx(t) , D(F ) = {x ∈ W 1
2 (0, 1) : x(0) = x(1) +

1∫
0

a(s)x(s)ds} ,p = (ln 1
α
− ln 1

β
),

ò.å. îïåðàòîðû D è F ïîäîáíû. Äåéñòâèòåëüíî,

DUx(t) = i(eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t))′ =

ix′(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t) + (ln
1

α
− ln

1

β
)eln 1

α
t+ln 1

β
(1−t)x(t),

U−1x(t) = e(ln 1
α

t−ln 1
β

(1−t))x(t),

U−1DUx(t) =

e−(ln 1
α

t+ln 1
β

(1−t))(ix′(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t) + (ln
1

α
− ln

1

β
)eln 1

α
t+ln 1

β
(1−t)x(t)) =

ix′(t) + (ln
1

α
− ln

1

β
)x(t) = ix′(t) + px(t),

ãäå p = (ln 1
α
− ln 1

β
) .

Âîçüìåì x ∈ D(D) è òîãäà

y(t) = Ux(t) = eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t),

y(0)− y(1) = eln 1
α
·0+ln 1

β
·1x(0)− eln 1

α
·1+ln 1

β
·0x(1) =

1

αβ
(αx(0)− βx(1)) =

1∫

0

ã(s)eln 1
α

s+ln 1
β

(1−s)x(s)ds =

1∫

0

ã(s)y(s)ds,

ãäå ã(s) = e−(ln 1
α

s+ln 1
β

(1−s)) a(s)
αβ

. Çàìåòèì , ÷òî îïåðàòîð F ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

F = A+ qI,

ãäå Ax(t) = ix′(t) (ñïåêòðàëüíûå câîéñòâà îïåðàòîðà A áûëè èçó÷åíû âûøå
;ñì. òåîðåìû 1.2)[1], Ix(t) = x(t). Òàêèì îáðàçîì , èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò
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Ëåììà 1.2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî σ(D) = σ(A) + q.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ

îïåðàòîðîâ A è D.
Òåîðåìà 1.1.. Ñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ N, ÷òî îïåðàòîð D = i d

dt
: D(D) ⊂

L2 → L2 ïîäîáåí îïåðàòîðó âèäà A−JmX0− qI, ãäå X0 ∈ σ2(L2) è åãî ìîæíî
íàéòè êàê ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (ñì.òåîðåìó 1.1). Ñïåêòð îïåðà-
òîðà D ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn + p, n ≥ 1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ∑

n≥1

|λn + q − 2πn|2 < ∞,

ãäå q = (ln 1
α
− ln 1

β
).

Èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà C̃ ñ ïîòåíöèàëîì c
íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèåì αx(0) = βx(1) +

1∫
0

a(s)x(s)ds.

Èçó÷èì ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà:

C̃x = ix′(t) + c(t)x(t)

äåéñòâóþùåãî â L2 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(C̃) (c ∈ L2(0, 1)), çàäàâàåìîé
êðàåâûì óñëîâèåì âèäà

αx(0) = βx(1) +

∫ 1

0

a(s)x(s)ds.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð

U : L2(0, 1) → L2(0, 1),

äëÿ êîòîðîãî
UD(C̃) ⊂ D(C),

Ux(t) = eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t)

C̃Ux(t) = i(eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t))′ + c(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t) =

ix′(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t) + (ln
1

α
− ln

1

β
)eln 1

α
t+ln 1

β
(1−t)x(t) + c(t)eln 1

α
t+ln 1

β
(1−t)x(t) =

ix′(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t) + c̃(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t),

ãäå c̃(t) = ln 1
α
− ln 1

β
+ c(t).

U−1x(t) = e−(ln 1
α

t+ln 1
β

(1−t))x(t),

U−1C̃Ux(t) = e−(ln 1
α

t+ln 1
β

(1−t))(ix′(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t) + c̃(t)eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t)) =
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ix(t)′ + c̃(t)x(t)

Âîçüìåì x ∈ D(C̃)

y(t) = Ux(t) = eln 1
α

t+ln 1
β

(1−t)x(t)

y(0)− y(1) = eln 1
α
·0+ln 1

β
·1x(0)− eln 1

α
·1+ln 1

β
·0x(1) =

1

αβ
(αx(0)− βx(1)) =

1∫

0

ã(s)eln 1
α

s+ln 1
β

(1−s)x(s)ds =

1∫

0

ã(s)y(s)ds,

ãäå ã(s) = e−(ln 1
α

s+ln 1
β

(1−s)) a(s)
αβ

.
Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð C̃ ïîäîáåí îïåðàòîðó C = i d

dt
+ c̃(t)[2]. Ïîñêîëüêó

ïîäîáíûå îïåðàòîðû èìåþò îäèíàêîâûé ñïåêòð, òî èç äîêàçàíîãî ñëåäóåò
Ëåììà 1.3. σ(C̃) = σ(C) = σ(A) + p̃ , ãäå p̃ =

∫ 1

0
c̃(τ)dτ =

∫ 1

0
c(τ)dτ + ln 1

α
−

ln 1
β
.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ

îïåðàòîðîâ C̃ è C.
Òåîðåìà 1.2. Ñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ N, ÷òî îïåðàòîð C̃ = i d

dt
+ c(t) :

D(C̃) ⊂ L2 → L2) ïîäîáåí îïåðàòîðó âèäà A−JmX0−p̃I, ãäå X0 ∈ σ2(L2) è åãî
ìîæíî íàéòè êàê ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (ñì.òåîðåìó 1.1)[1]. Ñïåêòð
îïåðàòîðà C̃ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn+p̃, n ≥ 1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ∑

n≥1

|λn + p̃− 2πn|2 < ∞,

ãäå p̃ =
∫ 1

0
c̃(τ)dτ =

∫ 1

0
c(τ)dτ + ln 1

α
− ln 1

β
.
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Äèäåíêî Â.Á.

Ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ íà êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Î ïðåäñòàâëåíèÿõ ëèíåéíûõ îòíîøåíèé íà êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü X - êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáîå ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Γ ⊆ X×X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòíîøåíèåì íà ïðîñòðàíñòâå
X. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòíîøåíèé íà X áóäåì îáîçíà÷àòü LR(X).
Êàæäîå ëèíåéíîå îòíîøåíèå Γ ∈ LR(X) ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîãî
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì îíè îòîæäåñòâëÿþòñÿ, è äëÿ èõ
îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå ñèìâîë Γ. Cèìâîëîì EndX áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ íà âñåì X.
Èñïîëüçóåìûå äàëåå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ëèíåéíûõ îòíîøåíèé(ìíîãîçíà÷íûõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ) ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2] è â ñòàòüå [1].

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Γ) îòíîøåíèÿ Γ ∈ LR(X) íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âèäà D(Γ) = {x : ∃y : (x, y) ∈ Γ}.

Äëÿ îòíîøåíèÿ Γ ∈ LR(X) è ìíîæåñòâà M ⊂ X îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
âèäà Γ(M) = {y : ∃x ∈ M ∩D(Γ), (x, y) ∈ Γ}, íàçûâàåìîå îáðàçîì ìíîæåñòâà
M . Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Γ0 èìååò âèä Γ0 = {y : (0, y) ∈ Γ}.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà D(Γ) è Γ0 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàí-
ñòâàìè èç X.

Ïóñòü Γ - ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå èç LR(X). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
x ∈ D(Γ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Γx = y +Γ0, ãäå y íåêîòîðûé ýëåìåíò èç X,
òàêîé ÷òî (x, y) ∈ Γ.

Îáðàòíûì ê ëèíåéíîìó îòíîøåíèþ Γ ∈ LR(X) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îò-
íîøåíèå Γ−1 = {(y, x) ∈ X ×X : (x, y) ∈ Γ}.

Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îòíîøåíèé Γ1, Γ2 ∈ LR(X) íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íîå îòíîøåíèå âèäà Γ1Γ2 = {(x, z) : ∃y ∈ D(Γ1) : (x, y) ∈ Γ2, (y, z) ∈ Γ1}.

Ïóñòü Γ ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå îòíîøåíèå èç LR(X). Ïîñêîëüêó Γ0 ëè-
íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X , òî íàéä¼òñÿ òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî XΓ, ÷òî
X = XΓ ⊕ Γ0.

Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð AΓ : D(AΓ) ⊂ X → X, ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ D(AΓ) = D(Γ). Ïóñòü Γx = y + Γ0. Ïîñêîëüêó X = XΓ ⊕ Γ0, òî y
ïðåäñòàâèì â âèäå y = yΓ + yΓ0, ãäå yΓ ∈ XΓ, yΓ0 ∈ Γ0. Òîãäà Γx = yΓ + Γ0.
Ïîëîæèì

AΓx = yΓ.

114



Îïåðàòîð AΓ íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì îòíîøåíèÿ Γ.
Ïóñòü äàíû ëèíåéíûå îïåðàòîðû A,B ∈ EndX. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå

ëèíåéíûå îòíîøåíèÿ :

Γ1 = {(Ax, Bx), x ∈ X} = BA−1 ∈ LR(X), (1)

Γ2 = {(x, y) : Ax = By} = B−1A ∈ LR(X). (2)

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå Γ ∈ LR(X) áûëî
ïðåäñòàâèìî â âèäå 1, äëÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ A,B ∈ EndX, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

dimD(Γ) + dimΓ0 6 dimX.

Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå Γ ∈ LR(X) áûëî
ïðåäñòàâèìî â âèäå 2, äëÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ A,B ∈ EndX, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

dimD(Γ) + dimΓ0 ≥ dimX.

Ñëåäñòâèå 1 Äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ Γ ∈ LR(X) ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû
A,B ∈ EndX òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé 1 èëè 2.

Çàìå÷àíèå 1 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 1, òî îïåðàòîð A
ìîæíî âûáðàòü ïðîåêòîðîì íà D(Γ), à åñëè óòâåðæäåíèÿ 2, òî îïåðàòîð
B - ïðîåêòîðîì ñ ÿäðîì KerB = Γ0. Òàê ïîñòðîåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Γ
íàçîâåì êàíîíè÷åñêèìè(õîòÿ îíè îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî).

Îá óñëîâèè íåïóñòîòû ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííîé
ïàðû îïåðàòîðîâ

Ïóñòü äàíû äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà A,B èç EndX. Äàëåå ñèìâîëîì
(A,B) áóäåì îáîçíà÷àòü óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ê ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó ρ(A,B) óïîðÿäî÷åííîé ïàðû îïåðàòîðîâ
(A,B), ãäå A,B èç EndX, îòíåñåì âñå ÷èñëà λ èç K, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð
A − λB îáðàòèì. Ìíîæåñòâî σ(A,B) = K\ρ(A,B) íàçîâåì ñïåêòðîì ýòîé
ïàðû.

Ïóñòü e1, .., en - ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå X. Ðàññìîòðèì óïî-
ðÿäî÷åííóþ ïàðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (A,B), ãäå A, B ∈ EndX. ×åðåç
Se1,..,en(A,B) îáîçíà÷èì íàáîð âåêòîðîâ, ñîñòîÿùèé èç ìàêñèìàëüíîãî ÷èñ-
ëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç íàáîðà {Ae1, .., Aen, Be1, .., Ben}, òàêîé,
÷òî, åñëè âåêòîð Aei ïîïàë â íàáîð, òî Bei â íåãî íå âîøåë. ×èñëî âåêòîðîâ,
âîøåäøèõ â Se1,..,en(A, B), íàçîâåì ñáàëàíñèðîâàííûì ðàíãîì óïîðÿäî÷åí-
íîé ïàðû (A, B) îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî áàçèñà e1, .., en è áóäåì îáîçíà÷àòü
Srange1,..,en(A,B).

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñáàëàíñèðîâàííûé ðàíã çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà.
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Ïðèìåð 1 Ïóñòü X - äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì e1, e2.
Ðàññìîòðèì äâà îïåðàòîðà A, B ∈ EndX, îïðåäåëåííûå ïî ïðàâèëó : Ae1 =
e1, Ae2 = e1, Be1 = e2, Be2 = e2. Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå Se1,e2(A,B)
ìîæíî âçÿòü íàáîð {Ae1, Be2}, à çíà÷èò Srange1,e2(A,B) = 2.

Òåïåðü â êà÷åñòâå áàçèñà â X âîçüìåì íàáîð {e′1, e′2}, ãäå e′1 = e1, e′2 = e1−
e2. Òîãäà Ae′1 = e1, Ae′2 = 0, Be′1 = e2, Be′2 = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî Srange′1,e′2 = 1.
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñáàëàíñèðîâàííûé ðàíã çàâèñèò îò âûáîðà
áàçèñà.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü A,B èç EndX. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåçîëüâåíòíîå ìíîæå-
ñòâî óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (A,B) áûëî íåïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñáàëàíñèðîâàííûé ðàíã óïîðÿäî÷åííîé ïàðû áûë ðàâåí ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà X ïðè ëþáîì âûáîðå áàçèñà.

Çàìå÷àíèå 2 Äëÿ ïðîâåðêè íà ïóñòîòó ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà óïî-
ðÿäî÷åííîé ïàðû (A,B), äîñòàòî÷íî íàéòè ñáàëàíñèðîâàííûé ðàíã îòíîñè-
òåëüíî áàçèñà ïîñòðîåííîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòíîøåíèå âèäà Γ = A−1B. ×åðåç m îáîçíà÷èì
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî Γm−10 6= Γm0, Γm0 = Γm+10. Òîãäà ïðîñòðàí-
ñòâî X ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó âèäà X = E1⊕ ...⊕Em⊕X1, ãäå
E1 = Γ0, E1⊕E2 = Γ20, E1⊕ ...⊕Em = Γm0. Âûáåðåì áàçèñ â X ñëåäóþùèì
îáðàçîì : e1

1, .., e
1
k1

- áàçèñ â E1,e2
1, .., e

2
k2

- áàçèñ â E2,..,em
1 , .., em

km
- áàçèñ â Em,

e1, .., ek - áàçèñ â X1.
Òîãäà, åñëè âåêòîðà Be1

1, .., Be1
k1

, .., Bem
1 , .., Bem

km
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (A,B) áóäåò íåïóñòî. Åñ-
ëè æå âåêòîðà áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñáàëàíñèðîâàííûé ðàíã ïàðû
(A,B) îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî áàçèñà áóäåò ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà, à çíà÷èò ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (A,B)
áóäåò ïóñòî.
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Çäîáíîâà Ñ.Â.

Àáñòðàêòíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè ñ
ìóëüòèïëèêàòèâíûì øóìîì ñ ãåíåðàòîðîì

K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû 3

Ïóñòü (Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà íåì ôèëü-
òðàöèåé {Ft| t ≥ 0}, U,H � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìàòðèâàåì àáñòðàêòíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ çàäà÷ó Êîøè ñ ìóëüòèïëè-
êàòèâíûì øóìîì, çàïèñûâàåìóþ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

X(t) = ξ +

∫ t

0

AX(s) ds +

∫ t

0

f(s) ds +

∫ t

0

B(X(s)) dW (s), t ∈ [0, T ], (1)

ãäå îïåðàòîð A : D(A) ⊂ H → H ïëîòíî îïðåäåëåí è ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ â H {SK(t) | t ∈ [0, τ)}, τ > T , f
� ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ ñ ëîêàëüíî íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, îïåðàòîð
B : D(B) ⊂ H → LGS(U,H) � ëèíåéíûé, ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ W (t) � U -
çíà÷íûé Q-âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè, ξ = X(0) � H-
çíà÷íàÿ F0-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Â ýòîé ðàáîòå ïîä ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïî Q-âèíåðîâñêîìó ïðîöåñ-
ñó ïîíèìàåì èíòåãðàë îò ïðåäñêàçóåìîãî îïåðàòîðíîçíà÷íîãî ïðîöåññà Φ(t),
äëÿ òðàåêòîðèé êîòîðîãî Pï.í. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∫ T

0
‖Φ(s)Q1/2‖2

GS ds < ∞,
ãäå ‖Φ(s)Q1/2‖2

GS =
∑∞

j=1 ‖Φ(s)Q1/2ej‖2, à {ej} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â U .

Îïðåäåëåíèå 1 Ñëàáûì K-êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) íàçûâà-
åòñÿ ïðîöåññ X(t), äëÿ ëþáîãî y ∈ D(A∗) è íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ñêàëÿð-
íîé ôóíêöèè K(·) ïîòðàåêòîðíî Pï.í óäîâëåòâîðÿþùèé íà [0, T ] óðàâíåíèþ

〈X(t), y〉 = 〈
∫ t

0

K(s)ξ ds, y〉+ 〈
∫ t

0

X(s) ds,A∗y〉+

+ 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr f(s) ds, y〉+ 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr B(X(s)) dW (s), y〉. (2)

Îïðåäåëåíèå 2 Ìÿãêèì K-êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) íàçûâà-
åòñÿ ïðîöåññ X(t) c èíòåãðèðóåìûìè Pï.í. òðàåêòîðèÿìè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé íà [0, T ] óðàâíåíèþ

X(t) = SK(t)ξ +

∫ t

0

SK(t− s)f(s) ds +

∫ t

0

SK(t− s)B(X(s)) dW (s). (3)

3ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 06-01-00148
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Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû î âçàèìîñâÿçè ñëàáîãî è ìÿã-
êîãî K-êîíâîëþöèîííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 1 (I). Ñëàáîå K-êîíâîëþöèîííîå ðåøåíèå X(t) çàäà÷è (1) åäèí-
ñòâåííî è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

X(t) = SK(t)ξ +

∫ t

0

SK(t− s)f(s) ds + Z(t),

ãäå Z(t) � òàêîé ïðîöåññ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, T ]
∫ t

0

K(t− s)Z(s)ds =

∫ t

0

SK(t− s)

∫ t−s

0

K(r)dr B(X(s)) dW (s).

(II). Ïðîöåññ X(t), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
E

∫ T

0
‖B(X(s))Q1/2‖2

GS ds < ∞, ÿâëÿåòñÿ ìÿãêèì K-êîíâîëþöèîííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
K-êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî
(I). Ïóñòü ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì K-êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì çà-
äà÷è (1).

Ïî îïðåäåëåíèþ ñëàáîãî ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîãî y ∈ D(A∗) è íåêîòîðîé
íåïðåðûâíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè K(·) Pï.í ïðè t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâî ïîòðà-
åêòîðíîå ðàâåíñòâî

〈X(t), y〉 = 〈
∫ t

0

K(s)ξ ds, y〉+ 〈
∫ t

0

X(s) ds,A∗y〉+

+ 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr f(s) ds, y〉+ 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr B(X(s)) dW (s), y〉. (4)

Â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî íà [0, T ] äëÿ ëþáîãî y ∈ D(A∗) Pï.í ñïðàâåä-
ëèâû ïîòðàåêòîðíûå ðàâåíñòâà

〈SK(t)ξ, y〉 = 〈
∫ t

0

K(s)ξ ds, y〉+ 〈
∫ t

0

SK(s)ξ ds, A∗y〉, (5)

〈
∫ t

0

SK(t− s)f(s)ds, y〉 =

= 〈
∫ t

0

∫ s

0

SK(s− r)f(r)dr ds, A∗y〉+ 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr f(s) ds, y〉. (6)

Ïî÷ëåííî âû÷èòàÿ ðàâåíñòâà (5) è (6) èç ðàâåíñòâà (4), äëÿ êàæäîãî y ∈
D(A∗) Pï.í ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñïðàâåäëèâîå íà [0, T ] ðàâåíñòâî

〈X(t)−SK(t)ξ−
∫ t

0

SK(t−s)f(s)ds, y〉 = 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr B(X(s)) dW (s), y〉+

+ 〈
∫ t

0

(
X(s)− SK(s)ξ −

∫ s

0

SK(s− r)f(r)dr
)

ds,A∗y〉. (7)

×òîáû ïðîäîëæèòü ðàññóæäåíèÿ, äîêàæåì ëåììó.
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Ëåììà 1 Ïóñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì K-êîíâîëþöèîííîé ïî-
ëóãðóïïû îïåðàòîðîâ SK(t), ïðîöåññ Z(t) íà [0, T ] äëÿ êàæäîãî y ∈ D(A∗)
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

〈Z(t), y〉 = 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), y〉+ 〈
∫ t

0

Z(s) ds,A∗y〉. (8)

Òîãäà
∫ t

0

K(t− s)Z(s)ds =

∫ t

0

SK(t− s)

∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà y(s) = y0g(s), s ∈
[0, T ], ãäå y0 ∈ D(A∗), g ∈ C1([0, T ]). Îáîçíà÷èì

Fy0(t) := 〈Z(t), y0〉 = 〈
∫ t

0

Z(s)ds, A∗y0〉+ 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), y0〉.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê ïðîöåññó Fy0(s)g(s), ïîëó÷èì

d[Fy0(s)g(s)] = g(s)dFy0(s) + g′(s)Fy0(s)ds,

îòêóäà

Fy0(t)g(t) =

∫ t

0

g′(s)Fy0(s)ds +

∫ t

0

g(s)dFy0(s) =

∫ t

0

g′(s)〈Z(s), y0〉ds+

+

∫ t

0

g(s)〈Z(s)ds, A∗y0〉+

∫ t

0

g(s)〈
∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), y0〉 =

=

∫ t

0

〈Z(s), y′(s) + A∗y(s)〉ds +

∫ t

0

〈
∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), y(s)〉.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè âèäà y(s) =
y0g(s), s ∈ [0, T ], à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â D(A∗) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

〈Z(t), y(t)〉 =

∫ t

0

〈Z(s), y′(s)+A∗y(s)〉ds+

∫ t

0

〈
∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), y(s)〉.
(9)

Òåïåðü ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ y(s) = S∗K(t − s)y0, ãäå y0 ∈
D(A∗), s ∈ [0, t]. Òàê êàê ñåìåéñòâî {S∗K(t)| t ∈ [0, τ)} � K-êîíâîëþöèîííàÿ
ïîëóãðóïïà ([3]), òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ) ôóíêöèÿ y(s) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà [0, t] è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â D(A∗), òîãäà äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè y(s) è ïðîöåññà Z(t) âåðíî cîîòíîøåíèå (9). Ñâîé-
ñòâà K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü ñîîòíîøåíèå (9)
â âèäå

〈Z(t), S∗K(t−t)y0〉 =

∫ t

0

〈Z(s),−A∗S∗K(t−s)y0−K(t−s)y0+A∗S∗K(t−s)y0〉ds+

+

∫ t

0

〈
∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), S∗K(t− s)y0〉,
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îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ëþáîãî y0 ∈ D(A∗) ðàâåíñòâà

〈
∫ t

0

K(t− s)Z(s)ds−
∫ t

0

SK(t− s)

∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), y0〉 = 0.

Òàê êàê D(A∗) = H∗, òî èç ïîñëåäíåãî ïîëó÷àåì
∫ t

0

K(t− s)Z(s)ds =

∫ t

0

SK(t− s)

∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ê ïðîöåññó Z(t) = X(t)− SK(t)ξ − ∫ t

0
SK(t− s)f(s) ds,

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ÷àñòè (I) òåîðåìû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ëåì-

ìîé 1 åùå ðàç. Äëÿ ñëó÷àÿ Φ(s) ≡ 0 åå çàêëþ÷åíèå ïðèíèìàåò âèä
∫ t

0
K(t −

s)Z(s) ds = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Z(t) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (8)
ïðè Φ(s) ≡ 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, à çíà÷èò, ïðè Φ(s) 6= 0 íå ìî-
æåò áûòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé. Òîãäà è ïðîöåññ X(t) = Z(t) + SK(t)ξ +∫ t

0
SK(t− s)f(s)ds � ñëàáîå êîíâîëþöèîííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) � îïðåäåëÿ-

åòñÿ îäíîçíà÷íî.
(II). Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâåííîñòè ïîíÿòèé ñëàáîãî è ìÿãêîãî êîíâî-

ëþöèîííûõ ðåøåíèé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ E
∫ T

0
‖B(X(s))Q1/2‖2

GS ds < ∞
ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2 Ïóñòü ïðîöåññ WΦ
K(t) =

∫ t

0
SK(t − s)Φ(s) dW (s), t ∈ [0, T ], ãäå

Φ(t) � ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ òàêîé, ÷òî E
∫ T

0
‖Φ(s)Q1/2‖2

GS ds < ∞. Òîãäà
ïðîöåññ WΦ

K(t) íà [0, T ] ïðè âñÿêîì y ∈ D(A∗) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

〈WΦ
K(t), y〉 = 〈

∫ t

0

WΦ
K(s) ds,A∗y〉 + 〈

∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr Φ(s) dW (s), y〉. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïðîöåññ WΦ
K(t) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçóåìûì ïðîöåñ-

ñîì ñ èíòåãðèðóåìûìè òðàåêòîðèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåä-
ñêàçóåìûõ âåðñèé ïðîöåññà ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî, ïðè-
âåäåííîå â [2] äëÿ ïðîöåññà

∫ t

0
S(t − s)Φ(s) dW (s), ãäå S(t) � ïîëóãðóïïà

îïåðàòîðîâ êëàññà C0. Ïðèìåíÿÿ ñòîõàñòè÷åñêóþ òåîðåìó Ôóáèíè, à çàòåì
ñâîéñòâà K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû, ïîëó÷èì

〈
∫ t

0

WΦ
K(s) ds, A∗y〉 = 〈

∫ t

0

∫ s

0

SK(s− r)Φ(r) dW (r) ds,A∗y〉 =

〈
∫ t

0

∫ t

r

SK(s− r) ds Φ(r) dW (r), A∗y〉 =

∫ t

0

〈
∫ t−r

0

SK(s) ds Φ(r) dW (r), A∗y〉 =

=

∫ t

0

〈
(
SK(t− r)−

∫ t−r

0

K(s) ds
)

Φ(r) dW (r), y〉 =

= 〈WΦ
K(t), y〉 − 〈

∫ t

0

∫ t−r

0

K(s) ds Φ(r) dW (r), y〉,
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îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî (10). Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ïóñòü ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì K-êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì çà-

äà÷è (1) è E
∫ T

0
‖B(X(s))Q1/2‖2

GS ds < ∞. Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå â ëåììå
2 ñâîéñòâî "ñòîõàñòè÷åñêîé ñâåðòêè" ñ Φ(s) = B(X(s)), èç ðàâåíñòâà (2)
îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî êîíâîëþöèîííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîå ðà-
âåíñòâî

〈X(t)−WΦ
K(t), y〉 = 〈

∫ t

0

K(s)ξ ds, y〉+ 〈
∫ t

0

(
X(s)−WΦ

K(s)
)

ds,A∗y〉+

+ 〈
∫ t

0

∫ t−s

0

K(r)dr f(s) ds, y〉, t ∈ [0, T ].

Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ Y (t) = X(t) −WΦ
K(t) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì

K-êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

Y (t) = ξ +

∫ t

0

AY (s) ds +

∫ t

0

f(s) ds, t ∈ [0, T ],

çíà÷èò, êàê áûëî äîêàçàíî â [3], îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå Y (t) =
SK(t)ξ +

∫ t

0
SK(t− s)f(s) ds. Èç ðàâåíñòâà

X(t)−
∫ t

0

SK(t−s)B(X(S)) dW (s) = SK(t)ξ +

∫ t

0

SK(t−s)f(s) ds, t ∈ [0, T ],

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (3) îïðåäåëåíèÿ ìÿãêîãî êîíâîëþöèîííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îáðàòíî, èç ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (3) ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (2). Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü (II) òåîðåìû
äîêàçàíà.

Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
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Èïàòîâà Â.Ì., Ïûðêîâà Î.À.

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ìèíèìóìà

Ðàçëè÷íûå ìåòîäèêè îáðàáîòêè äàííûõ íàáëþäåíèé øèðîêî ïðèìåíÿþò-
ñÿ â íàóêå è ïðàêòèêå êàê äëÿ óòî÷íåíèÿ íàèìåíåå èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàê è äëÿ èñïðàâëåíèÿ ñàìèõ íàáëþäàåìûõ ïîëåé,
îáû÷íî íåïîëíûõ è çàøóìë¼ííûõ. Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ èäåíòè-
ôèêàöèè è âàðèàöèîííîé àññèìèëÿöèè äàííûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî çà êðè-
òåðèé îïòèìàëüíîñòè áåð¼òñÿ ìèíèìóì öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè.
Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â îïðåäåë¼ííûõ ñèòóàöèÿõ áóäóò ïîëåçíû è íåêî-
òîðûå äðóãèå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëå-
äîâàíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è î ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ìèíèìóìà.

Ïóñòü òî÷íî èçâåñòíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû u0, à ðàñïðåäåë¼í-
íîå âíåøíåå ñèëîâîå âîçäåéñòâèå f òðåáóåòñÿ îïðåëåëèòü ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèîíàëà S(u), õàðàêòåðèçóþùåãî ðàñõîæäåíèå ìåæäó ìîäåëüíûì ðåøåíèåì
u = u(u0, f) è äàííûìè íàáëþäåíèé. Ïðè ïîèñêå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f ìû
áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè:
1) ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè äàííîì ôèêñèðîâàííîì f ôóíêöèîíàë S(u) íåëüçÿ
áûëî óìåíüøèòü, âûáèðàÿ âìåñòî u0 êàêîå-ëèáî äðóãîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.
Èíà÷å ãîâîðÿ, u0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïèñàííîé çàðàíåå òî÷êîé ìèíèìóìà è íàì
ïîäõîäÿò òîëüêî òå ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðûõ ýòîò ìèíèìóì èìååò ìåñòî;
2) ñðåäè âñåõ f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1), ìû âûáåðåì òó ôóíêöèþ, íà
êîòîðîé S(u) ïðèíèìàåò ñâî¼ íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Ðàçóìååòñÿ, ôóíêöèîíàë S(u) ìîæíî áûëî áû óìåíüøèòü, åñëè îòêàçàòü-
ñÿ îò òðåáîâàíèÿ 1) è ïðîâåñòè îïòèìèçàöèþ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Ïî-
ýòîìó ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü àëãîðèòì õàðàêòåðèçóåò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé
èíôîðìàöèÿ î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè u0 ñ÷èòàåòñÿ ãîðàçäî áîëåå äîñòîâåð-
íîé, ÷åì ñîäåðæàùàÿñÿ â S(u) èíôîðìàöèÿ î äàííûõ íàáëþäåíèé. Ê òîìó
æå ñàì ôóíêöèîíàë S(u) îáû÷íî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåãóëÿðèçóþùèå äîáàâêè,
êîòîðûå íèêàê íå ñâÿçàíû ñ íàáëþäàåìûìè ïîëÿìè, íî ïîçâîëÿþò êîððåêò-
íî ïîñòàâèòü çàäà÷ó è ýôôåêòèâíî îðãàíèçîâàòü âû÷èñëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà åù¼ íå îçíà-
÷àåò íàèëó÷ùåãî ñîãëàñîâàíèÿ ñ íàáëþäåíèÿìè, è êàæåòñÿ âïîëíå ðàçóìíûì
òðåáîâàíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäïèñàííîé òî÷êè ìèíèìóìà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è 1) - 2). Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà, âõîäÿùåãî
â óðàâíåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå íàøåé çàäà÷è.
Ïóñòü A � íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð, äåé-

ñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ïëîò-
íîé â H. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A � íåîãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé

122



ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð â H, èìåþùèé âïîëíå íåïðåðûâíûé
îáðàòíûé.

Îáîçíà÷èì: [·, ·] � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ; Xα, α ∈ R ãèëüáåðòî-
âû ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì [u, v]α = [Aαu,Aαv]; Y α =
L2(0, T ; Xα), ãäå T < +∞, Y = Y 0 = L2(0, T ; H); (·, ·), ‖ · ‖ � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â Y ; (·, ·)α, ‖ · ‖α � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â
Y α;

W = {u ∈ Y α+1/2, du
dt
∈ Y α−1/2}; W ∗ � ñîïðÿæåííîå ñ W ïðîñòðàíñòâî ïðè

îòîæäåñòâëåíèè Y ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì.
Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííóþ çàäà÷ó

du

dt
+ Au = f, t ∈ (0, T ); u(0) = u0,

åå ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð G : Xα × Y α−1/2 → W îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì
u = G(u0; f) ∀u0 ∈ Xα ∀f ∈ Y α−1/2.

Ïóñòü Q0 : Xα → W è Q : Y α−1/2 → W åñòü ñóæåíèÿ G íà ìíîæåñòâà
Xα×{0} è {0}×Y α−1/2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû Q∗

0 : W ∗ →
Xα è Q∗ : W ∗ → Y 1/2−α îïðåäåëèì ñîîîòíîøåíèÿìè

(Q0y, g) = [y, Q∗
0g]α ∀y ∈ Xα ∀g ∈ W ∗,

(Qf, g) = (f, Q∗g) ∀f ∈ Y α−1/2 ∀g ∈ W ∗.

Ïóñòü íà W çàäàí ôóíêöèîíàë

S(u) =
γ

2
‖ut + Au‖2

α−1/2 +
σ

2
‖u‖2

α+1/2 +
1

2
‖u− û‖2

β,

ãäå γ > 0, σ ≥ 0, β ≤ α + 1/2.
Ïðè çàäàííûõ u0 ∈ Xα è û ∈ Y β ââåä¼ì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé g ∈

Y α−1/2, äëÿ êîòîðûõ S(G(u0; g)) ≤ S(G(v0; g)) ∀v0 ∈ Xα, è ðàññìîòðèì
çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ôóíêöèè f òàêîé, ÷òî:
(i) f ∈ F ;
(ii) S(G(u0; f)) ≤ S(G(u0; g)) ∀g ∈ F .

Ïóñòü {wn} � ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H, ñîñòàâëåííàÿ èç
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé A : Awn = λnwn, λn > 0, λn → +∞ ïðè n →∞.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Åñëè γ > 0 è σ > 0, β ≤ α + 1/2 èëè σ ≥ 0, β = α + 1/2, òî

çàäà÷à (i)-(ii) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ u0 ∈ Xα , û ∈ Y β.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî F íå ïóñòî. Ôóíêöèÿ f ∈ F ,

åñëè ïåðâàÿ âàðèàöèÿ S(u) ðàâíà íóëþ íà u = G(u0; f) è âñåõ v ∈ Q0X
α.

Âîçüì¼ì v = vn = Q0wn = e−λntwn, òîãäà

δS(u)vn = σ(u, λ2α+1
n vn) + (u− û, λ2β

n vn) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψn(t) = e−λnt− eλn(t−2T ), cn =
∫ T

0
ψ2

n(t)dt = 1
2λn

(1− e−4λnT )−
2Te−2λnT , mn = 1

2
(σλ2α

n + λ2β−1).
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Èç óðàâíåíèÿ −qt + Aq = vn, q(T ) = 0, íàõîäèì q = qn = 1
2λn

ψn(t)wn. Èñïîëü-
çóÿ ðàâåíñòâî (u, vn) = (f, qn) + 1

2λn
(1− e−2λnT )[u0, wn], èìååì

δS(u)vn = mn

∫ T

0

ψn(t)[f, wn]dt + mn(1− e−2λnT )[u0, wn]− λ2β
n (û, vn) = 0,

òî åñòü ∫ T

0

ψn(t)[f, wn]dt
λ2β

n

mn

(û, vn)− (1− e−2λnT )[u0, wn].

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå ïî íîðìå L2(0, T ) çíà÷åíèå [f, wn] ðàâíî

f̂n(t)dt =
1

cn

(
λ2β

n

mn

∫ T

0

e−2λnt[û, wn]dt− (1− e−2λnT )[u0, wn]

)
ψn(t).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f̂ =
∑∞

n=1 f̂n(t)wn ïðèíàäëåæèò Y α−1/2 è
ïî ïîñòðîåíèþ f̂ ∈ F . Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå
F ñëàáî çàìêíóòî â Y α−1/2, ôóíêöèîíàë J(f) = S(G(u0; f)), f ∈ F , ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî âûïóêëûì è ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â Y α−1/2, à ëþáàÿ åãî
ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî J(f)
èìååò íà F òî÷êó ìèíèìóìà è ýòà òî÷êà ìèíèìóìà åäèíñòâåííà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B = σA2α+1 + A2β, D = γA2α−1 + Q∗BQ. Óñëîâèÿ (i)-(ii)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Q∗

0BQf = Q∗
0(A

2βû−BQ0u0),
Df −Q∗A2βû = Q∗BQ0r0, r0 ∈ Xα.
Èñêëþ÷àÿ èç ýòîé ñèñòåìû f , ïîëó÷àåì äëÿ r0 óðàâíåíèå Mr0 = η, ãäå
M = Q∗

0BQD−1Q∗BQ0, η = Q∗
0(A

2βû−BQ0u0)−Q∗
0BQD−1Q∗A2βû.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð M èìååò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè wn, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

µn =
1

2
(σ + λ2β−2α−1

n )(1− e−2λnT )− λn(σ + λ2β−2α−1
n )

an + λn + (an − λn)e−2anT
(1− e−2λnT ),

ãäå an = λn

√
1 + (σ + λ2β−2α−1

n )/γ .
Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (i)-(ii) ÿâëÿåòñÿ

f = D−1Q∗A2βû +
1

γ

∞∑
n=1

fn

µn

(
e−antean(t−2T )

)
wn,

ãäå

fn =
λ2

n

ρn

(σ + λ2β−2α−1
n )

(
λ2β−2α

n

ρn

∫ T

0

hn(t)[û, wn]dt−

1

2
(σ + λ2β−2α−1

n )(1− e−2λnT )[u0, wn]

)
,

hn(t) = (an + λn)e−ant + (an − λn)ean(t−2T ), ρn = hn(0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ A, Aw = λw, òîãäà

Q∗BQ0w =
b

2λ
ψ(t)w, ãäå b = σλ2α+1 + λ2β, ψ(t) = e−λt − eλ(t−2T ).

Äëÿ ξ = D−1Q∗BQ0w èìååì ξ = y(t)w,

γλ2α−1ξ + bQ∗Qξ
b

2λ
ψ(t)w,

èç ÷åãî íàõîäèì y(T ) = 0, γλ2α−1(−y
′
+ λy)w + bQξbe−λtw. Ñëåäîâàòåëüíî,

−y
′
(0) + λy(0) = bλ1−2α/γ, γλ2α−1(−y

′′
+ λ2y) + by = 0,

òî åñòü y
′′

= a2y, ãäå a =
√

λ2 + bλ1−2α/γ . Òàêèì îáðàçîì,

y(t) =
b(e−at − ea(t−2T ))

γλ2α−1(λ + a + (a− λ)e−2aT )
.

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèå −qt + Aq = bQy(t)w, q(T ) = 0. Åãî ðåøåíèåì
áóäåò q = z(t)w, ãäå

−z
′′

+ λ2z = by(t), z(T ) = 0, −z′(0) + λz(0) = 0,

òî åñòü
z(t) =

1

2
λ2α(σ + λ2β−2α−1)(e−λt − eλ(t−2T ))−

λ2α+1(σ + λ2β−2α−1)(e−at − ea(t−2T ))

λ + a + (a− λ)e−2aT
.

Çàìåòèâ, ÷òî Mw = λ−2αz(0)w, ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ M .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå η =

∑∞
n=1 ηnwn, âû÷èñëèì

[η, w] = [η, λ−2αw]α = λ2β−2α(û, Q0w −Qy(t)w)− bλ−2α(Q0u0, Q0w) =

λ2β−2α

h(0)

∫ T

0

h(t)[û, w]dt− 1

2
(σ + λ2β−2α−1)(1− e−2λT )[u0, w] ,

ãäå h(t) = (λ + a)e−at + (a− λ)ea(t−2T ).
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè r0 =

∑∞
n=1 ηnwn/µn è D−1Q∗BQ0w = y(t)w

äëÿ âû÷èñëåíèÿ f = D−1(Q∗A2βû + Q∗BQ0r0).
Â ðàññìîòðåííîì íàìè ôóíêöèîíàëå S(u) ôóíêöèÿ û ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íåêîòîðûå äàííûå íàáëþäåíèé, â òî âðåìÿ êàê ïåðâûå äâà ÷ëåíà ââåäåíû èç
÷èñòî òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è ñëóæàò äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è. Èíòå-
ðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ýòîé öåëè ýêâèâàëåíòíûõ íîðì,
ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóàöèè, êîãäà èññëåäóåìàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. Ââå-
ä¼ì ôóíêöèîíàë

S(u) =
γ

2
‖ut‖2

α−1/2 +
σ

2
‖u‖2

α+1/2 +
1

2
‖u− û‖2

β (1)
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è äëÿ íåãî âíîâü áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (i)-(ii).
Òåîðåìà 3. Åñëè γ > 0 è σ > 0, β < α+1/2, σ 6= γ, èëè σ ≥ 0, β = α+1/2,

σ 6= γ − 1, òî çàäà÷à (i)-(ii) äëÿ ôóíêöèîíàëà S(u), çàäàííîãî â (1), èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ u0 ∈ Xα , û ∈ Y β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F íå ïóñòî. Ôóíê-
öèÿ f ∈ F , åñëè äëÿ u = G(u0; f) è âñåõ v ∈ Q0X

α èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

δS(u)v = γ(ut, A
2α−1vt) + σ(Au, A2αv) + (u− û, A2βv) = 0.

Âîçüì¼ì v = vn = Q0wn = e−λntwn. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ut = f − Au,

(u, vn) = (f, qn) +
1

2λn

(1− e−2λnT )[u0, wn], qn =
1

2λn

(e−λnt − eλn(t−2T ))wn ,

íàõîäèì

δS(u)vn = γ(f,−λ2α
n vn) +

(
(γ + σ)λ2α+1

n + λ2β
n

)
(u, vn)− λ2β

n (û, vn)

1

2

∫ T

0

ψn(t)[f, wn]dt +
1

2
mn(1− e−2λnT )[u0, wn]− λ2β

n (û, vn) = 0,

ãäå ψn(t) = pne−λnt −mneλn(t−2T ), pn = (σ − γ)λ2α
n + λ2β−1, mn = (σ + γ)λ2α

n +
λ2β−1.
Ìèíèìàëüíîå ïî íîðìå L2(0, T ) çíà÷åíèå [f, wn] ðàâíî

f̂n(t)dt =
1

cn

(
2λ2β

n

∫ T

0

e−λnt[û, wn]dt−mn(1− e−2λnT )[u0, wn]

)
ψn(t),

ãäå

cn =

∫ T

0

ψ2
n(t)dt =

p2
n

2λn

(1− e−2λnT )− 2pnmnTe−2λnT +
m2

n

2λn

e−2λnT (1− e−2λnT ) .

Â óñëîâèÿõ íàøåé òåîðåìû ôóíêöèÿ f̂ =
∑∞

n=1 f̂n(t)wn ïðèíàäëåæèò Y α−1/2

è ïî ïîñòðîåíèþ f̂ ∈ F .
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè σ = γ, β < α + 1/2 èëè

σ = γ − 1, β = α + 1/2, ðÿä äëÿ ôóíêöèè f̂ ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ â Y α−1/2,
òî åñòü ìíîæåñòâî F ìîæåò áûòü ïóñòûì äëÿ çàäàííûõ u0 ∈ Xα è û ∈ Y β.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåí¼ííûé â (1) ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè ãàðàíòèðóåò òîëü-
êî îãðàíè÷åííîñòü ìèíèìèçèðóþöèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íî íå ãàðàíòèðó-
åò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà f òàêîãî, ÷òî íà u0 ðåàëèçóåòñÿ
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I(v0) = S(G(v0; f)), v0 ∈ Xα.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû íà ïðàêòèêå äëÿ âàðèàöèîííîé àññèìèëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé â
ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ è â ìîäåëÿõ ñ ìàëîé íåëèíåéíîñòüþ.
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Êàëèòâèí À.Ñ.

Î ôðåäãîëüìîâîñòè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ðîìàíîâñêîãî

Â 1932 ãîäó Â.È. Ðîìàíîâñêèé ðàññìîòðåë â ðàáîòå [1] öåïè Ìàðêîâà, â
êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â êàêîì�
íèáóäü îïûòå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé X â äâóõ ïðåäûäóùèõ îïûòàõ. Òàêèå öåïè
áûëè íàçâàíû èì äâóñâÿçíûìè, à èõ èçó÷åíèå ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîìó èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

u(x, y) = λ

b∫

a

ϕ(t, x, y)u(t, x)dt. (1)

Óðàâíåíèå (1) è íåîäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

u(x, y) = λ

b∫

a

ϕ(t, x, y)u(t, x)dt + f(x, y) (2)

áûëè èññëåäîâàíû Â.È. Ðîìàíîâñêèì â ðàáîòå [1] (ñì. òàêæå [2]) ìåòîäîì,
àíàëîãè÷íûì ìåòîäó îïðåäåëèòåëåé Ôðåäãîëüìà, â ïðåäïîëîæåíèè íåïðå-
ðûâíîñòè çàäàííûõ ôóíêöèé ϕ(t, x, y) è f(x, y). Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü
óðàâíåíèé (1) è (2) ñâÿçàíà ñ ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ ó íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è èíòåãðèðîâàíèåì åå ïî îäíîé èç äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïðè áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòè è äðóãèå êëàññû óðàâíåíèé ïî-
äîáíîãî òèïà èçó÷àëèñü â [3].

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì äâóñâÿçíûõ öåïåé Ìàðêîâà ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-
ñâÿçíûå öåïè Ìàðêîâà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñëó-
÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ X ñî çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b). Îïûòàì
ñ ýòîé ïåðåìåííîé ïðèñâàèâàþòñÿ íîìåðà 1, 2, .... Îïûòû 1, 2, ..., n îáðàçóþò
íà÷àëüíîå çâåíî �0, îïûòû 2, 3, ..., n + 1 � çâåíî �1 è òàê äàëåå. Áåñêîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ çâåíüåâ ñîñòàâëÿåò ìíîãîñâÿçíóþ öåïü Ìàðêîâà
[1,2], åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Çíà÷åíèÿ x1, x2, ..., xn ïåðåìåííîé X â íà÷àëüíîì çâåíå óäîâëåòâîðÿþò
äèôôåðåíöèàëüíîìó çàêîíó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé p0(x1, x2, ..., xn) � íà÷àëü-
íîìó çàêîíó. Äèôôåðåíöèàëüíûé çàêîí ðàâåíñòâà X = xn â êàêîì-íèáóäü
îïûòå äàåòñÿ ôóíêöèåé ϕ(t, x1, ..., xn−1, xn) ïðè óñëîâèè, ÷òî â n ïðåäûäóùèõ
îïûòàõ

X = t, X = x1, ..., X = xn−1.

Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
b∫

a

ϕ(t, x1, ..., xn)dxn = 1.
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Ïóñòü pk(x1, ..., xn) � äèôôåðåíöèàëüíûé çàêîí âåðîÿòíîñòåé òîãî, ÷òî
â çâåíå �k X = x1, ..., X = xn, à î ðåçóëüòàòàõ äðóãèõ îïûòîâ íè÷åãî íå
èçâåñòíî. Òîãäà

pk+1(x1, ..., xn) =

b∫

a

pk(t, x1, ..., xn−1)ϕ(t, x1, ..., xn)dt. (3)

Åñëè òåïåðü pk(x) � äèôôåðåíöèàëüíûé çàêîí âåðîÿòíîñòåé ðàâåíñòâà X =
x â k � îì îïûòå ïðè óñëîâèè, ÷òî ðåçóëüòàòû äðóãèõ îïûòîâ íåèçâåñòíû,
òî

pk(x) =

b∫

a

...

b∫

a

pk−n−1(t1, ..., tn)ϕ(t1, ..., tn, x)dt1...dtn.

Ïîëàãàÿ â (3) pk(x1, ..., xn) = λ−ku(x1, ..., xn), ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ
u(x1, ..., xn) óäîâëåòâîðÿåò ìíîãîìåðíîìó îäíîðîäíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

u(x1, ..., xn) = λ

b∫

a

ϕ(t, x1, ..., xn)u(t, x1, ..., xn−1)dt. (4)

Óðàâíåíèå (4) è íåîäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

u(x1, ..., xn) = λ

b∫

a

ϕ(t, x1, ..., xn)u(t, x1, ..., xn−1)dt + f(x1, ..., xn) (5)

èçó÷àëîñü Â.È. Ðîìàíîâñêèì ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè çàäàííûõ ôóíêöèé
ϕ(t, x1, ..., xn) è f(x1, ..., xn) [1,2]. Â äàííîé ðàáîòå ýòè óðàâíåíèÿ èçó÷àþòñÿ
ïðè áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ óðàâíåíèé (4)
è (5) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà (x1, . . . , xn−1, t) → (t, x1, . . . , xn−1)
ïåðåìåííûõ ó íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è ïîñëåäóþùåå
èíòåãðèðîâàíèå ïî îäíîé èç n ïåðåìåíííûõ.

Ïóñòü T = [a, b], D = T n, C = C(D) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà
D ôóíêöèé, Lk = L1(T k) è C(Lk) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â Lk (k = 1, ..., n). C(Lk) ñîñòîèò èç ôóíêöèé
a(t1, ..., tk, x1, ..., xn), äëÿ êîòîðûõ

sup
D

∫

T k

|a(t1, ..., tk, x1, ..., xn)|dt1...dtk < ∞ (6)

(çäåñü è äàëåå èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà) è
∫

T k

|a(t1, ..., tk, x1, ..., xn)− a(t1, ..., tk, x̄1, ..., x̄n)|dt1...dtk → 0 (7)
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ïðè x1 → x̄1, ..., xn → x̄n. C(Lk) (k = 1, ..., n) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îòíî-
ñèòåëüíî íîðìû

||a||C(Lk) = sup
D

∫

T k

|a(t1, ..., tk, x1, ..., xn)|dt1...dtk.

×åðåç Φ îáîçíà÷èì ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Φu(x1, ..., xn) =

∫

T

ϕ(t, x1, ..., xn)u(t, x1, ..., xn−1)dt, (8)

ãäå ϕ ∈ C(L1), à u ∈ C(D). Îïåðàòîð Φ äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå C(D) è
íåïðåðûâåí.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ϕ ∈ C(L1), à u ∈ C(D), òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ â (8) ïðèíàäëåæèò C(L1). Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè
èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðà [4, ñ. 242] ôóíêöèÿ Φu íåïðåðûâíà, ò.å. îïåðàòîð (8)
äåéñòâóåò â C(D). Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà Φ âûòåêàåò èç îöåíêè

||Φu||C = max
D

∣∣∣∣∣
∫

D

ϕ(t, x1, ..., xn)u(t, x1, ..., xn−1)dt

∣∣∣∣∣ 6

6 max
D

∫

D

|ϕ(t, x1, ..., xn)|max
D
|u(t, x1, ..., xn−1)|dt = ||ϕ||C(L1) · ||u||C .

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Φ äåéñòâóåò â C(D), íåïðåðûâåí è ||Φ|| 6 ||ϕ||C(L1).
Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (4) è (5) ñ ÿäðîì ϕ èç C(L1) åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-

âàòü â C(D) êàê îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ u = λΦu è

u = λΦu + f, f ∈ C(D), (9)

â êîòîðûõ Φ íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì â C(D), åñëè îí íå ñîâïà-
äàåò ñ íóëåâûì îïåðàòîðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ê óðàâíåíèÿì (5) è (9) íåïîñðåä-
ñòâåííî íå ïðèìåíèìà òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò,
÷òî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè, òåì íå ìåíåå, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà
óðàâíåíèÿ (5) è (9) â C(D).

Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ ∈ C(L1) è f ∈ C(D). Òîãäà äëÿ óðàâíåíèé (5) è (9) â
C(D) ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Φn â
C(D), òàê êàê êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Φm ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì m
âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðàòîðà I −Φ [5, ñ.
511].

Äîêàæåì êîìïàêòíîñòü â C(D) îïåðàòîðà Φn. Ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû
Ôóáèíè è ðàâåíñòâà (8) èìååì

Φ1u(x1, ..., xn) =

∫

T

ϕ(t1, x1, x2, ..., xn)u(t1, x1, ..., xn−1)dt1,

129



Φ2u(x1, ..., xn) =

∫

T 2

∫
ϕ(t2, x1, x2, ..., xn)ϕ(t1, t2, x1, ..., xn−1)×

×u(t1, t2, x1, ..., xn−2)dt1dt2,

................................................................................................................

Φnu(x1, ..., xn) =

∫

D

...

∫
ϕ(tn, x1, x2, ..., xn)ϕ(tn−1, tn, x1, ..., xn−1)× ...

×ϕ(t1, t2, ..., tn, x1)u(t1, ..., tn)dt1...dtn,

ãäå u � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C(D). ßäðî îïåðàòîðà Φ1 = Φ � ôóíêöèÿ
ϕ(t, x1, ..., xn) � ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C(L1). Ïîêàæåì, ÷òî ÿäðî îïå-
ðàòîðà Φ2 ïðèíàäëåæèò C(L2), òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6) è (7) ïðè
k = 2. Èìååì

∫

T 2

∫
|ϕ(t2, x1, ..., xn)ϕ(t1, t2, x1, ..., xn−1)|dt1dt2 =

=

∫

T

[
|ϕ(t2, x1, ..., xn)|

∫

T

|ϕ(t1, t2, x1, ..., xn−1)|dt1

]
dt2 6 ||ϕ||2C(L1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî îïåðàòîðà Φ2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6), à ñïðàâåäëè-
âîñòü óñëîâèÿ (7) äëÿ ýòîãî ÿäðà âûòåêàåò èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (7) äëÿ
ôóíêöèè ϕ è èç îöåíêè

∫

T 2

∫
|ϕ(t2, x1, x2, ..., xn)ϕ(t1, t2, x1, ..., xn−1)−

−ϕ(t2, x̄1, x̄2, ..., x̄n)ϕ(t1, t2, x̄1, ..., x̄n−1)|dt1dt2 6

6
∫

T 2

∫
|ϕ(t2, x1, ..., xn)− ϕ(t2, x̄1, ..., x̄n)||ϕ(t1, t2, x1, ..., xn−1)|dt1dt2+

+

∫

T 2

∫
|ϕ(t2, x̄1, ..., x̄n)||ϕ(t1, t2, x1, ..., xn−1)− ϕ(t1, t2, x̄1, ..., x̄n−1)|dt1dt2 6

6 ||ϕ||C(L1)

[∫

T

|ϕ(t2, x1, ..., xn)− ϕ(t2, x̄1, ..., x̄n)|dt2+

+

∫

T

( ∫

T

|ϕ(t1, t2, x1, ..., xn−1)− ϕ(t1, t2, x̄1, ..., x̄n−1)|dt1

)
dt2

]
.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà Φk ïðèíàäëåæèò C(Lk)
ïðè äðóãèõ k.
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Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Φn ïðèíàäëåæèò ïðîñò-
ðàíñòâó C(Ln). Â ñèëó êðèòåðèÿ êîìïàêòíîñòè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â
C(D) [6, ñ. 101] îïåðàòîð Φn êîìïàêòåí â C(D). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ϕ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà ïðèíàäëåæèò C(L1).
Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ðîìàíîâñêîãî ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû
ñïðàâåäëèâî, åñëè ϕ � îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ðàçðûâû
òîëüêî âäîëü êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîâåðõíîñòåé t = γ(x1, . . . , xn) ñ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé γ; áîëåå òîãî, îíî ñïðàâåäëèâî, åñëè îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè ϕ
çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì ||ϕ(·, x1, . . . , xn)||Lp 6 c < ∞ (1 < p < ∞), òàê
êàê ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ϕ ∈ C(L1) [7, c. 40-41]. Òàê æå, êàê è â [7, c. 90-92],
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÿäðà òèïà ïîòåíöèàëà

ϕ(t, x1, . . . , xn) =
ψ(t, x1, . . . , xn)

n∑
k=1

ak|xk − t|γk

,

ãäå ψ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, 0 < γk < 1 è ak (k = 1, . . . , n) � íåîòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ, ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó C(L1). Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ ìíîãîìåð-
íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ðîìàíîâñêîãî ñ ÿäðîì òèïà ïîòåíöèàëà.
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Î ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðàõ ïîòåíöèàëà è òèïà ïîòåíöèàëà
ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

Â çàìåòêå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ äåéñòâèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðàõ ïîòåíöè-
àëà è òèïà ïîòåíöèàëà, ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è òèïà ëîãàðèôìè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ âåêòîð - ôóíê-
öèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû âèäà

A =




A11 . . . A1n

. . . . . . . . .
An1 . . . Ann


 ,

ãäå
(Aijy)(t, s)= cij(t, s)y(t, s)+D∫

T
lij(t, s, τ)y(τ, s)dτ+

+D∫
S
mij(t, s, σ)y(t, σ)dσ +D ∫∫

D
nij(t, s, τ, σ)y(τ, σ)dτdσ

(1)

� îïåðàòîðû ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, T è S � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Rp è Rq ñ ìåðîé Ëåáåãà, t ∈ T , s ∈ S, D =
T × S, y : D → R, ÿäðà lij : D × T → R, mij : D × S → R, nij : D ×D → R �
èçìåðèìûå ôóíêöèè, èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà, i, j = 1, . . . , n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(D) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà D ôóíêöèé, à ÷å-
ðåç U � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà D âåêòîð - ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â Rn. Ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà U ÿâëÿþòñÿ âåêòîð - ôóíêöèè u(t, s) =
(u1(t, s), . . . , un(t, s)), ãäå ui ∈ C(D) (i = 1, . . . , n). U � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
ñ íîðìîé

‖u‖U =
∥∥∥‖ui‖C(D)

∥∥∥
Rn

.

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî âåêòîð - ôóíêöèé v(t, s) = (v1(t, s), . . . , vn(t, s) ), ãäå
vi ∈ Lp(D) (1 6 p 6 ∞, i = 1, . . . , n). V � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëü-
íî ëþáîé èç ñëåäóþùèõ íîðì:

‖v‖V =
∥∥∥‖vi‖Lp(D)

∥∥∥
Rn

, ‖v‖V = ‖‖v(t, s)‖Rn‖Lp(D) .

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå U (â ïðîñòðàíñòâå
V ) òî÷íî òîãäà, êîãäà îïåðàòîðû Aij (i, j = 1, . . . , n) äåéñòâóþò â C(D) (â
Lp(D)). Ïðè ýòîì îïåðàòîð A íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà V. Â ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâà U îíî àíàëîãè÷íî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå V. Ïðî-
ñòðàíñòâî V ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîé ñóììû V (1) ⊕ V (2) ⊕ . . . ⊕ V (n), ãäå
ïîäïðîñòðàíñòâà V (1), V (2), ..., V (n) ñîñòîÿò èç âåêòîð - ôóíêöèé v(1)(t, s) =
(y(t, s), 0, . . . , 0), v(2)(t, s) = (0, y(t, s), 0, . . . , 0), . . . , v(n)(t, s) = (0, . . . , 0, y(t, s))
ñîîòâåòñòâåííî, à y ∈ Lp(D). Òîãäà v = v(1) + v(2) + . . . + v(n) è Av =
Av(1) + Av(2) + . . . + Av(n). Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
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Av(1) =




A11y
A21y
. . .

An1y


 , Av(2) =




A12y
A22y
. . .

An2y


 , . . . , Av(n) =




A1ny
A2ny
. . .

Anny


 .

Ïî óñëîâèþ îïåðàòîð A äåéñòâóåò â V. Òàê êàê V (1) ⊂ V , òî Av(1) ∈ V ,
÷òî ðàâíîñèëüíî âêëþ÷åíèÿì Ai1y ∈ Lp(D) (i = 1, . . . , n), ãäå y � ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Lp(D). Ïîñëåäíèå âêëþ÷åíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî îïåðàòîðû
A11, A21, . . . , An1 äåéñòâóþò â Lp(D). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äåéñòâèå â
Lp(D) îïåðàòîðîâ Aij (i = 1, . . . , n; j = 2, . . . , n). Òàê êàê äåéñòâóþùèå â
Lp(D) îïåðàòîðû Aij íåïðåðûâíû [1,2], òî îòñþäà âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü â
V îïåðàòîðà A. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû Aij (i, j = 1, . . . , n) äåéñòâó-
þò â ïðîñòðàíñòâå Lp(D) (1 6 p 6 ∞). Òîãäà îíè íåïðåðûâíû [1,2]. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îïåðàòîð Ai, îïðåäåëÿåìûé ïðè êàæäîì i = 1, . . . , n ðàâåíñòâîì
Aiv =

∑n
j=1 Aijvj, äåéñòâóåò èç V â Lp(D) è íåïðåðûâåí. Òîãäà îïåðàòîð

A =




A1

. . .
An


 ,

ãäå A1 = (A11, . . . , A1n), . . . , An = (An1, . . . , Ann), î÷åâèäíî, äåéñòâóåò â V è
íåïðåðûâåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïåðàòîðàìè ïîòåíöèàëà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íàçûâàþò îïåðàòîðû
âèäà (1) c ÿäðàìè

lij(t, s, τ) = |t− τ |−αij , mij(t, s, σ) = |s− σ|−βij ,

nij(t, s, τ, σ) = |(t, s)− (τ, σ)|−γij ,
(2)

ãäå 0 < αij < p, 0 < βij < q, 0 < γij < p+q (i, j = 1, . . . , n), |· − ·| � ðàññòîÿíèå
â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ Rp, Rq, Rp+q, à ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè � îïåðàòîðû (1) ñ ÿäðàìè

lij(t, s, τ) = | ln |t− τ ||−αij , mij(t, s, σ) = |ln |s− σ||−βij ,

nij(t, s, τ, σ) = |ln |(t, s)− (τ, σ)||−γij , i, j = 1, . . . , n.
(3)

Îïåðàòîð (1) ñ ÿäðàìè (2) íàçîâåì ìàòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì ñ ÷àñòíûìè
èíòåãðàëàìè, à ñ ÿäðàìè (3) � ìàòðè÷íûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè.

Òàê êàê îïåðàòîðû ïîòåíöèàëà è ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñ ÷àñò-
íûìè èíòåãðàëàìè äåéñòâóþò â C(D) è â Lp(D) (1 6 p 6 ∞) [1,3], òî îòñþäà
è èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Ìàòðè÷íûé ïîòåíöèàë è ìàòðè÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâàõ U è V è
íåïðåðûâåí.
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Îïåðàòîðàìè òèïà ïîòåíöèàëà è òèïà ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íàçûâàþò îïåðàòîðû âèäà (1) ñ ÿäðàìè

lij(t, s, τ) = aij(t, s, τ) |t− τ |−αij , mij(t, s, σ) = bij(t, s, σ) |s− σ|−βij ,

nij(t, s, τ, σ) = cij(t, s, τ, σ) |(t, s)− (τ, σ)|−γij
(4)

è
lij(t, s, τ) = aij(t, s, τ) | ln |t− τ ||−αij ,

mij(t, s, σ) = bij(t, s, σ) | ln |s− σ||−βij ,

nij(t, s, τ, σ) = cij(t, s, τ, σ) | ln |(t, s)− (τ, σ)||−γij ,

(5)

ãäå 0 < αij < p, 0 < βij < q, 0 < γij < p + q (i, j = 1, . . . , n), à |· − ·| �
ðàññòîÿíèå â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ Rp, Rq, Rp+q.

Ìàòðè÷íûì îïåðàòîðîì òèïà ïîòåíöèàëà è òèïà ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íàçîâåì îïåðàòîð (1) ñ ÿäðàìè (4) è (5)
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïåðàòîðû òèïà ïîòåíöèàëà è òèïà ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñ ÷àñò-
íûìè èíòåãðàëàìè è îãðàíè÷åííûìè èçìåðèìûìè (íåïðåðûâíûìè) ôóíêöè-
ÿìè aij, bij è cij (i, j = 1, . . . , n) äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå Lp(D) (1 6 p 6 ∞)
(â ïðîñòðàíñòâå C(D)) [1,3]. Â ñèëó òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Ìàòðè÷íûé îïåðàòîð òèïà ïîòåíöèàëà è òèïà ëîãàðèô-
ìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè è îãðàíè÷åííûìè èçìåðè-
ìûìè (íåïðåðûâíûìè) ôóíêöèÿìè aij, bij è cij (i, j = 1, . . . , n) äåéñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâå V (â ïðîñòðàíñòâå U) è íåïðåðûâíû.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, ÿäðà êîòîðûõ äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ (4) è (5).

Ëèòåðàòóðà. 1. Êàëèòâèí À.Ñ. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ ÷àñòíûìè èíòå-
ãðàëàìè. � Âîðîíåæ: Ö×ÊÈ, 2000. � 252 c. 2. Appell J.M., Kalitvin A.S.,
Zabrejko P.P. Partial Integral Operators and Integro - Di�erential Equations. �
New York: Marcel Dekker, 2000. � 560 p.p. 3. Êàëèòâèí À.Ñ., Ôðîëîâà Å.Â. Ëè-
íåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè. Ñ � òåîðèÿ. � Ëèïåöê: ËÃÏÓ,
2004. � 195 c.
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Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé

1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Pτ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé x(t), t ∈ [0, τ ], τ > 0, èìåþùèõ íà êîìïàêòå [0, τ ],
τ > 0, òîëüêî ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñêà÷êîâ. Ìåòðèêà dτ â ïðîñòðàí-
ñòâå Pτ ââîäèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ ñåïàðà-
áåëüíûì. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Pτ ïðîèçâîäèòñÿ íàìè
ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ñëàáî êîìïàêòíûõ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè dτ ìíîæåñòâ P

ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé P, îïðåäåë¼ííûõ íà Pτ . Ïðè ýòîì íåïîëíîòà ïðî-
ñòðàíñòâà Pτ îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé [4]. Ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü ëþáîãî
ìíîæåñòâà P âåðîÿòíîñòíûõ ìåð P íà Pτ ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê
ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ x̃ ñ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè òðàåêòîðèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè Pτ . Èìåííî ïî ýòîé
ïðè÷èíå, ñâîéñòâî ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà Pτ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âàæ-
íûì, òàê êàê âåðîÿòíîñòíûå ìåðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äîëæíû áûòü íåïðå-
ðûâíû â òîïîëîãèè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ñ îäíîé ñòîðîíû, à, ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, îíè äîëæíû ñòðîèòüñÿ íà ñ÷¼òíî-ïîðîæä¼ííîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà Pτ . Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, êàæóùèéñÿ åñòåñòâåííûì ïîäõîä ê
ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è - êîíñòðóèðîâàíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ïîäõîäÿùåì
ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì î÷åíü øèðîêèé çàïàñ
ôóíêöèé x(t), t ∈ [0, τ ], íàïðèìåð, íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé x(t)
íà [0, τ ], îáëàäàþùèõ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé, íå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ñíàáæ¼í-
íîå òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé íîðìîé ||x(t)|| = |x(0)| + Var{x(t); t ∈ [0, τ ]}
ôóíêöèé x(t), íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì.

Ïðåäëàãàåìàÿ íàìè êîíñòðóêöèÿ ìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ âèäîèçìåíåíèåì äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Pτ ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Ñêîðîõîäà [4], ñîñòîÿùåãî èç áîëåå
øèðîêîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé íà [0, τ ], à èìåííî òåõ, êîòîðûå íå èìåþò ðàç-
ðûâîâ âòîðîãî ðîäà. Íåîáõîäèìîñòü ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ ââîäèìîãî íàìè
ïðîñòðàíñòâà Pτ îáúÿñíÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, òåì, ÷òî åãî ìåòðèêà áîëåå
óäîáíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé � êîíñòðóèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè òðàåêòîðèÿìè, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêîãî ðîäà ïðî-
öåññû, åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
[2]. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèå (è ïî-
ëóìàðêîâñêèå) öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òî÷êè ðàçðûâîâ òðàåêòîðèé
ýòèõ ïðîöåññîâ ñîñòàâëÿþò îðäèíàðíûå ñëó÷àéíûå ïîòîêè [3].

2. Ïðîñòðàíñòâî Pτ . Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Pτ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R, îïðåäåë¼ííûõ íà [0, τ ]. Êàæäàÿ
ôóíêöèÿ x(t) èç Pτ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì a0 ∈ R è ïàðîé êîíå÷íûõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = 〈ak 6= 0; k = 1÷m〉, t = 〈tk > 0; k = 1÷m〉
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îäèíàêîâîé äëèíû m ∈ N, ãäå m � ÷èñëî ñêà÷êîâ ýòîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ x(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

x(t) = a0 +
∑

k:
Pk

j=1 tj≤t

ak . (1)

Òî÷êè

τk =
k∑

j=1

tj , k = 1÷m

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó, ââèäó îãðàíè÷åíèÿ τm <
τ , êîìïîíåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

m∑

k=1

tk < τ .

Êîìïîíåíòû ak ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ÿâëÿþòñÿ ñêà÷êàìè ôóíêöèè x(t) â
òî÷êàõ τk. Ñîãëàñíî (1), ôóíêöèè x(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå íà ìíîãîîáðàçèè Pτ ìåòðèêè, â êîòîðîé
ýòî ìíîãîîáðàçèå ïðåâðàòèëîñü áû â ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ σ− àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ
âñå öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà

Λ[t1, x1; ...; tn, xn] = {x(t) : x(t1) < x1, ..., x(tn) < xn} , n ∈ N ,

ñîâïàäàåò ñ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû ìåòðèêà áûëà äîñòàòî÷íî "ñèëüíîé".
Ýòî îáåñïå÷èò íàëè÷èå íå î÷åíü øèðîêîãî êëàññà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ïîïîëíåíèå Pτ íà îñíîâå ýòîé ìåòðèêè íå áóäåò î÷åíü
áîãàòûì. Ïðèñîåäèíÿåìûå ê Pτ , ïðè òàêîì ïîïîëíåíèè, ôóíêöèè áóäóò ïî-
õîæèìè íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè âèäà (1).

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì Uτ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàþùèõ íà [0, τ ] ôóíêöèé u(x), äëÿ êîòîðûõ u(0) = 0, u(τ) = τ , òî åñòü
u(x) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé u : [0, τ ] 7→ [0, τ ] è u ∈ C[0, τ ]. Ìíîæåñòâî Uτ ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè ôóíêöèé, à èìåííî, äëÿ êàæäîé
ïàðû ôóíêöèé u1 è u2 èç Uτ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ (u1 ∗ u2)(x) = u1(u2(x)),
ïîëó÷àåìàÿ òàêîé êîìïîçèöèåé, êîòîðàÿ òàêæå ïðèíàäëåæèò Uτ . Ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ u(x) = x ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû Uτ è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
v ∈ Uτ îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ v−1, êîòîðàÿ òàêæå ïðèíàäëåæèò Uτ è
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì â ãðóïïå Uτ ïî îòíîøåíèþ ê v, òàê
êàê (v−1 ∗ v)(x) = (v ∗ v−1)(x) = x.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ x(t) èç Pτ èìååò êîíå÷íóþ âàðèàöèþ

Var{x(t); t ∈ [0, τ ]} = sup

{
l∑

i=1

|x(si)− x(si−1)|; 〈s1, s2, ..., sl〉 ∈ (0, τ)l, l ∈ N
}

,

136



ãäå s0 = 0, s1 < s2 < ... < sl, êîòîðàÿ ðàâíà

Var{x(t)} =
m∑

k=1

|ak| . (2)

Îïðåäåëèì, äëÿ êàæäîé ïàðû ôóíêöèé x(t) è y(t) èç Pτ , çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà

dτ [x(t), y(t)] = |a0 − b0|+ inf
u∈Uτ

[Var{x(t)− y(u(t))}+ max |t− u(t)|] , (3)

ãäå ôóíêöèÿ x(t) îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì a0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè a, t, ñî-
ãëàñíî ôîðìóëå (1), à ôóíêöèÿ y(t), ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëîì b0 è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè b = 〈bk; k = 1÷ n〉, s = 〈sk; k = 1÷ n〉 ïî ôîðìóëå

y(t) = b0 +
∑

k:
Pk

j=1 sj≤t

bk . (4)

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë dτ îïðåäåëÿåò ìåòðèêó â Pτ .
Òåîðåìà 1 Äëÿ êàæäîé ïàðû ôóíêöèé x(t) è y(t) èç Pτ èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
1). dτ [x(t), x(t)] = 0 è ðàâåíñòâî dτ [x(t), y(t)] = 0 âëå÷¼ò x(t) = y(t);
2). dτ [x(t), y(t)] = dτ [y(t), x(t)];
3). dτ [x(t), y(t)] ≤ dτ [x(t), z(t)] + dτ [z(t), y(t)] äëÿ ëþáîé ôóíêöèè z(t) ∈

Pτ .
¤ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ ï.1), äîñòàòî÷íî ïîëî-

æèòü â (3) y(t) = x(t) è u(x) = x. Íàîáîðîò, èç ðàâåíñòâà dτ [x(t), y(t)] = 0
ñëåäóåò u(x) = x è, ñëåäîâàòåëüíî, Var{x(t) − y(t)} = 0. Ýòî âëå÷¼ò x(t) =
y(t) =const, ÷òî, âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì a0 = b0, äà¼ò x(t) = y(t).

Óòâåðæäåíèå ï.2) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

dτ [x(t), y(t)] = |a0 − b0|+ inf
u∈Uτ

[Var{x(t)− y(u(t))}+ max |t− u(t)|] =

= |a0−b0|+ inf
u−1∈Uτ

[Var{x(u−1(t))−y(t)}+max |u−1(t)−t|] = dτ [y(t), x(t)] .

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ï.3). Ïóñòü x(t), y(t) è z(t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè
èç Pτ . Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü ôóíêöèè u1(t) è u2(t), äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Òîãäà

dτ [x(t), y(t)] ≤ |a0− b0|+Var{x(t)− y(u2(u1(t)))}+max |t−u2(u1(t))| ≤
≤ |a0 − c0|+ Var{x(t)− z(u1(t))}+ max |t− u1(t)|+

+|c0 − b0|+ Var{z(u1(t))− y(u2(u1(t)))}+ max |u1(t)− u2(u1(t))| =
= |a0 − c0|+ Var{x(t)− z(u1(t))}+ max |t− u1(t)|+

+ |c0 − b0|+ Var{z(t)− y(u2(t))}+ max |t− u2(t)| ,
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òàê êàê u1(t) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé îòðåçêà [0, τ ] â ñåáÿ. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà
(5), ïîëó÷àåì

dτ [x(t), y(t)] ≤ dτ [x(t), z(t)] + dτ [z(t), y(t)] + 2ε .

Îòêóäà, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, è âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ï.3). ¥
3. Ñâîéñòâî ñåïàðàáåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Pτ . Ýòî ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíûì îáðàçîì, íåïîëíî.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈xn(t); n ∈ N〉 ôóíêöèé xm(t),
äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ a0 = 0, òî÷êè ðàçðûâà t = 〈t1, ..., tm〉 è ñêà÷-
êè a = 〈a1, ..., am〉 îïðåäåëÿþòñÿ êàê íà÷àëüíûå óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
äëèíîé m ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈tk; k ∈ N〉,
〈ak; k ∈ N〉, ãäå

tk =
1

k + 1
, ak =

1

2k
.

Òîãäà, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ôóíäàìåíòàëüíà â ìåòðèêå dτ , òàê
êàê ïðè l > m

dτ [x(t), y(t)] = inf
u∈Uτ

[Var{xm(t)− xl(u(t))}+ max |t− u(t)|] ≤

≤
l∑

k=m+1

ak <
1

2m
→ 0

ïðè m → ∞, ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëîæåíî u(t) = t. Îäíàêî, ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè, òàê êàê ïðåäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñêà÷êîâ.

Òåì íå ìåíåå, ïîëíîòà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ñâîéñòâîì ìåòðè÷åñêîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Pτ äëÿ åãî ïðèìåíèìîñòè ê èçó÷åíèþ ñëàáîé
ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òèïè÷íûå òðàåêòîðèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
åãî ýëåìåíòàìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìû îòëîæèì èçó÷åíèå ïîïîëíåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà Pτ è óñòàíîâèì, ïðåæäå âñåãî, åãî ñåïàðàáåëüíîñòü è îïèøåì åãî
ïðåäêîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Pτ , èìåþùèõ â òî÷íîñòè n òî÷åê ðàçðûâà. Òîãäà
äëÿ êàæäîé ïàðû ôóíêöèé x(t) è y(t) èç Hn, îïðåäåëÿåìûõ ïî ôîðìóëå (1),
ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëàìè a0 = x(0) è b0 = y(0), à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
a = 〈a1, ..., an〉, t = 〈t1, ..., tn〉 è b = 〈b1, ..., bn〉, s = 〈s1, ..., sn〉, èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

dτ [x(t), y(t)] ≤ |a0 − b0|+
n∑

j=1

(|aj − bj|+ |tj − sj|) . (6)

¤ Îïðåäåëèì ëèíåéíûå ôóíêöèè

u1(t) =
t1
s1

t ; uj(t) = τj+
tj
sj

(t−σj) , j = 2÷n ; un+1(t) = τ+
τ − τn

τ − σn

(t−τ) , (7)
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Ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì u1(0) = 0, u1(σ1) = τ1; uj(σj−1) =
τj−1, uj(σj) = τj ïðè j = 2 ÷ n; un+1(σn) = τn, un+1(τ) = τ . Ïîëîæèì u(t) =
u1(t) ïðè t ∈ [0, s1]; u(t) = uj(t) ïðè t ∈ [σj−1, σj] è u(t) = un+1(t) ïðè t ∈
[σn, τ ]. Òîãäà êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ u(t) íåïðåðûâíà. Îíà îáðàùàåòñÿ â
íóëü ïðè t = 0 è ðàâíà τ ïðè t = τ . Òàê êàê 〈τi < τ ; i = 1 ÷ n〉 � ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ôóíêöèÿ u(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, u(t) ∈ Uτ .

Îöåíèì ïî ìîäóëþ ðàçíîñòü (t − u(t)). Òàê êàê ôóíêöèÿ u(t) êóñî÷íî-
ëèíåéíà, òî

max |t− u(t)| = max
j=1,...,n+1

max{|t− uj(t)| ; t ∈ [σj−1, σj]} .

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé (t − uj(t)) äîñòèãàåòñÿ íà
êîíöàõ ðàçðåø¼ííîãî, äëÿ êàæäîé èç íèõ, èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà.
Òîãäà,

max{|t− uj(t)| ; t ∈ [σj−1, σj]} = max{|σj−1 − τj−1|, |σj − τj|} .

Ñëåäîâàòåëüíî,

max |t− u(t)| = max
j=1÷n

∣∣∣∣∣
j∑

i=1

(ti − si)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|ti − si| . (8)

Òåïåðü, îöåíèì ñâåðõó ðàññòîÿíèå dτ [x(t), y(t)], ïîëîæèâ â îïðåäåëåíèè
(3), â êà÷åñòâå ôóíêöèè u(t) ∈ Uτ , ïîñòðîåííóþ âûøå êóñî÷íî-ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ è ïðèìåíèì îöåíêó (8),

dτ [x(t), y(t)] ≤ |a0 − b0|+ Var{x(u(t))− y(t)}+
n∑

i=1

|ti − si| . (9)

Íàêîíåö, çàìåòèâ, ÷òî òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè (x(u(t)) − y(t)) ÿâëÿþòñÿ
òî÷êè σj, â êîòîðûõ îíà ïðåòåðïåâàåò ñêà÷êè, ðàâíûå, ñîîòâåòñòâåííî, (aj −
bj), , j = 1÷ n, ïîëó÷èì, ÷òî

Var{x(u(t))− y(t)} =
n∑

j=1

|aj − bj| .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (9), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (6). ¥
¤ Åñëè íåêîòîðûå èç ÷èñåë aj, j = 1÷ n, ëèáî tj, j = 1÷ n îáðàùàþòñÿ â

íóëü, òî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îñòà¼òñÿ â ñèëå. Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
u(t) ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ íåïðåðûâíîé è ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé. Îäíàêî, ó
íå¼ îñòà¼òñÿ m ïîëóèíòåðâàëîâ ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ, òàê êàê òå èç íèõ, ó
êîòîðûõ tj = 0, âûðîæäàþòñÿ â òî÷êó. ¥

Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ïóíêòà.
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¤ Óñòàíîâèì íàëè÷èå â Pτ ñ÷¼òíîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü S �
ìíîæåñòâî ôóíêöèé x(t) èç Pτ , êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
a0 = x(0) è âñå êîìïîíåíòû â îïðåäåëÿþùèõ èõ, ñîãëàñíî ôîðìóëå (1), ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿõ a è t òàêæå ðàöèîíàëüíû. Òîãäà, ìíîæåñòâî Sn ôóíêöèé èç
S, èìåþùèõ ðîâíî n òî÷åê ðàçðûâà, ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó
â Q × (Qn × (Q ∩ (0, τ))n), ãäå ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèÿ
a0 = x(0), ñîìíîæèòåëü Qn ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a
äëèíû n, è ñîìíîæèòåëü (Q ∩ (0, τ))n ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè t, íà êîìïîíåíòû êîòîðîé íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
n∑

j=1

tj < τ .

Ìíîæåñòâî Q× (Qn × (Q ∩ (0, τ))n) ñ÷¼òíî. Ñëåäîâàòåëüíî, Sn ñ÷¼òíîå ìíî-

æåñòâî ôóíêöèé è, ïîýòîìó, ìíîæåñòâî S =
∞⋃

n=0

Sn òàêæå ñ÷¼òíî.

Ïóñòü y(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç S. Ïóñòü òàêæå îíà èìååò n ∈ N òî-
÷åê ðàçðûâà è îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì b0 = y(0) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñêà÷-
êîâ b = 〈b1, ..., bn〉 è ðàññòîÿíèé s = 〈s1, ..., sn〉 ìåæäó òî÷êàìè ðàçðûâà. Äëÿ
äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ε > 0 ïîäáåð¼ì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a0 ∈ Q
òàê, ÷òîáû |a0− b0| < ε/2 è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ai ∈ Q, ti ∈ Q, i = 1÷n òàê,
÷òîáû èìåëè ìåñòî íåðàâåíñòâà |ti − si| < ε/4n, |ai − bi| < ε/4n, i = 1 ÷ n.
Ïî íàéäåííûì ÷èñëàì a0, a1, ..., an è t1, ..., tn ïîñòðîèì ôóíêöèþ x(t), ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå (1). Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò Sn. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåí-
ñòâîì (6), ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ å¼ ðàññòîÿíèÿ îò ôóíêöèè y(t),

dτ [x(t), y(t)] ≤ ε/2 +
n∑

j=1

(ε/4n + ε/4n) = ε . ¥

4. Ïðåäêîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â Pτ . Äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé ïðåä-
êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå Pτ äà¼òñÿ ñëåäóþùèì
óòâåðæäåíèåì.

¤ Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé â ëþáîì èç ìíî-
æåñòâ H(n,M) ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 〈xl(t) ∈ H(n,M); l ∈ N〉. Ïîñòðîèì íà îñíîâå ôóíêöèé ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈xl(0) = a0,l; l ∈ N〉. Òàê êàê
|a0,l| ≤ M , òî èç íå¼ ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
〈x

l
(0)
k

(0) = a
0,l

(0)
k

; k ∈ N〉. Ïðåäåë ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷èì ñèì-
âîëîì a0, |a0| ≤ M .

Íà îñíîâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ 〈l(0)
k ; k ∈ N〉, âûáåðåì ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü 〈x
l
(0)
k

(t) ∈ H(n,M); l ∈ N〉 ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíà÷åíèé â t = 0 ñõîäèòñÿ ê a0.

Äàëåå, âûáåðåì èç ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈t
1,l

(0)
k

∈ [0, τ ]; k ∈
N〉, îïðåäåëÿåìîé óêàçàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé, ñõîäÿùó-
þñÿ ÷èñëîâóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈t

1,l
(1)
k

; k ∈ N〉 ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé

140



t1 ∈ [0, τ ]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ 〈l(1)
k ; k ∈ N〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ 〈l(0)
k ; k ∈ N〉. Íà å¼ îñíîâå, âûáåðåì

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈x
l
(1)
k

(t) ∈ H(n,M); l ∈ N〉 ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èõ çíà÷åíèé â t = 0 è âåëè÷èí èõ ïåðâûõ òî÷åê ðàçðûâà
ñõîäÿòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ê a0 è t1.

Äàëåå, èç ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈a
1,l

(1)
k

; k ∈ N〉, îïðåäåëÿåìîé ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé, âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ÷èñëîâóþ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü 〈a

1,l
(1,1)
k

; k ∈ N〉, ÷òî âîçìîæíî, ââèäó |a
1,l

(1,1)
k
| ≤ M . Ïðåäåë ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷èì a1, |a1| ≤ M . Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ íîìåðîâ 〈l(1,1)

k ; k ∈ N〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ 〈l(1)

k ; k ∈ N〉. Íà å¼ îñíîâå, âûáåðåì ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü 〈x

l
(1,1)
k

(t) ∈ H(n,M); l ∈ N〉 ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èõ çíà÷åíèé â t = 0 è âåëè÷èí èõ ïåðâûõ òî÷åê ðàçðûâà, âìåñòå ñ
âåëè÷èíàìè ïåðâûõ ñêà÷êîâ, ñõîäÿòñÿ.

Çàòåì, ïîñòóïàÿ òàêèì æå îáðàçîì, øàã çà øàãîì, ïîñòðîèì ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ôóíêöèé 〈x

l
(2)
k

(t); k ∈ N〉, 〈x
l
(2,1)
k

(t); k ∈ N〉, ..., 〈x
l
(n)
k

(t); k ∈ N〉,
〈x

l
(n,1)
k

(t); k ∈ N〉, ó êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ t
2,l

(2)
k
, a

2,l
(2,1)
k

; ...; t
n,l

(n)
k
, a

n,l
(n,1)
k

, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ê t2, a2; ... ; tn, an, ãäå max{|a2|, ..., |an|} ≤ M è t1 ≤ t2 ≤ ...,≤ tn ≤ τ .
Ïðè ýòîì íåêîòîðûå èç âåëè÷èí a1, ..., an ìîãóò îáðàòèòüñÿ â íóëü, ÷òî ïðè-
âåä¼ò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà ñêà÷êîâ. Òî÷íî òàêæå íåêîòîðûå èç ÷èñåë tj ìî-

ãóò îêàçàòüñÿ ðàâíûìè íóëþ, ëèáî ïîëíàÿ èõ ñóììà
n∑

j=1

tj ìîæåò îêàçàòüñÿ

ðàâíîé τ . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, ôóíêöèÿ x(t) òàêæå áóäåò èìåòü ÷èñëî òî÷åê
ðàçðûâà, ìåíüøåå n. Åñëè tj = 0, òî ýòó âåëè÷èíó ìîæíî âûáðîñèòü èç ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè t, íî ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a òàêæå äîëæíà áûòü
óìåíüøåíà íà åäèíèöó òàê, ÷òî ñêà÷îê aj−1 çàìåíèòñÿ íà ñóììó (aj−1 + aj).

Â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà âûáîðà, ìû ïîëó÷èì íà ïîñëåäíåì øàãå ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé 〈x

l
(n,1)
k

(t); k ∈ N〉, ó êîòîðûõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
x

l
(n,1)
k

(0) ñõîäÿòñÿ ê a0, à âñå ñêà÷êè

a
j,l

(n,1)
k

= x
l
(n,1)
k

(
t
j,l

(n,1)
k

)
− x

l
(n,1)
k

(
t
j,l

(n,1)
k

− 0
)

, j = 1÷ n

è ðàçíîñòè ìåæäó òî÷êàìè ðàçðûâà t
j,l

(n,1)
k

, j = 1 ÷ n ñõîäÿòñÿ ê âåëè÷èíàì
a1, ..., an è t1, ..., tn, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ñàìè òî÷êè ðàçðûâà

τ
j,l

(n,1)
k

=

j∑
i=1

t
i,l

(n,1)
k

, j = 1÷ n

ñõîäÿòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ê òî÷êàì τ1, ..., τn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 〈x

l
(n,1)
k

(t); k ∈ N〉 ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà [0, τ ]

ôóíêöèè x(t) ñ x(0) = a0, ó êîòîðîé èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì n òî÷åê ðàçðûâà, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈τi; i = 1÷n〉, à ñêà÷êàìè

141



â ýòèõ òî÷êàõ ðàçðûâà ñëóæàò ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè 〈ai; i = 1÷n〉. Ïðè÷¼ì, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x(0) ýòîé ôóíêöèè è âñå å¼
ñêà÷êè íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ âåëè÷èíû M .

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈x
l
(n,1)
k

(t); k ∈ N〉 ñõîäèòñÿ ê x(t) â ñìûñ-
ëå ìåòðèêè dτ . Åñëè ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè x(t) ðàâíî n, òî âîñïîëü-
çóåìñÿ ôîðìóëîé (6). Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, åñëè ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ó
ôóíêöèè x(t) ìåíüøå ÷åì ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ó ôóíêöèé x

l
(n,1)
k

(t), òî, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé ëåììû, äîáàâëÿÿ íóëåâûå êîìïîíåíòû
íà îäíîèìåííûõ ìåñòàõ â îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a è t, êîòîðûå îïðåäåëÿþò
ôóíêöèþ x(t). Òîãäà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ó ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè x(t), â ëþáîì ñëó÷àå, ðàâíî n. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ñíîâà ôîðìóëó (6),
èñïîëüçóÿ óêàçàííîå ñëåäñòâèå, çàïèøåì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ôóíêöèÿìè x(t) è x

l
(n,1)
k

(t),

dτ [x(t), x
l
(n,1)
k

(t)] ≤ |a0 − a
l
(0)
k
|+

n∑
j=1

(
|aj − a

j,l
(n,1)
k

|+ |tj − t
j,l

(n,1)
k

|
)

,

ãäå ïîëîæåíî bj = a
j,l

(n,1)
k

, tj = t
j,l

(n,1)
k

, j = 1 ÷ n, b0 = a
l
(0)
k
. Ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî
dτ [x(t), x

l
(n,1)
k

(t)] → 0 ïðè k →∞. ¥

Ëèòåðàòóðà

[1] Ãèõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. �
Ì.: Íàóêà. 1977. � 567ñ.

[2] Âèð÷åíêî Þ.Ï., Êàðàáóòîâà Ò.Â. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ è ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà // Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ. Èçâåñòèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè åñòåñòâåííûõ íàóê. � Ðÿ-
çàíü. 2006. 11. � Ñ. 57-62.

[3] Ãíåäåíêî Á.Â., Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.� Ì.: Íàóêà, èçä. 5-å, 1969. �
400c.

142



Êàðèìîâ Ð.Õ.

Ïîâåäåíèå ïðè t →∞ ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ
êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn, n ≥ 2, ëåæàùàÿ â
ïîëóïðîñòðàíñòâå {x ∈ Rn | x1 > 0} òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì r > 0 ñå÷åíèå
γr = {x ∈ Ω | x1 = r} 6= ∅ è îãðàíè÷åíî.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè D = {t > 0} × Ω äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

ut =
n∑

α=1

(aα(t,x, u,∇u))xα ; (1)

u(t,x)
∣∣∣
{t>0}×∂Ω

= 0; (2)

u(0,x) = ϕ(x) ∈ L2(Ω). (3)
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè aα(t,x, s, ξ), α = 1, n, íåïðåðûâíû ïî

(s, ξ) ∈ Rn+1, èçìåðèìû ïî (t,x) ∈ D è äëÿ âñåõ (s, ξ) ∈ Rn+1 äëÿ ï.â.
(t,x) ∈ D ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå a, â òàêèå, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâû íåðàâåíñòâà

n∑
α=1

(aα(t,x, s, ξ)− aα(t,x, s, η))(ξα − ηα) ≥ a|ξ − η|m+1, m ≥ 1;

|aα(t,x, s, ξ)− aα(t,x, s, η)| 6 â|ξ − η|(|ξ|+ |η|)m−1, α = 1, n;

aα(t,x, s,0) = 0.

Èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè
L2(Ω)-íîðìû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ñ ôèíèòíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé
ϕ(x) îò ãåîìåòðèè íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ôîð-
ìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè, ââåäåííîé ðàíåå
Ë.Ì.Êîæåâíèêîâîé, Ô.Õ.Ìóêìèíîâûì äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî
ïîðÿäêà [2].

Íåîãðàíè÷åííóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë {zN}∞N=0 íàçîâåì λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàäà÷è (1)�(3), åñëè ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî θ > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1 6 θλ(zN , zN+1)(zN+1 − zN)m+1, N = 0,∞. (4)
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Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Ωr2
r1

= {(x1,x
′) ∈ Ω : r1 < x1 < r2};

λ(r1, r2) = inf

{
‖∇g‖m+1

Lm+1(Ω
r2
r1

)

∣∣∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ‖g‖m+1

Lm+1(Ω
r2
r1

)
= 1

}
. (5)

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè ÿâëÿåòñÿ:

ïðè ëþáîì r1 > 0 íàéäåòñÿ r2 > r1 òàêîå, ÷òî λ(r1, r2) > 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
supp ϕ ⊂ Ωz0

0 .

Îïðåäåëèì íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà

λ(N) = min{λ(0, z0), λ(z0, z1), ..., λ(zN−1, zN)}, N = 1, ∞
è ôóíêöèþ N∗(t)

N∗(t) = max

{
N ∈ N | N

λ(N)
<

t

(mesΩzN
0 )

m−1
2

}
.

Ïðè t ∈ [0, 1/λ(1)] ñ÷èòàåì, ÷òî N∗(t) ≡ 0.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü {zN}∞N=0 � íåêîòîðàÿ λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M,M∗(m, a, â, θ, ‖ϕ‖), κ(n, θ, a, â) òàêèå,
÷òî ðåøåíèå u(t,x) çàäà÷è (1)�(3) äëÿ t > 2(mesΩz2

0 )
m−1

2 /λ(2) ïðè m > 1
ïîä÷èíÿåòñÿ íåðàâåíñòâó

‖u(t)‖L2(Ω) 6 M∗ (N∗(t))−1/(m−1) ,

à ïðè m = 1
‖u(t)‖L2(Ω) 6 M exp(−κN∗(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
1 â ðàáîòå [3].

Ðàññìîòðèì òðóá÷àòóþ îáëàñòü âèäà

Ω(f) = {(x1, x′) ∈ Rn | x1 > 0, | x′| < f(x1)} (6)

ñ ôóíêöèåé f(x), x > 0, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ:
∞∫

1

dx

f(x)
= ∞. (7)

Ïóñòü P (ρ, z) = {(x, y) ∈ R2 | z 6 x < z + ρ, 0 < y < ρ} � ïðÿìîóãîëü-
íèê øèðèíû ρ ñ ëåâîé íèæíåé âåðøèíîé â òî÷êå z îñè àáñöèññ. ×åðåç Γb

a(f)
îáîçíà÷èì êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ

Γb
a(f) = {(x, y) ∈ R2 | a < x < b, 0 < y < f(x)}, a ≥ 0.
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Ïóñòü ρ∗(r) � øèðèíà íàèáîëüøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà P (ρ∗, r∗), ñîäåðæà-
ùåãîñÿ â Γr

1(f). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ r∗(t), t ≥ 0, ðàâåíñòâîì
r∫

1

dx

f(x)
=

t

ρ2∗(r) (mes Ωr
0)

m−1
2

.

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 äëÿ òðóá÷àòûõ îáëàñòåé âèäà (6) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M̃∗, M̃ , κ̃ òàêèå ÷òî,
äëÿ ðåøåíèÿ u(t, x) çàäà÷è (1)�(3) â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè D(f) =

(0, ∞) × Ω(f) ñ ôóíêöèåé f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (7), äëÿ t > T̃
ïðè m > 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u(t)‖L2(Ω(f)) 6 M̃∗




r∗(t)∫

1

dx

f(x)



−1/(m−1)

, (8)

à ïðè m = 1

‖u(t)‖L2(Ω(f)) 6 M̃ exp


−κ̃

r∗(t)∫

1

dx

f(x)


 . (9)

Â îáëàñòè Ω(fa) ñ ôóíêöèåé fa(x) = xa, 0 < a < 1, x > 0, äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1)�(3) îöåíêè (8), (9), ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíèìàþò âèä

‖u(t)‖L2(Ω(f)) 6 M̃at
− 2(1−a)

(m−1)(2(1+a)+(n−1)(m−1)a+m−1 , m > 1;

‖u(t)‖L2(Ω(f)) 6 M̃∗
a exp

(
−κ̃at

1−a
1+a

)
, m = 1.

2. Ñóùåñòâîâàíèå λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Çäåñü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå λ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ îáëàñòåé èìå-
þùèõ îäèí âûõîä íà áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ îñü
Ox1 âäîëü êîòîðîé îáëàñòü Ω óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.

Ëåììà 1. Ïóñòü z, a, b, c � òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî 0 < z 6 a <
b 6 c, 4 = (z, a) ∪ (b, c), |4| = a − z + c − b. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
g ∈ C∞[0, c] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∫

4

|g(x)|m+1dx 6 2m+1(c− z)

b− a

b∫

a

|g(x)|m+1dx + 2m+1(c− z)m+1

c∫

z

|g′(x)|m+1dx,

(10)
ãäå C = 2m+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçâåäÿ íåðàâåíñòâî

|g(x)| 6 |g(y)|+
x∫

y

|g′(t)|dt, y < x
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â m + 1 ñòåïåíü, ïîëó÷èì

|g(x)|m+1 6
m+1∑
i=0

Ci
m+1|g(y)|m+1−i




x∫

y

|g′(t)|dt




i

, y < x. (11)

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Þíãà, óñòàíîâèì

|g(x)|m+1 6 2m+1|g(y)|m+1 + 2m+1




x∫

y

|g′(t)|dt




m+1

. (12)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, îöåíèì èíòåãðàë ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà (12)




x∫

y

1 · |g′(t)|dt




m+1

6 (x− y)m

x∫

y

|g′(t)|m+1dt,

òîãäà íåðàâåíñòâî (31) ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

|g(x)|m+1 6 2m+1|g(y)|m+1 + 2m+1(x− y)m

x∫

y

|g′(t)|m+1dt. (13)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâà (13) ïî x ∈ [b, c] è y ∈ [a, b] áóäåì
èìåòü

(b− a)

c∫

b

|g(x)|m+1dx 6 2m+1(c− b)

b∫

a

|g(y)|m+1dy+

+2m+1(c− b)(c− a)m(b− a)

c∫

a

|g′(t)|m+1dt. (14)

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

(b− a)

a∫

z

|g(x)|m+1dx 6 2m+1(a− z)

b∫

a

|g(y)|m+1dy+

+2m+1(a− z)(b− z)m(b− a)

b∫

z

|g′(t)|m+1dt. (15)

Îáúåäèíèâ íåðàâåíñòâà (14) è (15) ìîæåì çàïèñàòü

(b− a)

∫

∆

|g(x)|m+1dx 6 2m+1|∆|
b∫

a

|g(y)|m+1dy+
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+2m+1|∆|(c− z)m(b− a)

c∫

z

|g′(t)|m+1dt. (16)

Ó÷èòûâàÿ ÷òî, |4| < c − z, èç (16) ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
(10).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü 0 < z 6 a < b 6 c. Òîãäà

λ−1(z, c) 6
(

2m+1(c− z)

b− a
+ 1

)
λ−1(a, b) + 2m+1(c− z)m+1. (17)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî óñëîâèå

2 6 λ(a, b)(b− a)(c− z)m, (18)

òî
1 6 2m+2(c− z)m+1λ(z, c). (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (10) ê èíòåðâàëàì (a, b) ⊂ (z, c)
è ôóíêöèè g(x1,x

′) ∈ C∞
0 (Ω), ïðîäîëæåííîé íóëåì âíå Ω, â ñëåäóþùåì âèäå

∫

∆

|g(x1,x
′)|m+1dx1 6 2m+1(c− z)

b− a

b∫

a

|g(x1,x
′)|m+1dx1+

+2m+1(c− z)m+1

c∫

z

|Dx1g(x1,x
′)|m+1dx1, x′ ∈ Rn−1.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x′ ∈ Rn−1 íàõîäèì, ÷òî
∫

Ωc
z

|g(x)|m+1dx 6
(

2m+1(c− z)

b− a
+ 1

) ∫

Ωb
a

|g(x)|m+1dx+

+2m+1(c− z)m+1

∫

Ωc
z

|∇g(x)|m+1dx.

Ïðèìåíèâ îïðåäåëåíèå λ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (17).
Ó÷èòûâàÿ ÷òî c− z > b− a, èç (17) èìååì

λ−1(z, c) 6 (2m+1 + 1)
c− z

b− a
λ−1(a, b) + 2m+1(c− z)m+1

èëè
λ−1(z, c) 6

[
2λ−1(a, b)

(b− a)(c− z)m
+ 1

]
2m+1(c− z)m+1.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèÿ (18) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåí-
ñòâà (19).
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Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðè ëþáîì r1 > 0 íàéäåòñÿ r2 > r1 òàêîå, ÷òî λ(r1, r2) >
0, òî λ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò ïðè ïðîèçâîëüíîì x0 > 0 ñ ÷èñëîì
θ ≥ 2m+2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óæå ïîñòðîåí ýëåìåíò λ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xj ñ ÷èñëîì θ ≥ 2m+2, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ λ(xj, x∗) 6= 0. Â êà÷åñòâå ñëåäóþ-
ùåãî ýëåìåíòà λ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå xj+1 ≥ x∗,
óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó 2 6 λ(xj, x∗)(x∗ − xj)(xj+1 − xj)

m. Òîãäà ñîîò-
íîøåíèå (4) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2 ïðè a = z = xj, b = x∗, c = xj+1.

Ïîñòðîèì ñïåöèàëüíóþ λ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷èñëîì θ ≥ 2m+2 è ïî-
êàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì ñïðàâåä-
ëèâîñòü íåðàâåíñòâà

lim
r→r2

λ(r1, r) 6 λ(r1, r2). (20)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì íåíóëåâóþ ôóíêöèþ f ∈ C∞
0 (Ω) òàêóþ,

÷òî
(λ(r1, r2) + ε)

∫

Ω
r2
r1

|f(x)|m+1dx ≥
∫

Ω
r2
r1

|∇f(x)|m+1dx.

Ïîëüçóÿñü àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòüþ èíòåãðàëà Ëåáåãà, íåòðóäíî óñòàíî-
âèòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà δ > 0, ÷òî

(λ(r1, r2) + 2ε)

∫

Ωr
r1

|f(x)|m+1dx ≥
∫

Ωr
r1

|∇f(x)|m+1dx

ïðè âñåõ r òàêèõ, ÷òî |r − r2| < δ. Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

λ(r1, r) 6 λ(r1, r2) + 2ε.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (20) óñòàíîâëåíî.
Ïóñòü ïîñòðîåí ýëåìåíò xν . Ïîëîæèì

xν+1 = inf{x > xν : 1 6 θλ(xν , x)(x− xν)
m+1}.

Íåïóñòîòà ìíîæåñòâà ïîä çíàêîì inf ïðè θ ≥ 2m+2 âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ.
Áëàãîäàðÿ (20) áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî

1 6 θλ(xν , xν+1)(xν+1 − xν)
m+1.

Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì c ∈ (xν , xν+1) âûïîëíåíî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåí-
ñòâî

1 > θλ(xν , c)(c− xν)
m+1.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü {xj}∞j=0�ïðîèçâîëüíàÿ λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïóñòü {xν}∞j=0�ñïåöèàëüíàÿ λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî
D > 1 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

(xL 6 xN) ⇒ (L 6 (D + 1)N). (21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî

xν+1 − xν 6 D(xj+1 − xj) (22)

äëÿ âëîæåííûõ îòðåçêîâ [xj, xj+1] ⊂ [xν , xν+1). Äåéñòâèòåëüíî, íà ïðîìåæóò-
êå [xν , xν+1) ìîæíî ðàñïîëîæèòü íå áîëåå D öåëûõ îòðåçêîâ [xj, xj+1] è, âîç-
ìîæíî, äâà íåöåëûõ îòðåçêà íà êîíöàõ. Òîãäà îòðåçîê [x0, xN ] áóäåò ñîäåð-
æàòü íå áîëåå (D + 1)N îòðåçêîâ [xj, xj+1], ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî (21). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (22) ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

(c− xν) 6 D(xj+1 − xj) (23)

ïðè íåêîòîðîì c ≥ xν+1.
Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 2 ê ÷èñëàì z = xν , a = xj, b = xj+1, ÷èñëî c

âûáåðåì íèæå. Ïîëîæèì D = (2θ)
1
m , âûáåðåì ÷èñëî c1 èç ðàâåíñòâà

c1 − xν

xj+1 − xj

= D, (24)

îáåñïå÷èâàþùåãî (23). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: åñëè c1−xν < 1, òî xj+1−xj <
1. Â òàêîì ñëó÷àå

(c1 − xν)
m

θ(xj+1 − xj)m
≥ 2 ≥ 2

θλ(xj, xj+1)(xj+1 − xj)m+1

è óñëîâèå (18) âûïîëíåíî. Ïîëîæèì c = max(c1, xj+1). Òîãäà èç (19) ñëåäóåò,
÷òî òî÷êà xν+1 ñïåöèàëüíîé λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó xν+1 6 c. Ïîñêîëüêó xj+1 < xν+1, òî c = c1 è (23) ñïðàâåäëèâî.
Åñëè æå c1 − xν ≥ 1, òî èç (24) ñëåäóåò, ÷òî D(xj+1 − xj) ≥ 1. Âûáåðåì c2 èç
(18), ñ÷èòàÿ åãî ðàâåíñòâîì. Òîãäà

(c2 − xν)
m

(xj+1 − xj)m
=

2

λ(xj+1, xj)(xj+1 − xj)m+1
6 2θ.

Äëÿ c = max(c2, xj+1) ñîîòíîøåíèå (18) âûïîëíåííûì. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäå-
íèå 2, èç (19) ïîëó÷àåì, ÷òî xν+1 6 c è c = c2, ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (23). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3. Ïðèìåðû

Íåîãðàíè÷åííóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë {zN}∞N=0 íàçîâåì Π � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèè f(x), åñëè ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

zN+1 = sup

{
r > zN

∣∣∣∣∣ inf
[zN , r]

f(x) ≥ r − zN

}
, N = 0, ∞. (25)

Π � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïîñòðîèòü âñåãäà, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè z0 > 0.
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Äëÿ êàæäîãî s = 2, n, ðàññìîòðèì îáëàñòü òèïà ñëîÿ

Ω[f, s] = {(x1,x
′) ∈ Rn | x1 > 0, |xs| < f(x1)}, (26)

ñ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé f(x1).
Ëåììà 2. Ðàññìîòðèì îáëàñòü Q = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x < r, y > 0}

è ôóíêöèþ g(x, y) ∈ C∞
0 (R2), ðàâíóþ íóëþ â îêðåñòíîñòè ëó÷à {(x, y) ∈

R2 | x = 0, y > h}. Ñïðàâåäëèâî îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà-
Ñòåêëîâà
∫

Q

|g(x, y)|m+1dxdy 6 Cm



rm+1

∫

Q

|Dxg|m+1dxdy + hm+1

∫

Q

|Dyg|m+1dxdy



 ,

(27)
Cm � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òîãî, ÷òî g(0, y) = 0 ïðè y > h, ïðèìåíÿÿ íåðà-
âåíñòâî (13) çàïèøåì íåðàâåíñòâî

|g(x, y)|m+1 6 Crm

r∫

0

|Dxg(x, y)|m+1dx.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî y, y > h è ïî x, x ∈ [0, r] ïîëó÷èì:
r∫

0

∫

y>h

|g(x, y)|m+1dxdy 6 rm+1

r∫

0

∫

y>h

|Dxg(x, y)|m+1dxdy. (28)

Äàëåå, ïðè êàæäîì x, 0 < x < r, èç íåðàâåíñòâà (28) ïðè z = 0, a =
h, b = c = 2h ïîëó÷èì

h∫

0

|g(x, y)|m+1dy 6 2m+2

2h∫

h

|g(x, y)|m+1dy + 4m+1hm+1

2h∫

0

|Dyg(x, y)|m+1dy.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíåå ïî x ∈ [0, r], âûâîäèì

r∫

0

h∫

0

|g(x, y)|m+1dxdy 6 2m+2

r∫

0

2h∫

h

|g(x, y)|m+1dxdy+

+4m+1hm+1

r∫

0

2h∫

0

|Dyg(x, y)|m+1dxdy. (29)

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (28) è (29) óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
(27).
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x), è âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {zj}∞j=0, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñ êîíñòàíòîé
ω1 ≥ 1

inf
[zj ,zj+1]

f(x) 6 ω1∆j, j = 0,∞. (30)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zj}∞j=0 ÿâëÿåòñÿ λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ îá-
ëàñòè Ω ⊂ Ω[f, s], s = 2, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèþ g(x1,x
′) ∈ C∞

0 (Ω[f, s]) ïðîäîëæèì íà âñå
Rn+1 íóëåì çà ïðåäåëû Ω[f, s]. Ïóñòü òî÷êà ẑj ∈ [zj, zj+1] òàêàÿ, ÷òî

inf
[zj ,zj+1]

f(z) = f(ẑj). Òîãäà èç (30), èìååì

f(ẑj) 6 ω1∆j. (31)

Ðàññìîòðèì îáëàñòü Q = {(x1, xs) ∈ R2 | zj < x1 < zj+1, |xs| < f(x1)}.
Ïîëîæèì

Q±
1 = {(x1, xs) ∈ R2 | zj < x1 < ẑj, ±xs > 0},

Q±
2 = {(x1, xs) ∈ R2 | ẑj < x1 < zj+1, ±xs > 0}.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (27) äëÿ ïîëóïîëîñû Q+
1 , ïîëó÷èì∫

Q+
1

|g(x1,x
′)|m+1dx1dxs 6

6 Cm





∆m+1
j

∫

Q+
1

|Dx1g|m+1dx1dxs + fm+1(ẑj)

∫

Q+
1

|Dxsg|m+1dx1dxs





.

Óñòàíîâèâ àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ îáëàñòåé Q−
1 , Q+

2 , Q−
2 , ñëîæèâ ýòè

÷åòûðå íåðàâåíñòâà è âîñïîëüçîâàâøèñü (32), ïîëó÷èì
∫

Q

|g(x1,x
′)|m+1dx1dxs 6 ωm+1

1 Cm∆m+1
j

∫

Q

{|Dx1g|m+1 + |Dxsg|m+1
}

dx1dxs.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå ïî x′′ = (x2, ..., xs−1, xs+1, ..., xn) ∈ Rn−2:
∫

Ω
zj+1
zj

[f,s]

|g(x1,x
′)|m+1dx1dx

′ 6 C ′
m∆m+1

j

∫

Ω
zj+1
zj

[f,s]

{|Dx1g|m+1 + |Dxsg|m+1
}

dx1dx
′.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îöåíêà:

1 6 C ′
m∆m+1

j λ(zj, zj+1; Ω[f, s]). (32)

Åñëè Q ⊂ Ω, òî λ(a, b; Ω) 6 λ(a, b; Q). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ Q ñóæàåòñÿ
ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ èíôèìóì â (5). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Π � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (30) ñ
ω1 = 1. Ââèäó âëîæåíèÿ Ω(f) ⊂ Ω[f, s], ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4, Π � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îáëàñòè Ω(f).
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Êàðþê À.È., Ðåäüêèíà Ò.Â.

×àñòíûå ñëó÷àè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ
îïåðàòîðîì ðàññåÿíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà

Âûâîä íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Ëàêñà [1] èìååò âèä

Lt = [L,A] = LA− AL, (1)
ãäå îïåðàòîðû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (äèôôåðåíöèàëüíûå, èíòå-
ãðàëüíûå, ìàòðèöû, ïðîåêòèðóþùèå è äð.). Èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ðàáîòû
Ëàêñà, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (1.1) ýê-
âèâàëåíòíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

Lϕ = µϕ, ϕt = −Aϕ,

ãäå äëÿ îïåðàòîðà L ïîñòàâëåíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (ϕ - ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ, µ- ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L), îïåðàòîð A îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïî âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà L,A- äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäàííûå íà íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ è äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è èìåþùèå âèä

L = α
∂

∂x
+ u, A = β

∂

∂x
+ v, (2)

ãäå α = (αij), β = (βij), i, j = 1, 2, 3 - ïîñòîÿííûå ìàòðèöû 3×3, u(x, t) =
(uij), v(x, t) = (vij) - ìàòðèöû 3×3 ñ ôóíêöèÿìè uij(x, t), vij(x, t), i, j =
1, 2, 3.

Ëåììà 1. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ëàêñà (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà:

[L,A] = [α, β]
∂2

∂x2
+ ([u, β] + [v, α])

∂

∂x
+ ([u, v] + (αvx − βux)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâóÿ êîììóòàòîðîì íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ϕ,
ïîëó÷èì:

[L,A] ϕ =
(
α ∂

∂x
+ u

) (
β ∂

∂x
+ v

)
ϕ− (

β ∂
∂x

+ v
) (

α ∂
∂x

+ u
)
ϕ =

=
(
α ∂

∂x
+ u

)
(βϕx + vϕ)− (

β ∂
∂x

+ v
)
(αϕx + uϕ)

Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ïðè ϕxx, ϕx, ϕ , ó÷èòûâàÿ,
÷òî α, β, ν u ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè è íå îáëàäàþò êîììóòàöèîííûìè ñâîé-
ñòâàìè
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αβϕxx + uβϕx + α ∂
∂x(vϕ) + uvϕ− βαϕxx − vαϕx − β ∂

∂x(uϕ)− vuϕ =
= αβϕxx + uβϕx + αvxϕ + αvϕx + uvϕ− βαϕxx − vαϕx − βuϕx − βuxϕ− vuϕ =
= (αβ − βα)ϕxx + (uβ + αv − vα− βu)ϕx + (αvx + uv − βux − vu)ϕ

Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ - ïðîèçâîëüíàÿ, òî, îïóñêàÿ åå êîììóòàòîð îïåðàòî-
ðîâ L, A, áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

[L,A] = [α, β]
∂2

∂x2
+ ([u, β] + [v, α])

∂

∂x
+ ([u, v] + (αvx − βux))

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ìàòðèöû α, β, v, u óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì

[α, β] = 0, [u, β] + [α, v] = 0, (3)
òî êîììóòàòîð [L, A] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ

[L, A] = [u, v] + (αvx − βux) ..

Ëåììà 2. Óñëîâèÿ (1.3) âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìå-
þò ìåñòî ðàâåíñòâà:

3∑

k=1

(αjkβkj − βjkαkj) = 0,
3∑

k=1

(ujkβkj − βjkukj + αjkvkj − vjkαkj) = 0,

3∑

k=1

(αjkβkm − βjkαkm) = 0,
3∑

k=1

(umkβkj − βmkukj + αmkvkj − vmkαkj) = 0,

ãäåj,=1,2,3, j 6= .
Çàìå÷àíèå. Ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ëåìì 1 è 2 óðàâíåíèå Ëàêñà ýêâè-

âàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

uijt =
3∑

k=1

(uikvkj − vikukj) +

(αikvkjx−βikukjx)∑
, i, j = 1, 2, 3.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Ëàêñà Lt = LA − AL ýêâèâàëåíòíî
íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

1

α11

(
α31 +

α32α21

4α11

)
uz − k

2

(
α31 +

α32α21

2α11

)
ux +

1

k
(ln u)zz − α2

11k (ln u)xx−

−α32α21

4α2
11

uz ln u = 0, (4)
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ãäå ∂
∂z

= 2kα11
∂
∂x

+ ∂
∂t
, u13 = u (x, t) è îïåðàòîðû L = α ∂

∂x
+ u, A = β ∂

∂x
+ v,

α =




α11 0 0
α21 −α11 0
α31 α32 −α11


 , β =




3kα11 0 0
kα21 kα11 0
kα31 kα32 kα11


 ,

u =




u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u32 u22 + 2
kv11


 ,

v =




v11 ku12 ku13

ku21 + α21
2α11

(2v11 + k (u22 − u11)) −v11 ku23

ku31 + α31
2α11

(2v11 + k (u22 − u11)) ku32 + α32
2α11

(2v11 + k (u22 − u11)) v11


 ,

ãäå α = (αij), β = (βij) - ïîñòîÿííûå ìàòðèöû 3×3, u(x, t) = (uij), v(x, t) =
(vij) - ìàòðèöû 3×3 ñ ôóíêöèÿìè uij(x, t), vij(x, t), i, j = 1, 2, 3, k � íåêî-
òîðûé ïàðàìåòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âèä êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðîâ (1.2) äàåò âûïîëíå-
íèå ëåìì 1,2, ñëåäñòâèÿ 1 è âûøå óïîìÿíóòîãî çàìå÷àíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèå Ëàêñà ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (äëÿ
êîìïàêòíîé çàïèñè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå 2kα11

∂
∂x

+ ∂
∂t

= ∂
∂z

):

u11z + kα11u11x − α11
∂

∂x
v11 =

1

2α11

(2v11 + k (u22 − u11)) (α21u12 + α31u13) , (5)

u12z = (2v11 + k (u22 − u11))

(
u13

α32

2α11

− u12

)
, (6)

u13z = −u13 (2v11 + k (u22 − u11)) , (7)

u21z = (2v11 + k((u22 − u11))

(
α21

2α11

(u22 − u11) + u23
α31

2α11

+ u21

)
−

−k

2
α21 (u22 + u11)x , (8)

u22z − kα11u22x − α11
∂

∂x
v11 =

1

2α11

(2v11 + k (u22 − u11)) (α32u23 − α21u12) , (9)

u23z = −u13
α21

2α11

(2v11 + k (u22 − u11)) , (10)

u31z = α32

2α11
(2v11 + k (u22 − u11))x − k

2
α31 (u22 + u11)x +

+ (2v11 + k (u22 − u11))
[

1
2α11

(α21u32 − α32u21) + α31

2α11

(
u22 − u11 + 2

k
v11

)
+ u31

]
,

(11)
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u32z = (2v11 + k (u22 − u11))

(
v11

α32

2α11

− u12
α31

2α11

)
+α32

(
v11 − k

2
(u11 + u22)

)

x

,

(12)

2

k
v11z+u22z−kα11u22x−α11v11x = − 1

2α11

(2v11 + k (u22 − u11)) (α31u13 + α32u23) ,

(13)
Ïîêàæåì, ÷òî äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó íåëèíåéíîìó óðàâ-

íåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ôóíêöèþ u13(x, t) áóäåì ñ÷èòàòü îòëè÷íîé
îò íóëÿ è ïîñòàðàåìñÿ âûðàçèòü îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ÷åðåç íåå.
Èç óðàâíåíèÿ (1.7) ñèñòåìû ïóòåì äåëåíèÿ íà u13(x, t) ïîëó÷àåì ôóíêöèþ
v11(x, t):

v11 =
k

2
(u11 − u22)− 1

2
(ln u13)z .

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèå (1.10)
èíòåãðèðóåòñÿ, è ôóíêöèÿ u23(x, t) ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ u13(x, t),
à óðàâíåíèå (1.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ðåøàÿ êîòîðîå,
îïðåäåëÿåòñÿ âèä ôóíêöèè u12(x, t), ïîýòîìó

u23 =
α21

2α11

u13, u12 = − α32

2α11

u13 ln u13.

Íàõîäÿ ðàçíîñòü óðàâíåíèé (1.5) è (1.6), ìîæíî âûðàçèòü ñóììó
α11k(u11 +u22)x, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó, ÷òî èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé zóðàâíåíèé (1.5) è (1.9) ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì,
ñëåäîâàòåëüíî, ðàíåå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè u11(x, t) è u22(x, t) îïðåäåëÿþòñÿ
â ÿâíîì âèäå:

u11 =
α32α21

8α2
11

u13 ln u13 +
1

2k
(ln u13)z −

α11

2
(ln u13)x .

u22 = −α32α21

8α2
11

u13 ln u13 − 1

2k
(ln u13)z −

α11

2
(ln u13)x −

(
α31

2α11

+
α32α21

4α2
11

)
u13.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ ôóíêöèé ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñèñòåìû áó-
äåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíó ôóíêöèþ u13(x, t)

1

α11

(
α31 +

α32α21

4α11

)
u13z − k

2

(
α31 +

α32α21

2α11

)
u13x +

1

k
(ln u13)zz −

−α2
11k (ln u13)xx −

α32α21

4α2
11

u13z ln u13 = 0,

ïîýòîìó âñå ïðî÷èå óðàâíåíèÿ äîëæíû îïðåäåëÿòü îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè è ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.
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Â óðàâíåíèè (1.12) âûðàæàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u32z. Â ðåçóëüòàòå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé z èìååì:

u32 = α32

4α2
11

(
α31 + α32α21

4α11
k
)

u13 (1− ln u13)− α32

8α2
11

k
(
α31 + α32α21

2α11

)
u13+

+
α2

32α21

8α2
11

k
∫

u13x ln u13dz + α11α32

2
k

∫
(ln u13)xx dz+

+α32k
8α2

11
(4α11α31 + 3α32α21)

∫
u13xdz.

×åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé ïîñëå ïðåäûäóùåé çàìåíû,
ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u21, èíòåãðè-
ðóÿ êîòîðîå íàõîäèì åå ÿâíûé âèä:

u21 =
α21

2kα11

(ln u13)z +
α21

4α2
11

(
α31 +

α32α21

2α11

)
u13.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè âûøå íàéäåííûõ ôóíêöèé ñåäüìîå ðàâåíñòâî
ñèñòåìû ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèþ
u31, ðåøàÿ êîòîðîå, íàõîäèì èñêîìóþ ôóíêöèþ:

u31 = α21α32

4kα2
11

1
u13

∫
u13z (ln u13)z dz − α32

2α11

1
u13

∫
u13 (ln u13)xz dz + α31

2kα11
(ln u13)z +

+ 1
4α2

11

{
α21α32

4α11

(
α31 + α21α32

2α11

)
+ α31

(
α31 + kα21α32

8α11

)}
u13+

+k
α2

21α2
32

64α4
11

u13

(
ln u13 − 1

2

)
+ α32C

2α11

ln u13

u13
− k

α2
32α2

21

16α3
11

1
u13

∫
u13z

∫
u13x ln u13dzdz−

−α21α32

4
k

u13

∫
u13z

∫
(ln u13)xx dzdz − kα21α32

16α3
11

(4α11α31 + 3α32α21)
1

u13

∫
u13z

∫
u13xdzdz.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû âîñåìü íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé: v11(x, t), u11(x, t),
u12(x, t), u21(x, t), u22 (x, t), u23 (x, t), u31 (x, t), u32 (x, t) è ñèñòåìà èç äåâÿòè
óðàâíåíèé ñâåëàñü ê îäíîìó:

1

α11

(
α31 +

α32α21

4α11

)
uz − k

2

(
α31 +

α32α21

2α11

)
ux +

1

k
(ln u)zz − α2

11k (ln u)xx−

−α32α21

4α2
11

uz ln u = 0,

ãäå αij- ïîñòîÿííûå ýëåìåíòû ìàòðèöû 3× 3, ôóíêöèÿ u = u13 6= 0, u13z 6= 0,
u13x 6= 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå.Óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà è ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ: x̃ = −α11kz+x,
z̃ = α11kz + x, u (x̃, z̃) = ew(x̃, z̃) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

wx̃z̃ = ew

[
α31

8α2
11

wz̃ − 1

8α2
11

(
3α31 +

α21α32

α11

)
wx̃ +

α21α32

16α3
11

(wx̃ − wz̃) w

]
. (14)

Òåîðåìà 2. Åñëè îïåðàòîðû (1.2) èìåþò âèä
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L = α11




1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 ∂

∂x
+




α11

(
s + (ln c1

u12
)
)

x
u12 σ

c1
u12

α11s c3u12

c2σ
1

u12
α11 (s− (ln u12)x)


 ,

A =




β11 0 0
0 β22 0
0 0 β22


 ∂

∂x
+




1
u12

δu12 δσ̃

δ c1
u12

(
ln c1

u12

)
z
+ 1

u12
c3δu12

c2δσ
δ

u12
u12


 ,

ãäå i− const, i = 1, 2, 3, δ = β11−β22

2α11
, ∂

∂ρ
= δ ∂

∂x
+ ∂

∂t
, s =

ln c3u12 − ∫
u12xdz, σ = exp

[
−δα11

∫ (
(ln c3u

2
12)x + u12 − 1

u12

)
dρ

]
, σ̃ =

exp
[
δα11

∫ (
(ln c3u

2
12)x + u12 − 1

u12

)
dρ

]
, òî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Ëàêñà ýê-

âèâàëåíòíî íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

(u12)y +

(
1

u12

)

z

= 2 (ln u12)yz , (15)

ãäå ∂
∂y

= β11
∂
∂x

+ ∂
∂t
, ∂

∂z
= β22

∂
∂x

+ ∂
∂t
.

Òåîðåìà 3. Óðàâíåíèå (1.15) èìååò îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû Pt −Qx = QP − PQ,

P = λ · 1
α11




1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 ·




ϕ1

ϕ2

ϕ2


+

+
1

α11



−α11

(
s +

(
ln c1

u12

)
x

)
− c21

u12
−c2

2σ
c1
u12

α11s c3u12

c2σ
1

u12
α11 (s− (ln u12)x)


 ,

Q = −λ · 1
α11




β11 0 0
0 −β22 0
0 0 −β22


 ·




ϕ1

ϕ2

ϕ2


−

−




β11

(
s +

(
ln c1

u12

)
x

)
+ 1

u12
δu12 − c2

1
β11

α11

1
u12

δσ̃ − c2
2

β11

α11
σ

c1ε
1

u12
β22s +

(
ln c1

u12

)
z
+ 1

u12
c3

(
δ − β11

α11

)
u12

c2εσ ε 1
u12

β22 (s + (ln u12)x) + u12


 ,

ãäå i− const, i = 1, 2, 3, δ = β11−β22

2α11
, ∂

∂ρ
= δ ∂

∂x
+ ∂

∂t
, ∂

∂z
= β22

∂
∂x

+ ∂
∂t
, s =

ln c3u12 −
∫

u12xdz,σ = exp
[
−δα11

∫ (
(ln c3u

2
12)x + u12 − 1

u12

)
dρ

]
, ε = β22

α11
+ δ,

σ̃ = exp
[
δα11

∫ (
(ln c3u

2
12)x + u12 − 1

u12

)
dρ

]
.

Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
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Ðåøåíèå ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Òåîðåìà 4. Óðàâíåíèå (1.14) èìååò ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè w = f (ξ),

ãäå ξ = α31x̃ +
(
3α31 + α32α21

α11

)
z̃, à f îïðåäåëÿåòñÿ èç îáðàùåíèÿ èíòåãðàëà

∫
df

C1+ef (1−f)
= 1

m

[
α31x̃ +

(
3α31 + α32α21

α11

)
z̃
]

+ C2,

m = 16
α3

11α31

α32α21

(
1 + α31α11

2α31α11+α32α21

)
, C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå

Ðåøåíèå â âèäå áåãóùåé âîëíû.
Òåîðåìà 5. Óðàâíåíèå (1.14) èìååò ðåøåíèå, çàïèñàííîå â êâàäðàòóðàõ∫

e−wdw
(1−λ)w+B(λ−3)+C1e−w = 1

Aλ
x̃ + 1

A
z̃ + C2, ãäå A =

16α3
11

α32α21
, B = 1 + 2α11α31

α32α21
, 1, 2-

ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà.
Óðàâíåíèå (1.14) ïðåäñòàâèìî â âèäå

∂

∂x̃
(A (wx̃ − wy) + 2Bew) =

∂

∂y
ew (w −B) , ãäå ∂

∂y
=

∂

∂x̃
− ∂

∂z̃
,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè f ,
òàêîé ÷òî:

{
fy = A (wx̃ − wy) + 2Bew,
fx̃ = ew (w −B) .
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Êèðèí Í.À.

Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû
ìàëûõ ïîðÿäêîâ4

Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå

èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ èòåðèðîâàííûõ èíòåãðàëîâ
×åíà îò ëîãàðèôìè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëü-
òîíîâû ñèñòåìû, ïîðîæäåííûå èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñâÿçàíû ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé î äâèæåíèè âèõðåé íà ïëîñêîñòè.

Ïîñòðîåíû âîçìóùåíèÿìè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, äëÿ êëàññè÷åñêîé çà-
äà÷è n âèõðåé íà ïëîñêîñòè, ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûé äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ñèñòåì.

1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîñ
Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñâîéñòâ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, îò-

âå÷àþùèõ èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà. Îñíîâíîé çàäà÷åé çäåñü ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-
ëåíèå âëèÿíèÿ äèíàìèêè òàêèõ ñèñòåì íà òîïîëîãèþ êîñû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ äèàãðàììó äâèæåíèÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà
ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè èçìåíÿÿ
èíâàðèàíò Âàñèëüåâà è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïîëó÷àòü âñå âîçìîæíûå êîñû ñ
çàäàííûì ÷èñëîì íèòåé.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èíâàðèàíòàìè Âàñè-
ëüåâà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîñ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç n âîñõîäÿùèõ íèòåé
íàòÿíóòûõ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå R3.
Íèòè íà÷èíàþòñÿ â òî÷êàõ (0, 1, 0), . . . (0, n, 0) è çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷êàõ
(0, 1, 1), . . . (0, n, 1).

Äâå ãåîìåòðè÷åñêèå êîñû ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
èçîòîïèÿ, äåéñòâóþùàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, êîòîðàÿ ïåðå-
âîäèò îäíó êîñó â äðóãóþ.

4Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ïðîåêò 07-01-00085
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Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê R3 = C × R. Îáî-
çíà÷èâ âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå çà t, áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü åãî êàê
âðåìÿ. Òîãäà íèòè êîñû β îïðåäåëÿþòñÿ ãðàôèêàìè ôóíêöèé zk = zk(t),
k = 1, . . . , n, òàêèìè ÷òî, ∀t ∈ [0; 1], zi(t) 6= zj(t). Òàêèì îáðàçîì, êîñå β
ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå íàáîðà òî÷åê z1(t), . . . , zn(t) ïî ïëîñêîñòè, ïðè êîòî-
ðîì òî÷êè íå ñòàëêèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, à ìíîæåñòâî òî÷åê â íà÷àëüíûé
ìîìåíò z1(0), . . . , zn(0) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê â êîíå÷íûé ìîìåíò
z1(1), . . . , zn(1). Ýòî äâèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïóòè

γ : [0; 1] → Xn, γ(t) = (z1(t), . . . , zn(t)), t ∈ [0, 1]

â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå Xn = Cn \ (∪i<jHij), ãäå Hij - äèàãîíàëü-
íàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì zi − zj = 0. Ïðè÷åì, ýêâèâà-
ëåíòíûì êîñàì ñîîòâåòñòâóþò ãîìîòîïíûå ïóòè ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïóòè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëîì â ïëîñêîñòè C×{0} è êîíöîì â ïëîñêîñòè C×{1}.
Òàêèì ïóòÿì ñîîòâåòñòâóþò ïëåòåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà â C × [0; 1], ó êîòî-
ðûõ íèòè äîëæíû áûòü âîñõîäÿùèìè. Òî åñòü, íàøè ïëåòåíèÿ ñïåöèàëüíîãî
âèäà ÿâëÿþòñÿ êîñàìè ñ ïîäâèæíûìè íà÷àëîì è êîíöîì. Òàêèå ïëåòåíèÿ ìû
òàêæå áóäåì íàçûâàòü ãåîìåòðè÷åñêèìè êîñàìè èëè ïðîñòî êîñàìè.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ñèíãóëÿðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîñû, òî åñòü êîñû íè-
òè êîòîðûõ ìîãóò òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì. Òàêèì êîñàì
áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïóòè â ïðîñòðàíñòâå Cn, ïåðåñåêàþùèå äèàãîíàëüíûå
ãèïåðïëîñêîñòè Hij.

Ñèíãóëÿðíûå òî÷êè ãåîìåòðè÷åñêèõ êîñ ìîæíî ðàçâåñòè äâóìÿ ñïîñîáàìè,
òàê êàê îäíà èç íèòåé ìîæåò îáîéòè äðóãóþ ëèáî ñ îäíîé, ëèáî ñ äðóãîé
ñòîðîíû. Âûáåðåì îäíó èç ïåðåñåêàþùèõñÿ íèòåé è â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå
ïðîâåäåì ê íåé êàñàòåëüíûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî õîäó äâèæåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé òî÷êè âäîëü íèòè.
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ðèñ. 1
Ïîëóîáõîä âòîðîé íèòè, âîêðóã ïåðâîé íèòè îêîëî âûáðàííîé òî÷êè, êîòîðûé
ïðè íàáëþäåíèè èç êîíöà ïðîâåäåííîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îáõîäîì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íàçîâåì ïåðåõîäîì (ðèñ. 1 ñïðàâà). Âòîðîé
ñïîñîá ïîëóîáõîäà áóäåì íàçûâàòü ïðîõîäîì (ðèñ. 1 ñëåâà).

Äèàãðàììà êîñû ïðåäñòàâëÿåò ïðîåêöèþ êîñû íà íåêîòîðóþ âåðòèêàëü-
íóþ ïëîñêîñòü â R3. Âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå íàïðàâëåíèå ïðîåêòèðî-
âàíèÿ, ÷òîáû ïðîåêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. Ïðîåêöèÿìè âñåõ êàñàòåëüíûõ ê êîñå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, òî åñòü èñêëþ-
÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðîåêöèÿ êàñàòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé.

2. Ïîëíûé ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè ïðîåêöèè êîñû äîëæåí ñîäåðæàòü íå
áîëåå äâóõ òî÷åê.

3. Åñëè â íåêîòîðóþ òî÷êó ïðîåöèðóåòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òî ïðîåê-
öèè êàñàòåëüíûõ ê êîñå â ýòèõ òî÷êàõ íå äîëæíû ñîâïàäàòü.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâóìåðíûõ øàðîâ B1, . . . , Bn ⊂
R3, òàêèõ ÷òî ïðîåêöèþ ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ øàðîâ ñ äàííîé êî-
ñîé, âîçìîæíî, ïîñëå íåêîòîðîé äåôîðìàöèè, íåïîäâèæíîé íà ãðàíèöå øàðà,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü îäíèì èç âàðèàíòîâ èçîáðàæåííûõ íà ðèñ.2.

ðèñ. 2
Îáîçíà÷èì êàæäûé èç òàêèõ ïåðåêðåñòêîâ, ïîëó÷åííûé â ïåðåñå÷åíèè êî-

ñû ñ øàðîì Bk ÷èñëàìè εk = +1 èëè εk = −1, êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå.
Çíàê "ïëþñ"ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó, çíàê "ìèíóñ"ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîäó.
Îïðåäåëåíèå 1 Ôóíêöèÿ I, îïðåäåëåííàÿ íà êëàññàõ èçîòîïèé ãåîìåòðè-
÷åñêèõ êîñ, íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
êîñ.

Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ìíîæåñòâî ñèíãó-
ëÿðíûõ êîñ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà

I(Ksing,m+1) = I(Ksing,m
+ )− I(Ksing,m

− ),
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ãäå Ksing,m
+ è Ksing,m

− - êîñû ñ m ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè, ïîëó÷åííûå èç ïåð-
âîíà÷àëüíîé êîñû çàìåíîé îäíîé èç ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâåííî, ïå-
ðåõîäîì è ïðîõîäîì.

ðèñ. 3

Îïðåäåëåíèå 2 Èíâàðèàíò I : [Bn] → A íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñè-
ëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå n, åñëè åãî ïðîäîëæåíèå ïî Âàñèëüåâó íà ìíîæåñòâî
ñèíãóëÿðíûõ êîñ ñ n + 1 ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 3 Èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå n íàçûâàåòñÿ èí-
âàðèàíòîì Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñè-
ëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå n− 1.

Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîðÿäêà 6 n îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì R, êîòîðîå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü V6n. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èíâàðè-
àíòîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêà â òî÷íîñòè ðàâíîãî n îáîçíà÷èì Vn

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

V0 ⊂ V61 ⊂ V62 ⊂ . . . ⊂ V6n ⊂ . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî Vn = V6n/V6n−1.
Õîðäîâûå äèàãðàììû ñèíãóëÿðíûõ êîñ, ñîäåðæàùèõ n íèòåé, êîòîðûå

èìåþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð èç n ïàðàëëåëüíûõ
âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ, ïðîíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó ñëåâà íàïðàâî. Ïàðû
òàêèõ ïðÿìûõ ñîåäèíÿþò ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè, êîíå÷íûå òî÷êè êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþò äâîéíûì òî÷êàì êîñû. Ïðè÷åì íà êàæäîì óðîâíå ìîæåò ðàñ-
ïîëàãàòüñÿ íå áîëåå îäíîé õîðäû, îòâå÷àþùåé äâîéíîé òî÷êå.

Âñå èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà äëÿ êîñ îáëàäàþò, òàê íàçûâàåìûì, ÷åòûðåõ-
÷ëåííûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå íà ÿçûêå õîðäîâûõ äèàãðàìì çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

[tij + tik, tjk] = 0,

ãäå tp1p2 - õîðäîâûå äèàãðàììû êîñ ñ îäíèì ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêîì, ñî-
åäèíÿþùèì íèòè ñ íîìåðàìè p1 è p2. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïðîèçâåäåíèå
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tp1p2tq1q2 õîðäîâûõ äèàãðàìì êîñ, íóæíî âòîðóþ äèàãðàììó ðàçìåñòèòü íàä
ïåðâîé.

Ãåîìåòðè÷åñêè ÷åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîñ âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ÿçûêå ñèíãóëÿðíûõ êîñ è èõ èíâàðèàíòîâ, àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ñóììà çíà÷åíèé èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãó-
ëÿðíûõ êîñàõ ðàâíà íóëþ.

Îòñóòñòâèå îäíî÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîñ, êîòîðîå èìååò ìåñòî äëÿ
óçëîâ, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êîñ,
â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ óçëîâ, íå ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

2. Ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ïîðîæäåííûõ
èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü Xn = Cn\(∪i<jHij) � êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åí-
íûõ íàáîðîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ n òî÷åê êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C, ãäå Hij -
äèàãîíàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì zi− zj = 0, äëÿ âñåõ
i < j.

Çàäàäèì çàìêíóòóþ 1-ôîðìó ω̃ âûðàæåíèåì

ω̃ =
∑
i<j

Xij ⊗ ωij ∈ A⊗ Ω1(log (∪i<jHij)),

ãäå A = [Xij : 1 6 i < j 6 n] ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íåêîììóòèðóþùèõ ïîëè-
íîìîâ îò ôîðìàëüíûõ ïåðåìåííûõ Xij, à Ω1(log (∪i<jHij)) - âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ëîãàðèôìè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì, ïîðîæäåííîå ôîð-
ìàìè

ωij =
1

2π
√−1

· d(zi − zj)

zi − zj

.

Ôîðìà ω̃ îïðåäåëÿåò ôîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ áóäåò èíòåãðèðóå-
ìîé â ñìûñëå Ôðîáåíèóñà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ω̃ ∧ ω̃ = 0. Ýòî óñëîâèå
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íàáîðó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè

[Xij; Xjk + Xik] = 0, ãäå i 6= j 6= k 6= i, (1)
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êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî íàáîðà ãèïåðïëîñêîñòåé
Hij; Hjk; Hik, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü óäîâëåòâîðÿò óñëîâèþ

codim(Hij ∩ Hjk ∩Hik) = 2.

Çäåñü, ïî îïðåäåëåíèþ, [A; B] = AB −BA.
Èíòåãðàë Ir =

∫
γ
ω1 . . . ωr, r > 1, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ

ïóòÿõ â ïðîñòðàíñòâå Xn ñî çíà÷åíèÿìè â C. Òàêîé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èòå-
ðèðîâàííûì, à åãî çíà÷åíèå âäîëü ïóòè γ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðàâè-
ëîì

Ir(γ) =

∫

γ

ω1 . . . ωr :=

∫

γ

(∫

γt

ω1 . . . ωr−1

)
ωr, γt(τ) = γ(tτ); t, τ ∈ [0; 1].

Ò.Êîíî ïîêàçàë [6], ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû Xij ôîðìû ω̃ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè â ñìûñëå Ôðîáåíèóñà, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 1 Ñóììà I6n = 1 +
∫

ω̃ +
∫

ω̃ω̃ + . . . +
∫

ω̃ . . . ω̃︸ ︷︷ ︸
n

îïðåäåëÿåò óíèâåð-

ñàëüíûå èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå n.

Çàìå÷àíèå 3 Êîýôôèöèåíòû Xij ìû ìîæåì òðàêòîâàòü êàê õîðäîâûå
äèàãðàììû. Ïðîèçâîëüíûé ÷èñëîâîé èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå
n ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ê êîýôôèöèåíòàì èòåðèðîâàííîãî èíòåãðà-
ëà I6n âåñîâóþ ñèñòåìó W : An → C, ñîõðàíÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå èíòåãðèðóåìîñòü ôîðìû ω̃ =

∑
i<j Xij ⊗ ωij. Èíûìè ñëîâàìè,

âåñîâàÿ ñèñòåìà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü íà èäåàëå ïîðîæäåííîì êîììó-
òàòîðàìè [Xij; Xjk + Xik], è òåì ñàìûì, óäîâëåòâîðÿòü ÷åòûðåõ÷ëåííîìó
ñîîòíîøåíèþ.

Ïîñòðîèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, îòâå÷àþùóþ ïðîèçâîëüíîé êîìï-
ëåêñíîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F = K +

√−1H, ãäå K è H - âå-
ùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû êàæäîé k-îé
òî÷êè zk è åå èìïóëüñ pk ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè êîîðäèíàòà-
ìè, òî åñòü pk = zk, íî â òî æå âðåìÿ, áóäåì ïîëàãàòü èõ íåçàâèñèìûìè.

Çàïèøåì êëàññè÷åñêóþ äëÿ âèõðåâîé äèíàìèêè ñêîáêó Ïóàññîíà â êîì-
ïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ

{f ; g} = −2
√−1

n∑

k=1

1

Γk

(∂kf∂kg − ∂kf∂kg),

ãäå Γk - íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàìåòðàìè ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, êîòîðóþ ìû ñòðîèì.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà íàøåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìíèìóþ
÷àñòü ôóíêöèè F , òî åñòü H = ImF .
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Óòâåðæäåíèå 1 Ïðîèçâîäíûå àáñîëþòíûõ êîîðäèíàò ïî âðåìåíè żk â ñè-
ëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = ImF âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå

żk = {zk; H} =
1

Γk

∂kF.

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíûå èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå ïåð-
âîãî V = W (1 + I1) = W (1) +

∑
16i<j6n

W (Xij)
∫

ωij, ãäå W - íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ
ñèñòåìà.

Â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà íàøåé ñèñòåìû âûáåðåì ìíèìóþ ÷àñòü èíâà-
ðèàíòà Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà H(γ) = ImW (I1(γ)).

Ïóñòü W (Xij) = cij, ãäå cij = ΓiΓj è ∀s ∈ {1, 2, . . . , n} Γs ∈ R. Òîãäà
Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H = Im 1

2π
√−1

∑
16i<j6n

ΓiΓj

∫

γ

d(zi − zj)

zi − zj

= − 1

2π

∑
16i<j6n

ΓiΓj log rij.

Ïàðàìåòðû Γk ìîæíî òðàêòîâàòü êàê èíòåíñèâíîñòè òî÷å÷íûõ âèõðåé íà
ïëîñêîñòè [3].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåé òåîðåìû

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ èíâàðèàíòà
Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðåäñòàâëåííîãî 1-èòåðèðîâàííûì èíòåãðàëîì
×åíà W (I1) =

∑
i<j

(
W (Xij)

2π
√−1

⊗ ∫
γ
d log(zi − zj)

)
ñ âåñîâîé ñèñòåìîé W (Xij) =

ΓiΓj. Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
Xn = Cn\(∪i<jHij), îïðåäåëÿåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì H ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé
n òî÷å÷íûõ äåêàðòîâûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè.





Γiẋi =
∂H

∂yi

; Γiẏi = −∂H

∂xi

H = ImW (I1(γ)) = − 1

2π

∑
16i<j6n

ΓiΓj log rij.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðîëü èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà â
äèíàìèêå âèõðåâîãî äâèæåíèÿ íå èñ÷åðïûâàåòñÿ òåì, ÷òî åãî ìíèìàÿ ÷àñòü
ïðåäñòàâëÿåò êëàññè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äåêàðòîâûõ âèõðåé íà
ïëîñêîñòè. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîãî èíâàðèàíòà òàêæå èìååò âïîëíå îïðå-
äåëåííûé ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë:

Òåîðåìà 3 Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ñèñòåìû n âèõðåé íà ïëîñêîñòè ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì, ÿâëÿþùèìñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ òîãî
æå èíâàðèàíòà.

H = ImW

( ∑

i 6=j

Xij

2π
√−1

∫
d log (zi − zj)

)
,
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Φ = ReW

( ∑

i6=j

Xij

2π
√−1

∫
d log (zi − zj)

)
,

ãäå W (Xij) = ΓiΓj.

Ñèñòåìà äåêàðòîâûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé àïïðîê-
ñèìàöèåé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà [1]

∂v

∂t
= −(v,∇)v −∇p

div v = 0.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà â ôîðìå Ãåëüìãîëüöà

∂ω

∂t
= −{v, ω}, ãäå ω = rot v.

Îíî ñîâïàäàåò ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ




∂ v

∂t
= −(v,∇)v + (rotB)×B −∇p

∂B

∂t
= −{v,B}

div B = 0

div v = 0,

åñëè ïîëîæèòü B = rot v.
Ôóíêöèÿ òîêà ψ ïëîñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ẋ =
∂ψ

∂y
, ẏ = −∂ψ

∂x

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

∆ψ = ω, ãäå ω =
N∑

i=1

Γiδ(z − zi).

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

ψ = − 1

2π

N∑
i=1

Γi log |z − zi|.

Ýòà ôóíêöèÿ òîêà ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíèàíó

H = − 1

2π

∑
16i<j6n

ΓiΓj log rij

êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè.
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3. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, ïîðîæäåííûå èíâàðèàíòàìè
Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå âòîðîãî

Ñ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ñâÿçàòü äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = ImW (I62(γ)), ãäå I2 =

∫
ω̃ω̃ åñòü 2-èòåðè-

ðîâàííûé èíòåãðàë ×åíà.
Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà áóäóò èìåòü âèä





Γiẋi =
∂H

∂yi

; Γiẏi = −∂H

∂xi

H = Im W (I62(γ)) = Const +
∑

16r<s6n

W (Xrs)

∫

γ

ωrs+

+
∑

16i<j6n

∑

16k<l6n

W (XijXkl)

∫

γ

ωijωkl.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé ïðîàíàëèçèðîâàííàÿ Áåðãåðîì [5]. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n = 3. Âûáåðåì
âåñîâóþ ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W (Xij) = 0;

W (XijXkl) =
1

2
(−1)(k−i+l−j) · sign(k − i + l − j).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ âåñîâàÿ ñèñòåìà ñîõðàíÿåò òðåáîâàíèÿ íà èí-
òåãðèðóåìîñòü ôîðìû ω̃.

Èòåðèðîâàííûé èíòåãðàë I2 =
∫

ω̃ω̃ =
∑

i<j

∑
k<l W (XijXkl)

∫
ωijωkl ïðè-

ìåò âèä

W (I2) =

∫
ω̃ω̃ =

1

2

[ ∫

γ

ω12ω13 −
∫

γ

ω23ω13 +

∫

γ

ω23ω12 −
∫

γ

ω13ω12+

+

∫

γ

ω13ω23 −
∫

γ

ω12ω23

]
.

Â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âûáåðåì ìíèìóþ ÷àñòü
ïîñòðîåííîãî èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà H = ImW (I2(γ)). Íå òðóäíî óêàçàòü
ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì Γiżi =
∂iI2, i = 1, 2, 3.

Áåðãåð äîêàçàë, ÷òî äâèæåíèå òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, ïðîèñõîäèò â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè, ïðè ýòîì öåíòð ìàññ îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì.

Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé äâèæåíèÿ òðåõ âèõðåé, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ îïèñû-
âàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè, ïîðîæäåííûìè èíâàðèàíòàìè Âàñèëüå-
âà âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå äëÿ ýòîãî
èíâàðèàíòà

∫
ω̃ω̃ =

∑
16i<j63

∑

16k<l63

XijXkl ⊗
∫

γ

ωijωkl =
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=
1

2

[
X12X12 ⊗

∫
ω12

∫
ω12 + X13X13 ⊗

∫
ω13

∫
ω13+

+X23X23 ⊗
∫

ω23

∫
ω23

]
+

+
1

2

[
(X13X12 + X12X13)⊗

∫
ω13

∫
ω12+

+(X23X13 + X13X23)⊗
∫

ω13

∫
ω23+

+(X23X12 + X12X23)⊗
∫

ω12

∫
ω23

]
+

+
1

2
(X13X12 −X12X13)⊗

[ ∫
(ω13 − ω23)ω12+

+

∫
(ω23 − ω12)ω13 +

∫
(ω12 − ω13)ω23

]

Ýòî ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâ èòåðèðîâàííûõ èíòåãðàëîâ,
à òàê æå ñîîòíîøåíèé íà êîýôôèöèåíòû Xij

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé ñèñòåìû èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå

Óòâåðæäåíèå 2 Ïðîèçâîëüíûé 2-èòåðèðîâàííûé èíòåãðàë, çàäàþùèé èí-
âàðèàíò Âàñèëüåâà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîñ ñ òðåìÿ íè-
òÿìè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà
âòîðîãî ïîðÿäêà, äâà èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ðàçëîæèìûõ èíâàðè-
àíòîâ Âàñèëüåâà âòîðîãî ïîðÿäêà (òî åñòü, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà), à òðåòèé èíâàðèàíò
ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàë, ðàññìîòðåííûé Áåðãåðîì, è ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæè-
ìûì èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííóþ ∆123 = −→r 12 × −→r 13, ÿâëÿþùóþñÿ çíà÷åíèåì
îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû −→r 12 è−→r 13, ãäå −→r ij � âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà i-îãî â öåíòð j-îãî âèõðÿ.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ êîëëèíåàðíûõ êîíôè-
ãóðàöèé òðåõ âèõðåé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

{
∆123 = 0

∆̇123 = 0.

Åñëè âèõðè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé, òî âñå îòíîñèòåëüíûå êîîðäè-
íàòû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îäíó èç íèõ. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü
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z1 − z2 = z12

z3 − z2 = u · z12

z3 − z1 = (u− 1) · z12.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà, îòìå÷åííîãî Áîðèñîâûì è
Ìàìàåâûì â [2].

Òåîðåìà 4 Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû òðåõ âèõðåé ïðåäñòàâëÿåò
èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå âòîðîãî, âûðàæåííûé ñóììîé
èòåðèðîâàííûõ èíòåãðàëîâ ×åíà, ñ ñèììåòðè÷åñêîé âåñîâîé ñèñòåìîé
W (XijXkl) = W (Xij)W (Xkl), ãäå W (Xij) = ΓiΓj, òîãäà óðàâíåíèå, îïðåäå-
ëÿþùåå êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè äàííîé íåêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû âèõðåé
ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è òðåõ òî÷å÷íûõ
âèõðåé íà ïëîñêîñòè

(Γ1 + Γ2)u
3 − (2Γ1 + Γ2)u

2 − (2Γ3 + Γ2)u + (Γ2 + Γ3) = 0.

Çàìå÷àíèå 4 Äëÿ ñèñòåìû n âèõðåé íà ïëîñêîñòè ñ èíòåíñèâíîñòÿìè Γk

ââåäåíî ïîíÿòèå öåíòðà çàâèõðåííîñòè
Γ1z1 + Γ2z2 + . . . + Γnzn

Γ1 + Γ2 + . . . + Γn

,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì öåíòðà ìàññ äëÿ n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûå âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà âòîðîãî ïîðÿäêà îáëàäàþò ñâîéñòâîì

d

dt

(
Γ1z1 + Γ2z2 + Γ3z3

Γ1 + Γ2 + Γ3

)
=

Γ1ż1 + Γ2ż2 + Γ3ż3

Γ1 + Γ2 + Γ3

= 0,

êîòîðîå îçíà÷àåò íåïîäâèæíîñòü öåíòðà çàâèõðåííîñòè ñèñòåìû òðåõ
âèõðåé íà ïëîñêîñòè ñ èíòåíñèâíîñòÿìè Γ1, Γ2 è Γ3.
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Êîñòèí Ä.Â., Ñàïðîíîâ Þ.È.

Ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â àíàëèçå áèôóðêàöèé ýêñòðåìàëåé

Ââåäåíèå
Ïðè ðàññìîòðåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïà-

ðàìåòðîâ çà÷àñòóþ ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
äëÿ èññëåäîâàòåëÿ. Êàðòèíà ïðåäñòàåò íàìíîãî áîëåå ïîëíîé è ÿñíîé, êîãäà
ðåçóëüòàò àíàëèçà óðàâíåíèÿ äîïîëíåí ñîîòíîøåíèÿìè, íàïðÿìóþ ïîêàçûâà-
þùèìè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò âûðîæ-
äåííûå ðåøåíèÿ. Ãðàôèê ýòèõ ñîîòíîøåíèé (äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî)
äåëèò ïðîñòðàíñòâî óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà ÿ÷åéêè, êàæäîé èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííûé ñîñòàâ ðåøåíèé (ò.å. íåèçìåííûé ïî êîëè÷åñòâó è
êà÷åñòâó ïðè âàðèàöèÿõ ïàðàìåòðà âäîëü ÿ÷åéêè).

Ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ñïîñîá îïèñàíèÿ êàóñòèê è bif-ðàñêëàäîâ îïèðàåòñÿ
íà ñõåìû êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé àïïàðàò èññëåäî-
âàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íååäèíñòâåííîñòüþ ñîñòîÿíèé, ê
êàêîâûì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, óïðóãèå êîíñòðóêöèè â çàêðèòè÷åñêèõ ðàâíî-
âåñíûõ ñîñòîÿíèÿõ, ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå ôàçû êðèñòàëëîâ è ò.ï. [1]�[5].

Âàðèàöèîííóþ âåðñèþ ðåäóöèðóþùåé ñõåìû Ëÿïóíîâà�Øìèäòà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê íåëèíåéíûé àíàëîã ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè. Êëàññè÷å-
ñêîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèîíàëà V íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
E íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

W (ξ) := V

(
n∑

j=1

ξjej

)
, ξ = (ξ1, . . . , ξn)>,

ãäå e1, . . . , en � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ â E (áà-
çèñ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè). Ýêñòðåìàëÿì ξ̄ = (ξ̄1, . . . , ξ̄n)> ôóíêöèè W

ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè x̄ =
n∑

j=1

ξ̄jej, íàçûâàåìûå ðèòöåâñêèìè àïïðîêñèìàöèÿ-

ìè ýêñòðåìàëåé V . Òî÷íîñòü ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ïîâûøàåòñÿ çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ.

Åñëè, îáîáùàÿ, ðàññìîòðåòü "íåëèíåéíûå" àïïðîêñèìàöèè âèäà

W (ξ) = V

(
n∑

j=1

ξjej + Φ(ξ)

)
,

ãäå Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç N := span(e1, . . . , en) â N⊥ (îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ê N â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûì êâàäðà-
òîì), òî âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìîæíî äîñòèãàòü ëþáîé àïïðîêñè-
ìàòèâíîé òî÷íîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå áàçèñíûõ ôóíêöèé è, ñëåäî-
âàòåëüíî, àïðèîðè îãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû àïïðîêñèìè-
ðóþùåé ñèñòåìû.
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Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ñõåìàì êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé ïðèäàåò â òåêó-
ùèé ìîìåíò òî, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ðàçðàáàòûâàòü àëãîðèòìû êîìïüþòåðíî-
ãî ñîïðîâîæäåíèÿ ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ çàäà÷, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ìîæ-
íî ïîëó÷àòü íàãëÿäíóþ èíôîðìàöèþ î ñóùåñòâîâàíèè è áèôóðêàöèÿõ ýêñ-
òðåìàëåé, îá èíäåêñàõ Ìîðñà áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé è î ìåòàìîðôî-
çàõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíåé ôóíêöèîíàëîâ ýíåðãèè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè � ðàñïðîñòðàíåíèå ÷èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêîé ïðîöåäóðû, ðàçðàáîòàííîé Á.Ì. Äàðèíñêèì è Þ.È. Ñàïðîíî-
âûì äëÿ îäíîðîäíûõ ñðåä, íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ãëàâíîå ðàçëè÷èå
ýòèõ ñëó÷àåâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîì èç íèõ ñóùåñòâóåò ôèêñèðîâàííûé
áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ìîä áèôóðêàöèé), ïî êîòîðûì âû÷èñëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíîå óñå÷åíèå ñèñòåìû (êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ), âî âòîðîì áàçèñà, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íåò. Âìåñòî íåãî ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé (ëèíåéíàÿ îáîëî÷-
êà), êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà â
íóëå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè.

Âû÷èñëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè â ñëó÷àå ïîñòî-
ÿííîãî áàçèñà ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè.

Ïóñòü f : E −→ F � ãëàäêîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå íóëåâîãî èíäåê-
ñà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, òàêîå, ÷òî

〈f(x), h〉 ≡ ∂V

∂x
(x)h, (1)

ãäå V � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë íà E (ïîòåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f), 〈·, ·〉 � ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ñîäåðæà-
ùåì E è F êàê íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ òàêæå, ÷òî E íåïðåðûâíî âëîæåíî â F . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ôóíêöèîíàë V îáëàäàåò ãðàäèåíòíîé ðåàëèçàöèåé â òðîéêå ïðîñòðàíñòâ
{E, F,H} è èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ f = grad V = ∇V .

Â îïèñàííûõ óñëîâèÿõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

f(x) = 0 (2)

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèîíàëà V . Äåéñòâèòåëüíî,
èç óñëîâèÿ ∂V

/
∂x(x) = 0 âûòåêàåò óñëîâèå f(x) ∈ E⊥, à E⊥ = {0} ââèäó

ïëîòíîñòè E â H.
Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé (ýêñòðåìàëüþ)

äàííîãî ôóíêöèîíàëà V (x), åñëè

∂V

∂x
(a)h = 〈f(a), h〉H = 0, ∀ h ∈ E \ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì ãëàäêîå ïîòåíöèàëüíîå ôðåäãîëüìîâî óðàâ-
íåíèå ñ ïàðàìåòðîì

f(x, λ) = 0. (3)
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Ïóñòü åãî ïîòåíöèàëîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë V (x, λ), x ∈ E, λ ∈ Rm. Ïóñòü
O(0) � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ â E, U(0) � îêðåñòíîñòü íóëÿ
â Rm è f(0, λ) = 0, ∀λ. Ïóñòü, íàêîíåö, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ
(ñì. [5]):
1) íà U(0) îïðåäåëåí íàáîð ãëàäêèõ íîðìèðîâàííûõ â H ôóíêöèé
{ej(λ)}n

j=1, λ ∈ U(0), èç E (ïîñòîÿííûõ ìîä áèôóðêàöèè) òàêèõ, ÷òî

∂f

∂x
(0, λ)ej(λ) = αj(λ)ej(λ), (4)

ãäå {αj(λ)}n
j=1 � ãëàäêèå ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè; 2) 0 � íåâûðîæäåííàÿ êðè-

òè÷åñêàÿ òî÷êà ñóæåíèÿ V (x, 0)|L0 , ãäå Lλ := E ∩N⊥
λ , N⊥

λ � îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå â H ê Nλ = Span{e1(λ), . . . , en(λ)}.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ O(0) ïîëîæèì ξj(λ) = 〈x, ej(λ)〉, ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â H. Òîãäà

x =
n∑

j=1

ξj(λ)ej(λ) + v(λ), v(λ) ⊥ ej(λ) ∀j.

Àíàëîãè÷íî

f(x, λ) =
n∑

j=1

fj(x, λ)ej(λ) + f∗(x, λ), f∗(x, λ) ⊥ ej(λ) ∀j.

Ïóñòü L∗λ = F ∩ N⊥
λ . Òîãäà èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî f∗(·, 0) : L0 −→ L∗0

� ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì (â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(0) òî÷êè 0 ∈
L0). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, òàêàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ u = Φ(ξ, λ), (ξ, λ) ∈ On(0) × U(0), Φ(ξ, λ) ∈ Lλ, ãäå On(0) �
íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rn, ÷òî

f∗

(
n∑

j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
= 0 ∀(ξ, λ) ∈ On(0)× U(0).

Ôóíêöèÿ W (ξ, λ) = V

(
n∑

j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ

ôóíêöèîíàëà V (x, λ), à åå ãðàäèåíò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì îòîáðàæåíèåì äëÿ
óðàâíåíèÿ f(x, λ) = 0 [5].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè W ÷àñòî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü-
ñÿ íåñêîëüêèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ W â ðÿä Òåéëîðà. Â ëîêàëüíûõ âà-
ðèàöèîííûõ çàäà÷àõ ýòî ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
ïîäîáðàííîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà V (x), çàäàííîé âûðà-
æåíèåì

WR(ξ) = V

(
n∑

j=1

ξjej

)
, ξ = (ξ1, ..., ξn)>,

ãäå {e1, ..., en} � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ôóíêöèé èç E (áàçèñ
àïïðîêñèìàöèè).
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Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî îòáðàñûâàíèå "òåéëîðîâñêîãî õâîñòà" íå èçìåíÿåò
òîïîëîãèþ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì è ñòðóêòóðó bif−ðàñêëàäîâ, ïðîâî-
äèòñÿ íà îñíîâå òåîðåì î êîíå÷íîé îïðåäåëåííîñòè ðîñòêîâ îòîáðàæåíèé è
èõ äåôîðìàöèé [6].

Ðàññìîòðèì òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà V äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà:

V (x, λ) = const +
1

2
〈A(λ)x, x〉H + V

(3)
λ (x) + V

(4)
λ (x) + o(‖x‖4),

ãäå A(λ) = ∂f
∂x

(0, λ), V
(3)
λ è V

(4)
λ � îäíîðîäíûå ôîðìû òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêîâ íà E. Ïóñòü íà H çàäàí íàáîð èíâîëþöèé {Jk}n
k=1 òàêèõ, ÷òî

1) Jk(E) ⊂ E, Jk(F ) ⊂ F, k = 1, . . . , n,
2) Jk(ek(λ)) = −ek(λ), Jk(ej(λ)) = ej(λ), k 6= j.

Ïóñòü ïîòåíöèàë V (·, λ) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Jk:

V (Jk(x), λ) = V (x, λ), k = 1, . . . , n, ∀ x, λ. (5)

Òîãäà êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ W (ξ, λ) ÷åòíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ξj è, ñëåäî-
âàòåëüíî, å¼ òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä [4, 5]:

W (ξ, λ) = const + W
(2)
λ (ξ) + W

(4)
λ (ξ) + o(|ξ|5),

ãäå W
(2)
λ è W

(4)
λ � ôîðìû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, ÷åòíûå ïî ξj. Èç

(5) ñëåäóåò, ÷òî

W (ξ, λ) = const +
1

2

n∑
j=1

αj(λ)ξ2
j + W

(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5) + O(|λ|)o(|ξ|3).

Òàê êàê αj(0) = 0, òî

W (ξ, 0) = const + W
(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5), ξ ∈ Rn

(W (4)
0 (ξ) � ôîðìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü [4], ÷òî

W
(4)
0 (ξ) =

1

2
〈AB(u), B(u)〉H + 3V

(3)
0 (u, u, B(u)) + V

(4)
0 (u),

ãäå u =
n∑

j=1

ξjej, ej = ej(0), A = A(0), V
(3)
0 � ñèììåòðè÷íàÿ 3−ëèíåéíàÿ

ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ V
(3)
0

(
V

(3)
0 (u) = V(3)

0 (u, u, u)
)
, B � êâàäðàòè÷íîå îòîá-

ðàæåíèå N0 −→ L∗0, ïîëó÷åííîå âûäåëåíèåì êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè îòîáðàæå-
íèÿ u −→ Φ(ξ, 0). Íåòðóäíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî B(u) = −A−1

∗ gradL0V
(3)
0 (u)

(A∗ = A|L0). Äëÿ ÷åòíîãî ïîòåíöèàëà V èìååì V
(3)
0 = 0, B(u) = 0, è, ñëå-

äîâàòåëüíî, W
(4)
0 (ξ) = V

(4)
0 (u). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ W ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå [4]:

const +
1

2

n∑
j=1

αj(λ)ξ2
j + W

(4)
R (ξ, 0) + O(|λ|)O(|ξ|4) + o(|ξ|5), (6)
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ãäå W
(4)
R (ξ, 0) = V

(4)
0 (

n∑
j=1

ξjej). Ïóñòü

V
(4)
0 (x) = V(4)

0 (x, x, x, x)

(V(4)
0 (x, y, z, t) � ñèììåòðè÷íàÿ 4−ëèíåéíàÿ ôîðìà). Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñèììåò-

ðèè, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

W
(4)
R (ξ) =

n∑

k=1

V
(4)
0 (ek)ξ

4
k + 6

n∑
i<j

V(4)
0 (ei, ei, ej, ej)ξ

2
i ξ

2
j . (7)

Âû÷èñëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè â ñëó÷àå ïåðå-
ìåííîãî áàçèñà ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìîäû áèôóðêàöèé çàâèñÿò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ,
ñõåìà ïîñòðîåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè òðåáóåò ïðèíöèïèàëüíîãî îáîáùåíèÿ.
Óñëîâèå, ÷òîáû ìîäû áûëè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, çàìåíÿåòñÿ áîëåå îá-
ùèì óñëîâèåì � ãëàäêîé çàâèñèìîñòüþ áàçèñà àïïðîêñèìàöèè îò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ.

Èòàê, ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ: 1) íà U(0) îïðåäåëåí
íàáîð ãëàäêèõ íîðìèðîâàííûõ â H ôóíêöèé {ej(λ)}n

j=1, λ ∈ U(0), èç E (ïî-
ñòîÿííûõ ìîä áèôóðêàöèè) òàêèõ, ÷òî

∂f

∂x
(0, λ)ej(λ) =

n∑

k=1

αj,k(λ)ej(λ), (8)

ãäå {αj,k(λ)}n
j=1 � ãëàäêèå ôóíêöèè; 2) 0 � íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷-

êà ñóæåíèÿ V (x, 0)|L0 , ãäå Lλ := E ∩N⊥
λ , N⊥

λ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
â H ê Nλ = Span{e1(λ), . . . , en(λ)}.

Ãëàâíàÿ ÷àñòü êëþ÷åâîé ôóíêöèè W ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ðèòöåâ-
ñêîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèîíàëà V (x)

WR(ξ) = V

(
n∑

j=1

ξjej

)
, ξ = (ξ1, ..., ξn)>.

Âíîâü ðàññìîòðèì òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà V äî ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà:

V (x, λ) = const +
1

2
〈A(λ)x, x〉H + V

(4)
λ (x) + o(‖x‖4),

ãäå A(λ) = ∂f
∂x

(0, λ), è V
(4)
λ � îäíîðîäíàÿ ôîðìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ íà E.

Òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè W (ξ, λ) èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

W (ξ, λ) = const + W
(2)
λ (ξ) + W

(4)
λ (ξ) + o(|ξ|5),

ãäå W
(2)
λ è W

(4)
λ �ôîðìû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, çàìåòèì, ÷òî òîëüêî

ôîðìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ÷åòíà ïî ξ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå ñëàãàåìîå, ðàçðóøàþùåå ñèììåòðèþ ïðÿìîóãîëüíèêà, è êëþ÷åâàÿ
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ôóíêöèÿ èìååò âèä

W (ξ, λ) = const +
1

2

n∑
i,j=1

αi,j(λ)ξiξj + W
(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5) + O(|λ|)o(|ξ|3).

Òàê êàê αi,j(0) = 0, òî

W (ξ, 0) = const + W
(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5), ξ ∈ Rn

(W (4)
0 (ξ) � ôîðìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

W
(4)
0 (ξ) =

1

2
〈AB(u), B(u)〉H + V

(4)
0 (u),

ãäå u =
n∑

j=1

ξjej, ej = ej(0), A = A(0). Òî åñòü, äëÿ ïîòåíöèàëà V èìååì

W
(4)
0 (ξ) = V

(4)
0 (u). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ W ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëå-

íèå:
const +

1

2

n∑
i,j=1

αi,j(λ)ξiξj + W
(4)
R (ξ, 0) + O(|λ|)O(|ξ|4) + o(|ξ|5), (9)

ãäå W
(4)
R (ξ, 0) = V

(4)
0 (

n∑
j=1

ξjej). Åñëè V
(4)
0 (x) = V(4)

0 (x, x, x, x) (V(4)
0 (x, y, z, t) �

ñèììåòðè÷íàÿ 4−ëèíåéíàÿ ôîðìà), òî

W
(4)
R (ξ) =

n∑

k=1

V
(4)
0 (ek)ξ

4
k + 6

n∑
i<j

V(4)
0 (ei, ei, ej, ej)ξ

2
i ξ

2
j . (10)

Ïîñòðîåíèå áàçèñà ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè.
Êðîìå ïîëó÷åííîãî âûøå âèäà êëþ÷åâîé ôóíêöèè, íèæå áóäóò ïîëó÷å-

íû ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðåìåííîãî áàçèñà ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè.
Ïóñòü ïðè λ = 0 âåäóùèå ìîäû áèôóðêàöèè îïðåäåëåíû è ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé íàáîð {ej}n

j=1. Áóäåì ðàçûñêèâàòü íàáîð {ẽj}n
j=1, ãäå ẽj � "âîçìóùåííàÿ"

ìîäà áèôóðêàöèè:
ẽk = ek +

∑
j

hk,jλj + o(λ),

îáðàçóþùèå áàçèñ â n−ìåðíîì êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðà Ãåññå
H = A+ B(λ) â íóëå, ãäå ek � íåâîçìóùåííûå ìîäû áèôóðêàöèè (ýëåìåíòû
ẽk íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà H).

Îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ òðóäíîñòü â ïîñòðîåíèè ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé
ôóíêöèè ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ hk,j. Èõ ìîæíî îïðåäåëèòü
íà îñíîâå ôîðìóëû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî âîçìóùåííîãî ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, ïðèâåäåííîé â ìîíîãðàôèè
Â.Ï.Ìàñëîâà [8].
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Èòàê, âìåñòî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèì òàêèå ýëåìåíòû ẽj(λ),
j = 1, 2, .., n äëÿ êîòîðûõ

∂f

∂x
(0, λ)ẽj(λ) =

∑

k

αjk(λ) ẽk(λ).

Ôóíêöèè ẽj(λ) áóäåì íàçûâàòü êîðíåâûìè.
Âàæíûì ñîïóòñòâóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì â ïðåäëîæåííîì çäåñü ïîäõîäå

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âõîäÿùèå â ýòè ñîîòíîøåíèÿ ôóíêöèè αjk(λ), ẽj(λ) áóäóò
ãëàäêî çàâèñåòü îò λ.

Â êà÷åñòâå èñêîìûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âçÿòü

ẽk(λ) := P(λ)(ek),

ãäå
P(λ) =

1

2πi

∮

`

R(λ, z)dz

� îðòîïðîåêòîð íà n−ìåðíîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ` � îêðóæíîñòü
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå (íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè),
R(λ, z) � ðåçîëüâåíòà:

R(λ, z) = ((A+ B(ε)− zI)−1 .

Ïîä ε ïîíèìàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò òåõ ïàðàìåòðîâ, êîòî-
ðûå âëèÿþò íà áàçèñ àïðîêñèìàöèè. Ïðèâåäåì äàííóþ ðåçîëüâåíòó ê áîëåå
óäîáíîìó âèäó (âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì îïåðàòîðà I+B(ε) (A− zI)−1

â ðÿä Íåéìîíà):

(A+ B(ε)− zI)−1 = (A− zI)−1 [I + B(ε) (A− zI)−1]−1 =

= (A− zI)−1
∞∑

k=0

(−1)k[B(ε) (A− zI)−1]k.

Â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî îáîéòèñü ëèøü ëèíåéíûìè ïî ε ñëàãàåìûìè
ýòîãî ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì,

P(λ) =
1

2πi

∮

`

(A− zI)−1 dz − 1

2πi

∮

`

(A− zI)−1 B(ε)(A− zI)−1dz.

Òàê êàê îïåðàòîð B(ε) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, òî B(ε) =
∑n

j=1 Bjεj + o(ε).
Îáîçíà÷èâ ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç P0,
ïîëó÷èì:

P = P0 − 1

2πi

∮

`

(A− zI)−1

n∑
j=1

Bjεj(ε)(A− zI)−1dz + o(ε).
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Ñóììó ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà, è îáîçíà÷èâ

Pj :=
1

2πi

∮

`

(A− zI)−1Bj(A− zI)−1dz, (11)

ïîëó÷èì êîíå÷íûé âèä ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåííûõ ìîä áèôóðêà-
öèé:

ẽk = Pek = ek −
∑

j

εjhk,j + o(λ), (12)

P = P0 −
n∑

j=1

Pjεj + o(ε),

ãäå
hk,j = Pjek. (13)

Èòàê, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà Âîçìóùåííûå êîðíåâûå âåêòîðû ẽk, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå (12), ãäå hk,j îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (11),(13).
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Êîòèêîâ À.Ý.

Áèôóðêàöèÿ áåãóùèõ âîëí âèäîèçìåíåííîãî óðàâíåíèÿ
Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ut = u− (1 + ic)u|u|4 − ibuxx, u = u(t, x) ∈ C, (1)

äëÿ êîòîðîãî b è c � äåécòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü b > 0. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(t, x) ïðèíàäëåæàò ïîëþ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âèäîèçìåíåííûì óðàâíåíèåì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó
è àíàëèç ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé åãî áåãóùèõ âîëí ïðîäîëæàåò ðàáîòó [2]
â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì ê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè
íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

Óðàâíåíèå (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà îòðåçêå [−π, π] âìåñòå ñ ïåðèîäè-
÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t,−π) = u(t, π), ux(t,−π) = ux(t, π), t ∈ [0,∞). (2)

Êàê è â ðàáîòå [2], â êîòîðîé óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

ut = u− (1 + ic)u|u|2 − ibuxx, u = u(t, x) ∈ C, (3)

ðàññìàòðèâàëîñü âìåñòå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2), êðàåâàÿ
çàäà÷à (1),(2) äîïóñêàåò àâòîìîäåëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ âèäà

un(t, x) = exp (i(nx + ωnt)), (4)

êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü áåãóùèìè âîëíàìè, äëÿ êîòîðûõ ωn ∈ R, n ∈ Z.
Ïîäñòàíîâêà ôóíêöèè (4) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) ïîçâîëÿåò íàéòè óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ áåãóùèõ âîëí

ωn = −c + bn2.

Ïðè n = 0 ïîëó÷àåì ðåøåíèå u0(t) = exp(−ict), êîòîðîå â ôèçèêå ïðèíÿòî
íàçûâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåòâüþ.

Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü âîïðîñ î óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé (4) è
âîïðîñ î ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèÿõ áåãóùèõ âîëí ïðè ñìåíå èìè óñòîé÷èâî-
ñòè. Óñòîé÷èâîñòü áåãóùèõ âîëí åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â íîðìå ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è. Â íàøåì ñëó÷àå òàêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì áóäåò H2

2 � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ôóíêöèé, êîòîðûå 2π-ïåðèîäè÷íû
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ïî ïåðåìåííîé x è èìåþò îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ-
÷èòåëüíî, èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì íà [−π, π]

‖u‖H2
2[−π,π]

= ‖u‖L2 + ‖ux‖L2 + ‖uxx‖L2 , ‖u‖L2 =

√∫ π

−π

|u|2dx.

Èññëåäîâàíèå ýòèõ äâóõ ïîñòàâëåííûõ âîïðîñîâ îáëåã÷àåò òåõíè÷åñêèé
ïðèåì, èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå [1], êîòîðûé ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ñà-
ìîïîäîáèÿ.

Îñóùåñòâèì ïîäñòàíîâêó â èñõîäíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ

u(t, x) = v(t, y) exp (inx) exp (ibn2t), y = x + 2bnt. (5)

Äëÿ v(t, y) ïîëó÷àåì íåçàâèñèìîå îò n óðàâíåíèå ïîäîáíîå èññëåäóåìîìó

vt = v − (1 + ic)v|v|4 − ibvyy. (6)

Çàìå÷àåì, ÷òî
v(t, y) = exp(−ict) = u0(t). (7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè áåãóùèõ âîëí (4) äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü óñòîé÷èâîñòü ëèøü îäíîãî ðåøåíèÿ (7).

2. Óñòîé÷èâîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåòâè
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåòâè ïîçâîëÿåò óñòàíî-

âèòü ñëåäóþùèé âûâîä

Ëåììà 1 Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (4) êðàåâîé çàäà÷è (1),(2) óñòîé÷èâî (îð-
áèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî), åñëè b > 4c è íåóñòîé÷èâî, åñëè
b < 4c.

Çàìå÷àíèå 1 Çíà÷åíèþ b = 4c ñîîòâåòñâóåò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé â çàäà÷å
îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (4). Âñå òî÷êè ñïåêòðà, êðîìå îäíîé ëåæàò â
ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì

Reλ 6 −γ < 0,

íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò êðàòíîñòü 3.
Âîññòàíîâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, ïðèâîäÿùóþ ê óêàçàííîìó âû-

âîäó. Çàìåíîé v(t, y) = u0(t)(1 + w(t, y)) ïåðåõîäèì ê êðàåâîé çàäà÷å

wt = L(c, b)w − (1 + ic)F (w), (8)

w(t,−π) = w(t, π), wy(t,−π) = wy(t, π). (9)

äëÿ êîòîðîé ñëåäóåò èçó÷èòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ, L(c, b) � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, F (w) � íåëèíåé-
íîñòü. Ëèíåàðèçóåì â íóëå êðàåâóþ çàäà÷ó (8),(9) è èññëåäóåì ñïåêòð ëè-
íåéíîãî äèôôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîñòðîèâ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí.
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Â ñëó÷àå b = 4c, ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(c, 4c) = −(1 + ic)(2v + 2v̄)− 4icvyy

èìååò òðåõêðàòíîå íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîìó îòâå÷àþò ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè

e0(y) = i, e1(y) = (−c + i)cosy, e2(y) = (−c + i)siny.

Ïðè b = 4c− ε, åñëè ε > 0, îïåðàòîð L(c, 4c− ε) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
êîòîðûå âñå ëåæàò â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð L(c, b) îïðåäåëåí íà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöè-
ÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîðîäíûì óñëîâèÿì Íåéìàíà

vy(0) = vy(π) = 0,

òîãäà îïåðàòîð L(c, 4c) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 2, òàê
êàê åìó îòâå÷àþò ëèøü äâå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè e0(y), e1(y). Îïåðàòîð
L(c, 4c) èìååò äâóìåðíîå ÿäðî, íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

L(c, 4c)v = h(y) (10)

ðàçðåøèìî íå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëåäíèé âîïðîñ
äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ëèøü â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà h(y) èìååò ñïåöèàëüíûé
âèä.

Ëåììà 2 Ïóñòü h(y) = h0 ∈ C. Ïðè òàêîì âûáîðå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèå
(10) èìååò ðåøåíèå ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà Imh0 = cReh0.

Ëåììà 3 Ïóñòü h(y) = h0 cos y, ãäå h0 ∈ C. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (10) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà
Imh0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 2-3 ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì.
Çäåñü è íèæå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäèêà áîëåå ïîäðîáíî èçëîæåííàÿ â ðàáî-

òàõ [2-3], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü áëèçêèå ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ áèôóðêàöèîííàÿ çàäà÷à
Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

vt = v − (1 + ic)v|v|4 − i(4c− ε)vyy, (11)

vy(t, 0) = vy(t, π) = 0. (12)

Ó ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñòðóêòóðå îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ

v0(t) = exp(−ict).
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Äëÿ îïèñàíèÿ îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ v0(t) ðàññìîòðèì ñåìåé-
ñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è ïîëîæèì, ÷òî

v(t, y, ε) = exp(−ict + iψ(t))(1 + w(t, y, ε)). (13)

Ïîäñòàâíîâêà ðàâåíñòâà (13) â êðàåâóþ çàäà÷ó (11),(12) ïîçâîëÿåò íàéòè, ÷òî
ôóíêöèÿ w(t, y, ε) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ẇ + iψ̇(1 + w) = L(c, 4c− ε)w − (1 + ic)F (w), (14)

à òàêæå êðàåâûì óñëîâèÿì
wy(t, 0, ε) = wy(t, π, ε) = 0, (15)

çäåñü è äàëåå òî÷êîé áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ ïî t. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè w áóäåò èìåòü âèä

w(t, y, ε) = η(ε)w1(y) + η2(ε)w2(y) + η3(ε)w3(y) + εη(ε)w0(y) + . . . , (16)

ãäå ôóíêöèè wi(y), i = 0, . . . , 3 óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì óñëîâèÿì Íåéìà-
íà, òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå èìåþùèå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ èç ñóììû (16). Íàêîíåö, ôóíêöèè ψ(t),
η(t) ñî çíà÷åíèÿìè â R óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé

ψ̇ = βη2 + O(η4),
η̇ = εαη + γη3 + O(η5, εη2).

(17)

Çäåñü β, α, γ ∈ R. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (17) ïðèíÿòî íàçûâàòü íîðìàëüíîé
ôîðìîé. Åå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò äèíàìèêó ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (14),(15)
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè îäíîðîäíîãî öèêëà u0(t).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ íîðìàëüíîé ôîðìû (17) ñëåäóåò ïîäñòà-
âèòü (16) ñ ó÷åòîì ñèñòåìû (17) â êðàåâóþ çàäà÷ó (14), à çàòåì èíòåãðèðîâàòü
η êàê ìàëûé ïàðàìåòð. Â èòîãå ïîëó÷èì ðåêêóðåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Èñïîëüçóÿ ëåììû 2-3 è óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ïîëó÷àåì, ÷òî

β = 2c(c2 + 1), γ = −64c4 − 7c2 + 1

3
< 0, α = c > 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óêîðî÷åííóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó, ò.å. ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ψ̇ = βη2,
η̇ = εαη + γη3,

(18)

ïîëó÷åííóþ èç ñèñòåìû (17) îòáðàñûâàíèåì ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ áîëåå âû-
ñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Âòîðîå óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ

η = ±
√

αε

−γ
.

Îáà ýòè ïîñòîÿííûõ ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó.
Àíàëîãè÷íî, êàê è â ðàáîòàõ [2-3] óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäó-

þùåãî óòâåðæäåíèÿ
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Òåîðåìà 1 Ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0) êðàåâàÿ çàäà-
÷à (11),(12) èìååò îðáèòàëüíî àñìïòîòè÷íî óñòîé÷èâûé öèêë. Äëÿ ýòîãî
öèêëà cïðàâåäëèâà àñèìòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

u0(t, y, ε) =
√

εα
−γ

(−c + i) cos y+

+
(

εα
−γ

) [
−7c2+1

4
(1 + ic) +

(
5c2−1

12
− 1

24c
(13c2 + 1)i

)
cos 2y

]
×

× exp
(
−ict− i εα

γ
βt

)
+ o(ε),

, (19)

ãäå β = 2c(c2 + 1), γ = −64c4−7c2+1
3

, α = c.

4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (19), ìîæåò áûòü ïðî-

äîëæåíà íà îòðåçîê [−π, 0] ïî ÷åòíîñòè ñ ñîõðàíåíèÿì ãëàäêîñòè, à çàòåì
óæå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü êàê 2π�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ðåøåíèå
(19) óäîâëåòâîðÿåò è êðàåâîé çàäà÷å (1),(2) ïðè b = 4c − ε, åñëè y çàìåíèòü
íà x. Èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà ñàìîïîäîáèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äàííîì âû-
áîðå â êðàåâîé çàäà÷å (1),(2) óäîâëåòâîðÿþò è ôóíêöèè

un(t, x, ε) =
√

εα
−γ

(−c + i) cos (x + 2bnt)+

+
(

εα
−γ

) [
−7c2+1

4
(1 + ic) +

(
5c2−1

12
− 1

24c
(13c2 + 1)i

)
cos 2(x + 2bnt)

]
×

× exp
(
inx− ict + ibn2t− εα

γ
βt

)
+ o(ε),

(20)

ãäå n ∈ Z. Íàëè÷èå ôîðìóë (20) êàê è â ðàáîòàõ [2-3] ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü,
÷òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0) êðàåâàÿ çàäà÷à
(1),(2) èìååò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ òîðîâ. Ýòè òîðû àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâû. Ïðè n ∈ Z\{0} ðåøåíèÿ íà íèõ çàäàþòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîé ôîðìóëîé (20). Ïðè n = 0 ôîðìóëà (20) çàäàåò îðáèòàëüíî
àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâûé öèêë.
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Êîòîâ Ï.À.

Î íåóñòàíîâèâøåìñÿ òå÷åíèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â
ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâàííîì êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè

ïðè íåïîäâèæíîì îñíîâàíèè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íåóñòàíîâèâøåìñÿ òå÷åíèè íåñæèìàåìîé ìàëî-
âÿçêîé íåìàãíèòíîé æèäêîñòè â çàìêíóòîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâàííîì òåï-
ëîïðîâîäÿùèìè íåäåôîðìèðóåìûìè èçîòåðìè÷åñêèìè ñôåðàìè ñ ðàäèóñàìè
r0 è r1, ïðè÷åì r0< r1; r1 = r0 + δ. Îáðàçîâàííûé øàðîâîé ñëîé ïîëíîñòüþ
çàïîëíåí æèäêîñòüþ â çàçîðå äëÿ ôèêñèðîâàííûõ âíåøíåé è âíóòðåííåé
íåéòðàëüíî ïëàâàþùåé ñôåðû. Ðàçðàáîòàíû êîíñòðóêòèâíûå îñíîâû íåóñòà-
íîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ îãðàíè÷åííîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èçíà÷àëüíî ïî-
êîÿùåéñÿ ñèñòåìû è îïðåäåëåíû âîçìóùàþùèå ìîìåíòû äëÿ íåïðîíèöàåìûõ
ñïëîøíûõ ãðàíèö.
ï.1. Âåùåñòâåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé

Èñõîäíûå íåïðåðûâíûå ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ ïðåäëàãàþòñÿ òàêèì âàðè-
àíòîì âåùåñòâåííîé ñèñòåìû

∂u

∂t
+

∂u

∂x
u +

∂u

∂y
υ +

∂u

∂z
w = ρ−1X − ρ−1 ∂p

∂x
+ ν∆u;

∂υ

∂t
+

∂υ

∂x
u +

∂υ

∂y
υ +

∂υ

∂z
w = ρ−1Y − ρ−1 ∂p

∂y
+ ν∆υ;

∂w

∂t
+

∂w

∂x
u +

∂w

∂y
υ +

∂w

∂z
w = ρ−1Z − ρ−1 ∂p

∂z
+ ν∆w;

d
∂ρ

∂p

∂p

∂x
x

/
dt+d

∂ρ

∂p

∂p

∂y
y

/
dt =

dctgt
∂t

sin t sin t
∂ρ

∂p

∂p

∂z

∂z

∂t

è ôèêñèðîâàííûìè íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Ëåììà. Äëÿ ðàñ÷åòà ãèäðîìåõàíè÷åñêîé ñèëû òðåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ïîëàãàòü ðàññìàòðèâàåìûé âàðèàíò äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè óñòîé÷èâûì.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âåùåñòâåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âîçìîæ-
íîãî ïîêîÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îãðàíè÷åííîé äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêî-
ñòè ïðè âûïîëíåíèè âûðàæåíèÿ K = gradp ðàçðàáîòàí òàê:

ν∆ν∆
∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
+ ν∆ν∆ν∆+
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(−1)ν∆ν∆ζ + ν∆ζ2 − ν∆ζ
∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
− ν∆ζν∆ + ζν∆ζ+

(−1)ζν∆
∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
− ζν∆ν∆+

+ζ2 ∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
+ ζ2ν∆− ζ3.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ïðè ñîáëþäåíèè ïðåäëàãàåìîãî âåùåñòâåííîãî íåðàâåí-
ñòâà âûðàáàòûâàþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ:

−9ν∆ν∆ν∆− 6ν∆ν∆
∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
+ (−1).

∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
3ν∆ν∆ +

∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
· (−1).

2ν∆
∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
+

+ν∆ν∆
∂

∂z

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt + d∂ρ
∂p

Y y
/

dt

∂ρ
∂p

Z
+ ν∆ν∆ν∆ > 0.

Ïðè ñîáëþäåíèè òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé âåùåñòâåííîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ðàññìàòðèâàåìîãî âàðèàíòà
íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ îãðàíè÷åííîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ òàê:

ρ∂V/∂t = µ∂2V
/
∂ξ2.

Óòâåðæäåíèå 1.2. Ïðåäïîëàãàåìîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî âåùåñòâåí-
íîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè êîòîðûì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ îãðà-
íè÷åííîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðåäëàãàåòñÿ òàêèì:

B exp−νt cos ξ + Q exp−νt sin ξ.

Ïðèìå÷àíèå 1.1. Ñ ó÷åòîì îãîâàðèâàåìûõ êðàåâûõ óñëîâèé âîçìîæíûé
âàðèàíò èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ðàçðàáîòàííûì òàê:
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−tgδ cos ξ + sin ξ.

Îïðåäåëèâ ñèëó òðåíèÿ äëÿ óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñïëîøíîé âíóòðåííåé
ñôåðû [Êîòîâ Ï.À. Íàó÷íî-òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå àñïåêòû ïî-
âûøåíèÿ òî÷íîñòè èíåðöèàëüíûõ ïëàòôîðì. Ðóêîïèñí. ýêç. äèññåðòàöèè -
2000, ïðåäñòàâëÿåìûé ðàñøèðåííûì íàó÷íûì ñåìèíàðîì îò 18.05.2001 ã. ê
çàùèòå íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê]
âîçìóùàþùèé ãèäðîìåõàíè÷åñêèé ìîìåíò, ïðèêëàäûâàåìûé ê èçîòåðìè÷å-
ñêîé âíóòðåííåé ñôåðå ñî ñòîðîíû ïîääåðæèâàþùåãî ñëîÿ íåñæèìàåìîé ìà-
ëîâÿçêîé æèäêîñòè, áóäåò òàêèì 8πµ3−1r3

0.
Âàðèàíò âîçìóùàþùåãî ãèäðîìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà ïðèêëàäûâàåìî-

ãî ê íåäåôîðìèðóåìîé âíåøíåé ñôåðå ñî ñòîðîíû ïîääåðæèâàþùåãî ñëîÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðåäëàãàåòñÿ ðàçðàáîòàííûì òàê:
8πµ3−1 cos−1 δr3

1.
ï.2. Ïëîñêèé âàðèàíò îãðàíè÷åííîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Ïðåäëàãàåìûé ïëîñêèé âàðèàíò íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ íåñæèìàå-
ìîé ìàëîâÿçêîé æèäêîñòè ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùåé ïðîñòðàíñòâî, îáðàçî-
âàííîå ôèêñèðîâàííûìè èçîòåðìè÷åñêèìè êðóãîâûìè ãðàíè÷íûìè îáêëàä-
êàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òàêèõ êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé:

∂u

∂t
+

∂u

∂x
u +

∂u

∂y
υ = ρ−1X − ρ−1 ∂p

∂x
+ ν

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
;

∂υ

∂t
+

∂υ

∂x
u +

∂υ

∂y
υ = ρ−1Y − ρ−1 ∂ρ

∂y
+ ν

∂2υ

∂x2
+

∂2υ

∂y2
;

d
∂ρ

∂p

∂p

∂x
x

/
dt =

dctgt
∂t

sin t sin t
∂ρ

∂p

∂p

∂y

∂y

∂t
.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåùåñòâåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âîçìîæ-
íîãî ïîêîÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû çàïèñàííûõ êîîðäèíàòíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðûìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü äèýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùåé ïðî-
ñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå ôèêñèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè íåäåôîðìèðóåìûìè
êðóãîâûìè êîíöåíòðè÷åñêèìè îáêëàäêàìè, ïðåäëàãàåòñÿ ñôîðìèðîâàííûì
òàê:

ν
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
· ∂

∂y

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt

∂ρ
∂p

Y
+ ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
b−

−b
∂

∂y

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt

∂ρ
∂p

Y
− bν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ b2.

Âåùåñòâåííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïîëíîå óðàâíåíèå äèàãíîñòèðîâàíèÿ
âîçìîæíîãî ðàâíîâåñèÿ èñêîìîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ
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óðàâíåíèé äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìàëîâÿçêîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêèì:

b2 − b
∂

∂y

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt

∂ρ
∂p

Y
− 2bν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ ν

∂2

∂x2

∂2

∂y2

∂

∂y
×

×
d∂ρ

∂p
Xx

/
dt

∂ρ
∂p

Y
+ ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 0.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïðè ñîáëþäåíèè ðàçðàáîòàííîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî
íåðàâåíñòâà âûðàáàòûâàþòñÿ âîçìîæíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ:

∂

∂y

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt

∂ρ
∂p

Y
ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

∂

∂y

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt

∂ρ
∂p

Y
+

∂

∂y

d∂ρ
∂p

Xx
/

dt

∂ρ
∂p

Y
ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ 2ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

∂

∂y
×

×
d∂ρ

∂p
Xx

/
dt

∂ρ
∂p

Y
+ 2ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
ν

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
< 0.
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Êî÷óáåé Ò.Â.

Çàäà÷à ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè
èäåàëüíî-ïðîâîäÿùèõ ìíîãîñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé íà
îñíîâå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ðîäà

Ïîñòàíîâêà ìíîãèõ èíæåíåðíûõ çàäà÷ âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåîáõîäèìîñòü
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ è êâàçèñòàöèîíàð-
íûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïðèñóòñòâèè ïðîâîäÿùèõ ñëîåâ (îáîëî÷åê, ïëàñòèí).
Òàêèå ñëîè èãðàþò ðîëü, íàïðèìåð, çàùèòíûõ ýêðàíîâ, êîðïóñîâ è ñèëî-
âûõ ýëåìåíòîâ ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ è ýëåêòðîèçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ñ
ðàçâèòèåì ïëåíî÷íûõ è ïå÷àòíûõ òåõíîëîãèé èíòåðåñ ê ïîäîáíûì çàäà÷àì
óñèëèëñÿ.

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðè-
ñóòñòâèè ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, à ïðè
îòñóòñòâèè êðàÿ è ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðìàõ íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðà-
íåíèå ïîëó÷èëè ìåòîäû òåîðèè ïîòåíöèàëà, ïðèâîäÿùèå ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì âòîðîãî ðîäà äëÿ ïëîòíîñòåé âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ [1, 2] êàê
íàèáîëåå ýêîíîìíûå â êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè.

Çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå îêàçûâàþòñÿ çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â ïðèñóòñòâèè ìíîãîñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èçâåñòíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà ëèáî òåðÿ-
þò ñìûñë íà ðàçîìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ, ëèáî îáëàäàþò âåñüìà ñëîæíûìè è
íåóäîáíûìè ÿäðàìè, ÷òî äåëàåò ïðîáëåìàòè÷íûì èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíå-
íèå. Èñïîëüçîâàíèå ÌÊÝ äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîëîññàëüíîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðè
ýòîì ïëîõî îáóñëîâëåííûìè.

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè
ìíîãîñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ðîäà, èññëåäîâàíèå êîòîðîãî ïðîâî-
äèòñÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì [3] â ïîäõîäÿùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, îáîñíîâûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä ñâåäåíèÿ åãî ê ÑËÀÓ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ïðèñóòñòâèè èäåàëüíî-ïðîâîäÿùèõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé Γ′l, l = 1, 2, . . . , ν (ñì. ðèñ. 1), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òîïîëîãè÷åñêîãî ðîäà íóëü. Çäåñü Γ′′l � äîïîëíåíèå Γ′l äî çàìêíóòîé
Γl = Γ′l ∪ Γ′′l ∪ ∪∂Γ′′l ; ∂Γ′′l � ñìåæíàÿ ãðàíèöà (êðàé) äëÿ Γ′l è Γ′′l ; Γ′ � îáúåäè-
íåíèå Γ′l; à Γ′′ è ∂Γ′′ � îáúåäèíåíèÿ Γ′′l è ∂Γ′′l , ñîîòâåòñâåííî, l = 1, 2, . . . , ν.
Äëÿ ïðîñòîòû îêðóæàþùóþ ñðåäó ïðèìåì îäíîðîäíîé ñ êîíå÷íîé ïîëîæè-
òåëüíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ.
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Ðèñ. 1: Èäåàëüíî-ïðîâîäÿùàÿ ìíîãîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ′l

Çàäà÷à ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà âûãëÿäèò êàê

∆ϕ∗ = 0 âíå Γ′ ∪ Γ′′, ϕ∗+ − ϕ∗− = τ íà Γ′ ∪ Γ′′,
∂ϕ∗

∂n+

=
∂ϕ∗

∂n−
=

∂ϕ∗

∂n
íà Γ′ ∪ Γ′′,

∂ϕ∗

∂n
= B0

n íà Γ′,
∫

Γ′′lk

∂ϕ∗

∂n
dΓ =

∫

Γ′′lk

B0
ndΓ− Φlk, k = 1, γl, l = 1, ν,

ϕ∗ (M) −→
M→∞

0(1/r2),

ãäå B0 � èíäóêöèÿ ïåðâè÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ϕ∗ � ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë
ïîëÿ ðåàêöèè, çíàêàìè ½+“ è ½−“ â íèæíèõ èíäåêñàõ ïîìå÷åíû ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëå-
íèé íîðìàëè n ñîîòâåòñòâåííî, τ � ñêà÷îê ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà,
γl � ÷èñëî âíóòðåííèõ îòâåðñòèé (êðàåâ) ó Γ′l, à çíà÷åíèÿ Φlk çàäàíû.

Ïðåäñòàâëåíèåì ϕ∗ â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïðå-
îáðàçóåòñÿ ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ðîäà îòíîñè-
òåëüíî ïëîòíîñòè τ

1

2π

∂

∂nM

∫

Γ

τ (Q)
∂

∂nQ

1

rQM

dΓQ = 2B0
n (M) , M → Γ′

íàãðóæåííîìó ñîîòíîøåíèÿìè
∫

Γ′′lk

∂

∂nM

1

2π

∫

Γ

τ (Q)
∂

∂nQ

1

rQM

dΓQ

∣∣∣∣
M→Γ′′lk

dΓM = 2

∫

Γ′′lk

B0
ndΓ− 2Φlk, k = 1, γl,

τ(M) = clk, M ∈ Γ′′lk ∪ ∂Γ′′lk, clk = const, k = 0, γl, l = 1, ν,

ãäå δΓ′′lk � ñìåæíûé êðàé äëÿ Γ′l è Γ′′lk, δΓ′′l0 � âíåøíèé êðàé äëÿ Γ′l.
Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ ïðîâîäèòñÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, òî åñòü

óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å äëÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà.
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Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ L̃0
2(Γ) � ïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì è èìåþùèõ íóëåâîå ñðåäíåå
çíà÷åíèå íà Γ è ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà Γ′′lk, k = 0, γl, l = 1, ν. Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â íåì îïðåäåëåíû ñîãëàñíî ôîðìóëàì

〈a1, a2〉eL2
=

∫

Γ

a1a2dΓ, ‖a‖eL2
= 〈a, a〉1/2eL2

.

Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L̃0
2(Γ) îïåðàòîð óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì, ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíûì, ïîýòîìó ñîãëàñíî îñíîâíî-
ìó âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýêâèâàëåíò-
íà ðåøåíèþ íàøåãî óðàâíåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H0

τ (Γ) îïåðà-
òîðà. H0

τ (Γ) � ââåäåííîå â [4] ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïëîòíîñòåé ïîòåíöè-
àëîâ äâîéíîãî ñëîÿ, èìåþùèõ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà Γ′′lk, k = 0, γl, l = 1, ν
è íóëåâûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íà Γ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ðèññà [3], çàêëþ÷àåì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çà-
äà÷à, à ñ íåé è íàøå óðàâíåíèå ðàçðåøèìû â H0

τ (Γ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì,
ïðè÷åì

‖G‖H0
τ (Γ) = ‖τ‖H0

τ (Γ) 6
(∫

Ω

∣∣∣B̃0
∣∣∣
2

dΩ

)1/2

,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü â ýíåðãèè ïîëÿ ìàãíèòíîé ðåàêöèè ïðîâîäÿùèõ
ïîâåðõíîñòåé íå ïðåâûñèò ñóììàðíîé ïîãðåøíîñòè â ýíåðãèè èñõîäíûõ ïî-
ëåé, âîçíèêàþùåé ïðè èõ íåòî÷íîì çàäàíèè èëè àïïðîêñèìàöèè, è â ýòîì
ñìûñëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâî.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è, à çíà÷èò, è îïåðàòîð-
íîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ðèòöà
τ (1), τ (2), . . . , τ (n), ãäå τ (n)(M) =

n∑
k=1

c
(n)
k τk(M) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó-

÷àåìîå ïðè èñïîëüçîâàíèè áàçèñà {τk}n
k=1. Êîýôôèöèåíòû

{
c
(n)
k

}n

k=1
îïðåäå-

ëÿþòñÿ èç ÑËÀÓ âèäà



α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn







c
(n)
1

c
(n)
2

. . .

c
(n)
n


 =




β1

β2

. . .
βn


 (1)

ñ âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ
ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

αij =
1

4π

∫

Γi

∫

Γj

∇τj(Q)

rQM

dΓQ∇τi(M)dΓM , i, j = 1, n,

βi = −
∫

Γi

(
AΦ −A0

)
σidΓ, i = 1, n,
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ãäå σi = [n∇τi]; A0�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ B0 (B0 = rotA0);

AΦ(M) =
1

4π

ν∑

l=1

γl∑

k=1

Φlkrot
∮

Llk

dlQ
rQM

, M ∈ Γ.

çäåñü Ll1, Ll2, . . . , Llγl
� ñèñòåìà çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç Γ′′l0

è ñîîòâåòñòâóþùèå âíóòðåííèå îòâåðñòèÿ â ïîâåðõíîñòè Γl; Φlk � çàäàííûé
ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç k−îòâåðñòèå l−ïâåðõíîñòè.

Áàçèñíûå ôóíêöèè τi, i = 1, n ìîæíî áðàòü èç êëàññà íåïðåðûâíûõ è
êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèèðóåìûõ íà Γ ôóíêöèé, ïðèìåðîì êîòî-
ðûõ ìîãóò ñëóæèòü êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííûå íà
ðèñ. 2. Ïðè òàêîì âûáîðå ýëåìåíòû îñíîâíîé ìàòðèöû ÑËÀÓ (1) âû÷èñëÿþò-

k

G

τ
k

n

Ðèñ. 2: Âèä áàçèñíîé ôóíêöèè τk

ñÿ àíàëèòè÷åñêè. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [5] ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ ÑËÀÓ (1) áóäåò ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ [6].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàí îðèãèíàëüíûé ïðîãðàììíûé ïàêåò, ðàçðà-
áîòàííûé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ Micrisoft Visual C#
2005. Äàííûé ïàêåò ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ïåðâè÷íîå ïîëå êàê ñâîèìè èñòî÷íè-
êàìè, òàê è íàïðÿìóþ â âèäå ôîðìóëû. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûå
ñ åãî ïîìîùüþ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3: Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ ïîëåé â ðàçðàáîòàííîì ïðîãðàììíîì ïàêåòå
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Êðåéí Ì.Í.

Àëãåáðàè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ
êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïåðâîé ñòåïåíè

Îòîáðàæåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè â íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðå A - ýòî îòîá-
ðàæåíèÿ âèäà f(x) =

∑n
i=1 aixbi, ãäå a1, . . . , an, b1, . . . , bn - ôèêñèðîâàííûå

ýëåìåíòû àëãåáðû A. Ìíîæåñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé ñàìî îáðàçóåò àëãåáðó
d1(A) ñ ïîòî÷å÷íûì ñëîæåíèåì è êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé â êà÷åñòâå
óìíîæåíèÿ, íîðìèðîâàííóþ, åñëè íîðìèðîâàíà A (‖f‖ = sup‖x‖=1

‖f(x)‖
‖x‖ ).

×åðåç Ã îáîçíà÷åíà àëãåáðà, ïîëó÷åííàÿ èç A èçìåíåíèåì ïîðÿäêà
ñîìíîæèòåëåé íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì àëãåáð
h : A⊗ Ã → d1(A), ñîïîñòàâëÿþùèé ýëåìåíòó

∑n
i=1 ai⊗ bi èç A⊗ Ã îòîá-

ðàæåíèå f(x) =
∑n

i=1 aixbi. B [2] óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
h ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ýòè óñëîâèÿ ñîñòîÿò â òîì, ÷òî A èçîìîðôíà
àëãåáðå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà E (èëè åå
ïîäàëãåáðå), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû
e1, e2, . . . , en ∈ E è ëþáîé ñèñòåìû èç òàêîãî æå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ
g1, g2, . . . , gn ∈ E íàéäåòñÿ îïåðàòîð â A, ïåðåâîäÿùèé ïåðâóþ ñèñòåìó
âî âòîðóþ. Â ïåðâûõ äâóõ òåîðåìàõ äàííîé ðàáîòû èññëåäîâàí ýïèìîðôèçì
h äëÿ íåêîòîðûõ àëãåáð, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå
óñëîâèÿì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ ýïèìîðôèçì h ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H îçíà÷àåò àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ. Ïðåæäå âñå-
ãî íóæíî óòî÷íèòü, íàä êàêèì ïîëåì íóæíî âçÿòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
H ⊗ H̃, èç êîòîðîãî äîëæåí äåéñòâîâàòü ýïèìîðôèçì h. Êâàòåðíèîíû îá-
ðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êàê íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òàê è
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ, íî êîìïëåêñíûå ÷èñëà â îáùåì ñëó÷àå íå ïåðåñòà-
íîâî÷íû ñ êâàòåðíèîíàìè. Â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè H ⊗

C
H̃ íàä ïîëåì C

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ýëåìåíòû aλ ⊗ b è a ⊗ λb, ãäå a, b ∈ H, λ ∈ C,
ñîâïàäàþò. Íî ïðè äåéñòâèè h ïåðâûé èç íèõ äîëæåí áûë áû ïåðåõîäèòü â
îòîáðàæåíèå f1(x) = aλxb, âòîðîé - â îòîáðàæåíèå f2(x) = axλb, êîòîðûå
íå îäèíàêîâû, â ñèëó òîãî, ÷òî íå äëÿ âñåõ x ∈ H, λ ∈ C âåðíî λx = xλ,
òàê ÷òî ýïèìîðôèçì h íå îïðåäåëåí. Óñëîâèå λx = xλ äëÿ âñåõ x ∈ H è
âñåõ λ âûïîëíåíî, êîãäà λ áåðåòñÿ èç ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó
h ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü äåéñòâóþùèì èç òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ H ⊗

R
H̃

íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî h(α) = 0 òîëüêî òîãäà, êîãäà α = 0 ∈ H ⊗

R
H̃.

Ïîñêîëüêó àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÷åòûðåõ-
ìåðíà, òî ëþáîé ýëåìåíò èç H ⊗

R
H̃ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íå
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áîëåå, ÷åì ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ. Åñëè α ïðåäñòàâëåíî îäíèì ñëàãàåìûì,
α = a ⊗ b, a ∈ H, b ∈ H̃ (ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî b ∈ H, ò.ê. H è
H̃ êàê ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò, îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñîìíîæèòåëåé ïðè
óìíîæåíèè), òî h(α) - ýòî îòîáðàæåíèå f(x) = axb. Ïîñêîëüêó â H íåò
äåëèòåëåé íóëÿ, òàêîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûì íà
H ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ a, b íóëåâîé, çíà÷èò,
α = a⊗ b = 0.

Åñëè α ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ ñëàãàåìûìè (äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé
óäîáíî âòîðîå âçÿòü ñ ìèíóñîì), α = a⊗b−c⊗d, òî h(α) - ýòî îòîáðàæåíèå
f(x) = axb − cxd. Î÷åâèäíî, íè îäèí èç ýëåìåíòîâ a, b, c, d íå ðàâåí
íóëþ, èíà÷å ýòîò ñëó÷àé ñâîäèëñÿ áû ê ïðåäûäóùåìó. Åñëè f òîæäåñòâåííî
íóëåâîå íà H, òî, â ÷àñòíîñòè, f(1) = ab − cd = 0, è, ïîñêîëüêó â H
êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì, ëþáîé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç òðè äðóãèõ, íàïðèìåð, d = c−1ab. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
äëÿ d â òîæäåñòâî axb − cxd = 0, ïîëó÷àåì axb − cxc−1ab = 0 ⇐⇒
(ax− cxc−1a)b = 0 ⇐⇒ ax− cxc−1a = 0 ⇐⇒ c−1ax = xc−1a, ò.å., êâàòåðíèîí
c−1a ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì êâàòåðíèîíîì x, ÷òî âîçìîæíî ëèøü òîãäà,
êîãäà c−1a ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì (ïðè÷åì, î÷åâèäíî, c−1a 6= 0).
Ïóñòü λ = c−1a, òîãäà a = cλ = λc ⇐⇒ c = a 1

λ
= 1

λ
a, è d = c−1cλb = λb.

Çíà÷èò, c⊗d = a 1
λ
⊗λb = a⊗ 1

λ
λb = a⊗b, è α = a⊗b−c⊗d = a⊗b−a⊗b = 0.

Êîãäà α ïðåäñòàâëåíî áîëåå, ÷åì äâóìÿ ñëàãàåìûìè, âûðàæàòü îäíè
ýëåìåíòû ÷åðåç äðóãèå ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ çàïè-
ñüþ α â âèäå ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ è
ïîêàçàòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â íåé äîëæíû îêàçàòüñÿ íóëåâûìè (ìåòîä,
êîòîðûé ãîäèòñÿ è äëÿ ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àåâ). Òàê êàê â H áàçèñîì
íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìîãóò ñëóæèòü ýëåìåíòû 1, i, j, k, òî â
H ⊗

R
H̃ ìîæíî âçÿòü áàçèñ

1⊗ 1, 1⊗ i, 1⊗ j, 1⊗ k,
i⊗ 1, i⊗ i, i⊗ j, i⊗ k,
j ⊗ 1, j ⊗ i, j ⊗ j, j ⊗ k,
k ⊗ 1, k ⊗ i, k ⊗ j, k ⊗ k

α = α11(1⊗ 1) + α1i(1⊗ i) + α1j(1⊗ j) + α1k(1⊗ k) + αi1(i⊗ 1) + αii(i⊗ i) +
+ αij(i⊗ j) + αik(i⊗ k) + αj1(j ⊗ 1) + αji(j ⊗ i) + αjj(j ⊗ j) + αjk(j ⊗ k) +
+αk1(k⊗1)+αki(k⊗ i)+αkj(k⊗ j)+αkk(k⊗k) è, ñîîòâåòñòâåííî, h(α) - ýòî
îòîáðàæåíèå f(x) = α11x + α1ixi + α1jxj + α1kxk + αi1ix + αiiixi + αijixj +
+ αikixk + αj1jx + αjijxi + αjjjxj + αjkjxk + αk1kx + αkikxi + αkjkxj + αkkkxk

Î÷åâèäíî, f òîæäåñòâåííî íóëåâîå íà H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà




f(1) = 0

f(i) = 0

f(j) = 0

f(k) = 0
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, ji = −k, jk =
i, kj = −i, ki = j, ik = −j, ïîëó÷àåì

f(1) = α11 +α1ii+α1jj +α1kk +αi1i−αii +αijk−αikj +αj1j−αjik−αjj +
+ αjki + αk1k + αkij − αkji− αkk = (α11 − αii − αjj − αkk) + (α1i + αi1 + αjk −
− αkj)i + (α1j − αik + αj1 + αki)j + (α1k + αij − αji + αk1)k

f(i) = α11i−α1i +α1jk−α1kj−αi1−αiii−αijj−αikk−αj1k−αjij +αjji+
+ αjk + αk1j − αkik − αkj + αkki = (−α1i − αi1 + αjk − αkj) + (α11 − αii + αjj +
+ αkk)i + (−α1k − αij − αji + αk1)j + (α1j − αik − αj1 − αki)k

f(j) = α11j−α1ik−α1j +α1ki+αi1k +αiij−αiji−αik−αj1−αjii−αjjj−
−αjkk−αk1i + αki−αkjk + αkkj = (−α1j −αik −αj1 + αki) + (α1k −αij −αji−
− αk1)i + (α11 + αii − αjj + αkk)j + (−α1i + αi1 − αjk − αkj)k

f(k) = α11k +α1ij−α1ji−α1k−αi1j +αiik +αij −αiki+αj1i−αji +αjjk−
− αjkj − αk1 − αkii− αkjj − αkkk = (−α1k + αij − αji − αk1) + (−α1j − αik +
+ αj1 − αki)i + (α1i − αi1 − αjk − αkj)j + (α11 + αii + αjj − αkk)k

Ïîýòîìó

f(1) = 0 ⇐⇒





α11 − αii − αjj − αkk = 0

α1i + αi1 + αjk − αkj = 0

α1j − αik + αj1 + αki = 0

α1k + αij − αji + αk1 = 0

f(i) = 0 ⇐⇒





−α1i − αi1 + αjk − αkj = 0

α11 − αii + αjj + αkk = 0

−α1k − αij − αji + αk1 = 0

α1j − αik − αj1 − αki = 0

f(j) = 0 ⇐⇒





−α1j − αik − αj1 + αki = 0

α1k − αij − αji − αk1 = 0

α11 + αii − αjj + αkk = 0

−α1i + αi1 − αjk − αkj = 0

f(k) = 0 ⇐⇒





−α1k + αij − αji − αk1 = 0

−α1j − αik + αj1 − αki = 0

α1i − αi1 − αjk − αkj = 0

α11 + αii + αjj − αkk = 0

Ýòè ñèñòåìû îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó, êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà 4 íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ñèñòåìû, êàæäàÿ èç ÷åòûðåõ óðàâ-
íåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè.





α11 − αii − αjj − αkk = 0

α11 − αii + αjj + αkk = 0

α11 + αii − αjj + αkk = 0

α11 + αii + αjj − αkk = 0





α1i + αi1 + αjk − αkj = 0

−α1i − αi1 + αjk − αkj = 0

−α1i + αi1 − αjk − αkj = 0

α1i − αi1 − αjk − αkj = 0

196







α1j − αik + αj1 + αki = 0

α1j − αik − αj1 − αki = 0

−α1j − αik − αj1 + αki = 0

−α1j − αik + αj1 − αki = 0





α1k + αij − αji + αk1 = 0

−α1k − αij − αji + αk1 = 0

α1k − αij − αji − αk1 = 0

−α1k + αij − αji − αk1 = 0

Êàæäàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, ïîýòîìó èìååò
ëèøü íóëåâûå ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäïîëîæåíèÿ h(α) = 0 ïîëó-
÷åíî α = 0, ò.å. ýïèìîðôèçì h ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåì íå ìåíåå, íå äëÿ ëþáîé àëãåáðû ýïèìîðôèçì h îêàçûâàåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. Ïðèìåðîì àëãåáð, äëÿ êîòîðûõ ker h íåòðèâèàëüíî, ìîãóò
ñëóæèòü àëãåáðû Tn òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n (äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âåðõíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû) ñ ýëåìåíòàìè èç
íåêîòîðîãî ïîëÿ F . Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðè ýòîì áåðåòñÿ íàä ïîëåì F .

Òåîðåìà 2. Åñëè A = Tn - àëãåáðà òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n,
òî ýïèìîðôèçì h èìååò ÿäðî ðàçìåðíîñòè 1

24
n(n2−1)(5n+6). Ðàçìåðíîñòü

àëãåáðû d1(A) ïðè ýòîì ðàâíà 1
24

n(n + 1)(n + 2)(n + 3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â A (è â Ã) áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ìàòðèö Eij,

â êîòîðûõ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò 1, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû - íóëè (i 6 j). Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ áàçèñà - ýòî êîëè÷åñòâî ìåñò,
íà êîòîðûõ ìîãóò ñòîÿòü íåíóëåâûå ýëåìåíòû â òðåóãîëüíîé ìàòðèöå ðàçìåðà
n× n, êîòîðîå ðàâíî n + (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1 = n(n+1)

2
. Ýòîìó áàçèñó â

A è Ã ñîîòâåòñòâóåò áàçèñ â A⊗Ã èç ýëåìåíòîâ Eij ⊗Ekl (i 6 j, k 6 l),
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ

(
n(n+1)

2

)2

.
Âåðõíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàïèñàííûå â

íåêîòîðîì áàçèñå e1, e2, . . . , en ∈ F n ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ
êàæäîãî èç êîòîðûõ âñå ïîäïðîñòðàíñòâà Lk = L(e1, . . . , ek) èíâàðèàíòíû.
Ýòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, êàêèå èç áàçèñíûõ
ýëåìåíòîâ Eij ⊗ Ekl ïðèíàäëåæàò ker h.

h(Eij⊗Ekl) - ýòî îòîáðàæåíèå â àëãåáðå Tn, çàäàííîå ôîðìóëîé f(X) =
EijXEkl.

Ekl(el) = ek ∈ Lk, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî X ∈ Tn X(Ekl(el)) = X(ek) ∈ Lk.
Ïðè s 6= l Ekl(es) = 0 è äëÿ ëþáîãî X ∈ Tn X(Ekl(es)) = X(0) = 0.

Eij(ej) = ei. Ïðè m 6= j, â òîì ÷èñëå ïðè m < j Eij(em) = 0, ñëåäî-
âàòåëüíî, Eij(Lj−1) = Eij(L(e1, . . . , ej−1)) = 0. Çíà÷èò, åñëè k 6 j − 1, òî
åñòü k < j, òî Lk = L(e1, . . . , ek) ⊂ L(e1, . . . , ej−1) = Lj−1, ïîýòîìó òåì
áîëåå Eij(Lk) = 0, è ïðè âñåõ X ∈ Tn Eij(X(Ekl(el))) = Eij(X(ek)) = 0.
Åñëè æå s 6= l, òî òàêæå Eij(X(Ekl(es))) = Eij(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè k < j EijXEkl - íóëåâîé îïåðàòîð, êàêîâî áû íè áûëî X ∈ Tn. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f(X) = EijXEkl - òîæäåñòâåííî íóëåâîå, òî åñòü
Eij ⊗ Ekl ∈ ker h.

Ïóñòü òåïåðü k ≥ j, òîãäà Ejk ∈ Tn. Âîçüìåì X = Ejk. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü î÷åâèäíûì ðàâåíñòâîì ErsEst = Ert, ïîëó÷àåì f(X) = EijXEkl =
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EijEjkEkl = Eil 6= 0, çíà÷èò, f íå ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííî
íóëåâûì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü Eij ⊗ Ekl 6∈ ker h.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî áàçèñ-
íûé ýëåìåíò Eij ⊗ Ekl àëãåáðû Tn ⊗ T̃n ïðèíàäëåæèò ÿäðó h, ÿâëÿåòñÿ
k < j. Ïðîâåðèì, íå ïîïàäàåò ëè â ker h êàêàÿ-ëèáî íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ.

Èòàê, ïóñòü â íåêîòîðîé èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåíóëåâîé êîýôôèöè-
åíò ñòîèò ïðè Eij ⊗ Ekl (k ≥ j). Ïðè äåéñòâèè h ýòà ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ïåðåéäåò â îòîáðàæåíèå f(X), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñóììó, â
êîòîðóþ ñëàãàåìîå EijXEkl âõîäèò ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì. Âîçüìåì,
êàê è â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè, X = Ejk. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî âûøå,
EijXEkl = Eil 6= 0. Âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå èìåþò âèä ErsXEmt ñ êàêèì-
ëèáî êîýôôèöèåíòîì, ãäå óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èíäåêñîâ (r, s, m, t) íå
ñîâïàäàåò ñ (i, j, k, l). Åñëè s = j, m = k, òî ErsXEmt = Ert, ãäå
(r, t) íå ñîâïàäàåò ñ (i, j), ïîýòîìó åäèíèöû â ìàòðèöàõ Ert è Eij còîÿò
íà ðàçíûõ ìåñòàõ, è íèêàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìàòðèö âèäà Ert, ãäå
(r, t) 6= (i, j), íå ìîæåò áûòü ðàâíà ìàòðèöå Eij, óìíîæåííîé íà íåíóëåâîé
êîýôôèöèåíò. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ èñïîëüçóåì î÷åâèä-
íîå ðàâåíñòâî ErsEmt = 0 ïðè s 6= m, èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå,
êîãäà s 6= j èëè m 6= k ErsEjkEmt = 0. Ïîýòîìó äëÿ X = Ejk f(X) 6= 0,
çíà÷èò, îòîáðàæåíèå f íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì.

Òàêèì îáðàçîì, ker h - ýòî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ Eij ⊗
Ekl, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ k < j. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî ðàçìåðíîñòè
îñòàåòñÿ ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ.

Åñëè ôèêñèðîâàòü k, òî, â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöû âåðõíèå òðåóãîëüíûå,
è, çíà÷èò, l ≥ k, l ìîæåò ïðèíèìàòü n− (k−1) çíà÷åíèé: k, k +1, . . . , n.
Èíäåêñ j ìîæåò ïðèíèìàòü n − k çíà÷åíèé: k + 1, k + 2, . . . , n, è ïðè
êàæäîì çíà÷åíèè j èíäåêñ i â ñèëó íåðàâåíñòâà i 6 j ìîæåò ïðèíèìàòü
j çíà÷åíèé: 1, 2, . . . , j. Òàê, ïðè k = 1 â ïðàâîé ìàòðèöå åäèíèöà
ìîæåò ñòîÿòü â ëþáîì ìåñòå ïåðâîé ñòðîêè, â ëåâîé - âî âñåõ ñòîëáöàõ, êðîìå
ïåðâîãî. Ýòè ìåñòà îáîçíà÷åíû êâàäðàòèêàìè â ñëåäóþùåé ñõåìå:




0 ¤ ¤ · · · ¤
0 ¤ ¤ · · · ¤
0 0 ¤ · · · ¤
... ... ... . . . ...
0 0 0 0 ¤







¤ ¤ ¤ · · · ¤
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 0




×èñëî êâàäðàòèêîâ â ïðàâîé ìàòðèöå ðàâíî n, â ëåâîé 2 + 3 + · · · + n.
Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ïðè k = 1 ðàâíî n(2 + 3 + · · ·+ n).

Åñëè âçÿòü k = 2, êâàäðàòèêè â ïðàâîé ìàòðèöå ñïóñòÿòñÿ íà
îäíó ñòðîêó âíèç è ðàçìåùàòüñÿ â íåé áóäóò, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ýëå-
ìåíòà, ò.å., èõ êîëè÷åñòâî íà îäèí óìåíüøèòñÿ, ñòàíåò n − 1. Â ëåâîé
ìàòðèöå äëÿ ðàçìåùåíèÿ êâàäðàòèêîâ ïðè ýòîì îêàæåòñÿ çàïðåùåí,
êðîìå ïåðâîãî, åùå è âòîðîé ñòîëáåö, è êîëè÷åñòâî ðàçðåøåííûõ ìåñò
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ñòàíåò 3 + 4 + · · · + n. Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ âûáîðà îäíîãî êâàäðà-
òèêà èç ëåâîé ìàòðèöû è îäíîãî èç ïðàâîé ïîëó÷àåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå
(n − 1)(3 + 4 + · · · + n). Ñóììèðóÿ êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ äëÿ âñåõ k îò
1 äî n − 1 (ïðè k = n â ëåâîé ìàòðèöå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü íè îäèí
ñòîëáåö), ïîëó÷àåì n(2 + 3 + · · ·+ n) + (n− 1)(3 + 4 + · · ·+ n) + · · ·+ 2 · n =

n (n−1)(n+2)
2

+(n−1) (n−2)(n+3)
2

+ · · ·+(n− (n−2)) (n−(n−1))(n+n)
2

. Ïðåîáðàçîâàíèå
ýòîãî âûðàæåíèÿ äàåò ôîðìóëó 1

24
n(n2 − 1)(5n + 6). Ýòî ðàçìåðíîñòü

ker h. Ïîñêîëüêó h - ýïèìîðôèçì, òî dim d1(A) = dimA⊗ Ã − dim ker h =(
n(n+1)

2

)2

− 1
24

n(n2 − 1)(5n + 6) = 1
4
n2(n + 1)2 − 1

24
n(n − 1)(n + 1)(5n + 6) =

1
24

n(n+1)[6n(n+1)−(n−1)(5n+6)] = 1
24

n(n+1)(6n2+6n−5n2+5n−6n+6) =
1
24

n(n + 1)(n2 + 5n + 6) = 1
24

n(n + 1)(n + 2)(n + 3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì îòîáðàæåíèé ïåðâîé ñòåïåíè è ìíîæåñòâàìè äðóãèõ îòîáðàæåíèé àë-
ãåáðû. Ïóñòü A îçíà÷àåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç àëãåáðû
A èãíîðèðîâàíèåì óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, L(A) - ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â A, B(A) - ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ, åñëè A íîðìèðîâàíà. Î÷åâèäíî, d1(A) ⊂ L(A). Àëãåáðû,
äëÿ êîòîðûõ d1(A) = L(A), íàçâàíû 1-àëãåáðàìè. Â [4] äîêàçàíî, ÷òî àëãåá-
ðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ 1-àëãåáðàìè.
Äëÿ íîðìèðîâàííûõ àëãåáð ââåäåíî òàêæå ïîíÿòèå 1-àëãåáð, îçíà÷àþùåå,
÷òî d1(A) = L(A), ãäå d1(A) - çàìûêàíèå d1(A) ïî îïåðàòîðíîé íîðìå.
Î÷åâèäíî, íîðìèðîâàííàÿ 1-àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ è 1-àëãåáðîé.

Ïóñòü d̂1(A) îçíà÷àåò çàìûêàíèå d1(A) â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 3. Äëÿ àëãåáðû A = C(H) ëèíåéíûõ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ
ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H d̂1(A) = B(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, e2, . . . , en, . . . - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â H, En - ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïåðâûõ n áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, Pn : H →
En - îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, Ln = L(En) - àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà En. Âëîæåíèÿ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ En ⊂ · · · ⊂ H
èíäóöèðóþò âëîæåíèÿ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln ⊂ · · · ⊂ C(H) ñ ñîõðàíåíèåì
íîðìû è îïåðàöèé (îáðàç îïåðàòîðà X ∈ Ln ïðè âëîæåíèÿõ ðàâåí PnXPn),
ïðè ýòîì

⋃∞
n=1 Ln âñþäó ïëîòíî â C(H). Ýòè âëîæåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,

èíäóöèðóþò âëîæåíèÿ d1(L1) ⊂ d1(L2) ⊂ · · · ⊂ d1(Ln) ⊂ · · · ⊂ d1(C(H)).
I. Äîêàæåì, ÷òî B(C(H)) ⊂ ̂d1(C(H)). Ïóñòü F ∈ B(C(H)). Ïîñòðîèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé {Dn}∞n=1 ⊂ d1(C(H)), êîòîðàÿ áû ñõîäè-
ëàñü ê F íà êàæäîì ýëåìåíòå èç C(H)).

Ïóñòü πn : C(H) → Ln - ïðîåêöèÿ íà Ln, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
πn(X) = PnXPn. Åñëè îïåðàòîð X ∈ C(H)) îòîæäåñòâèòü ñ åãî ìàòðèöåé â
óêàçàííîì âûøå îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, áåñêîíå÷íîé âïðàâî è âíèç, òî
πn(X) - ýòî âûðåçàííûé èç ýòîé ìàòðèöû âåðõíèé ëåâûé óãîë ðàçìåðà n×n.
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‖πn(X)‖ 6 ‖Pn‖ · ‖X‖ · ‖Pn‖ = 1 · ‖X‖ · 1 = ‖X‖. Äëÿ X ∈ Ln πn(X) = X.
Ïîýòîìó ‖πn‖ = supX 6=0

‖πn(X)‖
‖X‖ = 1.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Fn : Ln → Ln ôîðìóëîé Fn = πn ◦ (F |Ln).
Òàê êàê ‖F |Ln‖ 6 ‖F‖, òî ‖Fn‖ 6 ‖πn‖ · ‖F |Ln‖ 6 1 · ‖F‖ = ‖F‖. Ïî-
ñêîëüêó Fn - ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ln, òî,
ñîãëàñíî [4], îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì Dn ∈ d1(Ln). Îá-
ðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â d1(C(H)), ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè âëîæåíèè d1(Ln) ⊂
d1(C(H)), îáîçíà÷èì òåì æå ñèìâîëîì Dn. Åñëè Dn(X) =

∑k
i=1 AiXBi, òî

‖Dn(X)‖ 6
∑k

i=1 ‖Ai‖ · ‖X‖ · ‖Bi‖, ïîýòîìó ‖Dn‖ 6
∑n

i=1 ‖Ai‖ · ‖Bi‖, òàê
÷òî Dn - îãðàíè÷åííîå îòîáðàæåíèå êàê íà Ln, ãäå îíî ñîâïàäàåò ñ Fn,
òàê è íà C(H). Ýëåìåíòû Ai, Bi âíà÷àëå áåðóòñÿ èç Ln, çàòåì âêëà-
äûâàþòñÿ â C(H), íî, êàê áûëî îòìå÷åíî, íîðìû ïðè ýòîì âëîæåíèè íå
ìåíÿþòñÿ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó âëîæåíèå â C(H) îñóùåñòâëÿåòñÿ óìíî-
æåíèåì ýëåìåíòîâ èç Ln ñëåâà è ñïðàâà íà Pn, òî äëÿ X ∈ C(H) Dn(X) =
Dn(PnXPn). Íî PnXPn ∈ Ln, ïîýòîìó Dn(PnXPn) = Fn(PnXPn). Òàê êàê
‖PnXPn‖ 6 ‖X‖, òî ‖Dn(X)‖

‖X‖ 6 ‖Dn(X)‖
‖PnXPn‖ = ‖Fn(PnXPn)‖

‖PnXPn‖ . Çíà÷èò, è ïðè äåéñòâèè
Dn íà C(H) ‖Dn‖ = supX 6=0, X∈C(H)

‖Dn(X)‖
‖X‖ 6 supX 6=0, X∈C(H)

‖Fn(PnXPn)‖
‖PnXPn‖ 6

supX 6=0, X∈Ln

‖Fn(X)‖
‖X‖ = ‖Fn‖ 6 ‖F‖ (äëÿ âñåõ n).

Ïóñòü X ∈ C(H). Ïî ε > 0 íàéäåòñÿ Xk ∈
⋃∞

n=1 Ln (òî åñòü íàéäåòñÿ
íîìåð k è Xk ∈ Lk), òàêîå, ÷òî ‖X − Xk‖ < ε

4‖F‖ . Äëÿ F (Xk) ∈ C(H)

òàêæå íàéäåòñÿ íîìåð m è Ym ∈ Lm, òàêîå, ÷òî ‖F (Xk)−Ym‖ < ε
4
. Ïóñòü

r = max{k, m}. Òîãäà äëÿ âñåõ n ≥ r Xk, Ym ∈ Ln è
‖F (X)−Dn(X)‖ = ‖(F (X)−F (Xk))+(F (Xk)−Ym)+(Ym−Dn(Xk))+(Dn(Xk)−
Dn(X))‖ 6 ‖F (X −Xk)‖+ ‖F (Xk)−Ym‖+ ‖πn(Ym)− πn(F (Xk))‖+ ‖Dn(Xk−
X)‖ 6 ‖F‖·‖X−Xk‖+‖F (Xk)−Ym‖+‖πn‖·‖Ym−F (Xk)‖+‖Dn‖·‖Xk−X‖ 6
‖F‖ · ε

4‖F‖ + ε
4
+1 · ε

4
+ ‖F‖ · ε

4‖F‖ = ε
4
+ ε

4
+ ε

4
+ ε

4
= ε, òî åñòü Dn(X) ñõîäèòñÿ

ê F (X). Çíà÷èò, B(C(H)) ⊂ ̂d1(C(H)).
II. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé {Dn}∞n=1 ⊂ d1(C(H)) ñõîäèòñÿ

íà êàæäîì X ∈ C(H) ê F (X). Òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî Dn ëèíåéíû è
îãðàíè÷åíû íà C(H), îòîáðàæåíèå F , ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1.2 èç [1], òàêæå
ëèíåéíî è îãðàíè÷åíî íà C(H). Çíà÷èò, ̂d1(C(H)) ⊂ B(C(H)).

Òàêèì îáðàçîì, ̂d1(C(H)) = B(H). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, âêëþ÷åíèå d̂1(A) ⊂ B(A)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé áàíàõîâîé àëãåáðû; ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ òîãäà,
êîãäà èìååò ìåñòî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Àëãåáðó, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî
òàêîå ðàâåíñòâî, íàçîâåì 1̂-àëãåáðîé.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ ñâîáîäíûõ êîíå÷íî- èëè ñ÷åòíî-
ïîðîæäåííûõ A-ìîäóëåé. Ïóñòü M - òàêîé ìîäóëü, ÷åðåç πi îáîçíà÷èì
ïðîåêöèþ M íà i-þ �êîîðäèíàòó�. Îòîáðàæåíèå ìîäóëåé F : M1 →M2

íàçâàíî îòîáðàæåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè, åñëè äëÿ âñåõ i (äëÿ êîòîðûõ
ýòî èìååò ñìûñë) îòîáðàæåíèå Fi = πi ◦ F ðàâíî ñóììå (èëè ðÿäó) èç
îòîáðàæåíèé Fij : A → A, êàæäîå èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé
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�êîîðäèíàòû�, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì îòîáðàæåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè. Ìíîæåñòâî
òàêèõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì d1(M1, M2). Åñëè M1 = M2 = M,
òî d1(M, M) = d1(M) îáðàçóåò àëãåáðó ñ îïåðàöèÿìè, àíàëîãè÷íûìè
îïåðàöèÿì â d1(A). Åå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ îáîçíà÷èì GL1(M). Åñëè
óêàçàííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ Fij ïðèíàäëåæàò d1(A) èëè d̂1(A), òî
ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ìîäóëÿ îáîçíà÷èì GL1(M) èëè
GLb1(M). Â [4] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ 1-àëãåáðû A ãðóïïà GL1(l2(A))
ñòÿãèâàåìà. Çäåñü ïðèâåäåíà

Òåîðåìà 4. Åñëè A - 1̂-àëãåáðà, òî ãðóïïà GLb1(l2(A)) còÿãèâàåìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ GLb1(l2(A)), òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæå-

íèå v = u−1, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ èçîìîðôèçìîì, ïîýòîìó îíî ëèíåéíî (ò.å.
ñîõðàíÿåò ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ñêàëÿð) è îãðàíè÷åíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíåéíî è îãðàíè÷åíî êàæäîå èç îòîáðàæåíèé πi ◦ v : l2(A) → A. Â ñè-
ëó ëèíåéíîñòè îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû îòîáðàæåíèé

∑∞
j=1 fij(xj),

çàâèñÿùèõ òîëüêî îò îäíîé �êîîðäèíàòû�. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè πi◦v îãðà-
íè÷åíû è îòîáðàæåíèÿ fij : A → A. Ïîñêîëüêó îíè ëèíåéíû êàê îòîáðàæå-
íèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà A, òî fij ∈ B(A), ïîýòîìó èç óñëîâèÿ òåîðåìû
ïîëó÷àåì fij ∈ d̂1(A). Ñëåäîâàòåëüíî, v = u−1 ïðèíàäëåæèò GLb1(l2(A))
îäíîâðåìåííî ñ u. Ïîýòîìó ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òîæäåñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ ñ u èëè u−1 ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì, ó êîòîðîãî âñå fij ïðèíàäëåæàò d̂1(A), çíà÷èò, åñëè ýòà
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îêàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî ïðèíàäëåæèò ãðóïïå
GLb1(l2(A)).

Äàëüøå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òå æå ðàññóæäåíèÿ, êàêèìè äîêàçàíà ãîìî-
òîïè÷åñêàÿ òðèâèàëüíîñòü ãðóïïû GL(H) â [5] èëè ãðóïïû GL(l2(A)) â
[3].

GLb1(l2(A)) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
̂d1(l2(A)), ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ìèëíîðà [6] èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï CW-

êîìïëåêñà, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Óàéòõåäà [7] ãîìîòîïè÷åñêàÿ òðèâèàëü-
íîñòü ýòîé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíà åå ñëàáîé ãîìîòîïè÷åñêîé òðèâèàëüíîñòè,
êîòîðàÿ è áóäåò äîêàçàíà.

Âíà÷àëå èñïîëüçóåì òåîðåìó Àòüÿ î ìàëåíüêèõ øàðàõ: åñëè f - íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå n-ìåðíîé ñôåðû Sn â GLb1(l2(A)), òî ñóùåñòâóåò
ãîìîòîïíîå åìó îòîáðàæåíèå f ′, òàêîå, ÷òî f ′(Sn) - êîíå÷íûé ïîëèýäð,
ëåæàùèé â GLb1(l2(A)) âìåñòå ñ ãîìîòîïèåé. Çàòåì èñïîëüçóåì ëåììó 3 èç
[5]: ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå l2(A) â H ′ ⊕ H1, ãäå H ′ ∼= H1

∼= l2(A), è
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f ′′ : Sn → GLb1(l2(A)), ãîìîòîïíîå f ′ è òàêîå,
÷òî f ′′(s)(x) = x äëÿ âñåõ s ∈ Sn, x ∈ H ′.

Äàëüøå äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ïîäîáíîå ëåììå 7 èç [5] è ëåììå 7.1.4
èç [3]: ìíîæåñòâî V = {g ∈ GLb1(l2(A)) | g|H′ = IdH′ , g(H1) = H1} ñòÿãèâàåìî
ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ â GLb1(l2(A)). Äëÿ ýòîãî H ′ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå H ′ = H2 ⊕H3 ⊕ . . . , Hi

∼= l2(A). Òîãäà l2(A) = H1 ⊕H2 ⊕H3 ⊕ . . . .
Ïóñòü g ∈ V , òîãäà ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ g îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî âûøå
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ðàçëîæåíèÿ âûãëÿäèò êàê diag(u, 1, 1, 1, . . . ), ãäå u = g|H1 , à åäèíèöàìè
îáîçíà÷åíû òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ íà H2, H3, . . . .

Äëÿ t ∈ [0, π
2
] ïîëîæèì gt|H1 = g|H1 = u à äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ i

gt|H2i⊕H2i+1
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

) (
u 0
0 1

) (
cos t sin t
− sin t cos t

) (
u−1 0
0 1

)
=

=

(
1 · cos2 t + u−1 sin2 t (u− 1) sin t cos t
(1− u−1) sin t cos t u sin2 t + 1 · cos2 t

)
.

Äëÿ t ∈ [π
2
, π] è êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i ïîëîæèì

gt|H2i−1⊕H2i
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

) (
u−1 0
0 1

) (
cos t sin t
− sin t cos t

) (
u 0
0 1

)
=

=

(
1 · cos2 t + u sin2 t (u−1 − 1) sin t cos t
(1− u) sin t cos t u−1 sin2 t + 1 · cos2 t

)

Çäåñü êàê ðàç âîçíèêàþò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñ ÷èñëîâûìè êîýôôè-
öèåíòàìè òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ u èëè u−1, ïî-
ýòîìó ïðè âñåõ t ∈ [0, π] gt ∈ ̂d1(l2(A)). Ïðè ýòîì âñå gt ÿâëÿþòñÿ
èçîìîðôèçìàìè, ïîñêîëüêó ïåðåìíîæàåìûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò èçîìîð-
ôèçìàì. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî g0 = g, gπ = diag(1, 1, 1, 1, . . . ),
a gπ

2
= diag(u, u−1, u, u−1, u, . . . ) ïî îáåèì ôîðìóëàì, òàê ÷òî â òî÷êå

π
2

ãîìîòîïèè ñêëåèâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, g ïðîãîìîòîïèðîâàíî íà H ′ ê
òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé, ïîâòîðÿþùåé ëåììó 7.1.5 èç [3]: ìíîæåñòâî
W = {g ∈ GLb1(l2(A)) | g|H′ = IdH′} ñòÿãèâàåìî ê V â GLb1(l2(A)). (Â [5]
îíà äîêàçàíà äëÿ GL(l2(A)).)

Ïîñêîëüêó f ′′(Sn) ⊂ W , òî f ′′(Sn) âìåñòå ñ W ãîìîòîïèðóåòñÿ â ìíîæå-
ñòâî, ëåæàùåå â V , à çàòåì âìåñòå ñ V ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó (â òîæäåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå), ÷òî è äîêàçûâàåò ñëàáóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ òðèâèàëüíîñòü
ãðóïïû GLb1(l2(A)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 3 è 4 ñëåäóåò
Òåîðåìà 5. Ãðóïïà GLb1(l2(C(H))) ñòÿãèâàåìà.
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Êóëàåâ Ð. ×.

Î êîíå÷íîì èíòåãðàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè
äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è íà ãðàôå

Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì èõ ïîäáîð çàâèñèò îò âèäà èññëåäó-
åìîãî óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòå [1] íàìè áûëî ïîñòðîåíî êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäàííîãî íà ãåîìåòðè-
÷åñêîì ãðàôå è óñòàíîâëåíà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû
ïðèìåíÿåì ïîñòðîåííîå â [1] èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê ðåøåíèþ ñìå-
øàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
− q(x)u + f(x, t) ≡ Lu + f(x, t), (x, t) ∈ Γ× [0, T ] (1)

ñî ñëåäóþùèìè êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(b, t) = 0, b ∈ ∂Γ, ui(a, t) = αi(a)ui0(a, t), a ∈ V, i, i0 ∈ J(a),
∑

i∈I(a)

βi(a)
∂ui

∂x
(a, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x) (3)

Óðàâíåíèå (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ∈ Γ êàê
óðàâíåíèå íà ãðàôå [2]. Â (1) p, q, f � ôóíêöèè îïðåäåëåííûå íà ãðàôå,
ïðè÷åì p ∈ C1[Γ], q, f ∈ C[Γ], inf

x∈Γ
p(x) > 0, q(x) ≥ 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàô íå

ñîäåðæèò öèêëè÷åñêèõ ìàðøðóòîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L, äåéñòâóþùåãî íà ìíîæåñòâå D(L) ôóíê-
öèé êëàññà C2[Γ] óäîâëåòâîðÿþùèõ (2), (3). ×èñëà {λk} ðàñïîëîæåíû â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ïðè÷åì êàæäîå çíà÷åíèå âõîäèò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòîëüêî ðàç êàêîâà åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü. ×åðåç {hk}∞k=1 è {h∗k}∞k=1

îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L è åãî ñîïðÿ-
æåííîãî ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç òåîðåìû ðàçëîæåíèÿ [3] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ D(L) èìååì

u(x) =
∞∑

k=1

δkhk(x), δk =

∫

Γ

u(x)h∗k(x) dx (4)

Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð L íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Äëÿ åãî
ñàìîñîïðÿæåííîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåðøèíû
a ∈ V ñóùåñòâîâàëà êîíñòàíòà C(a) òàêàÿ, ÷òî βi(a) = αi(a)pi(a)C(a), i ∈ I(a)
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Ïîñëåäíåå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (Lu, v) = (u, Lv) äëÿ
âñåõ u, v ∈ D(L). Çäåñü (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[Γ] � ïðîñòðàíñòâå
ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà Γ ôóíêöèé. Íå ñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé, ïîëîæèòåëüíûé, ýðìèòîâ îïåðàòîð âçàèì-
íîîäíàçíà÷íî îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî D(L) íà D(L∗), à, çíà÷èò [4], âñå
êîðíåâûå ôóíêöèè {hk}∞k=1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè è îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà
â L2[Γ]. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü â L2[Γ] ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ
âåñîì òàê, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L ñòàíîâèòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûì áàçèñîì.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â [1] ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
äëÿ êðàåâîé çàäà÷è íà ãðàôå. Íàïîìíèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1].

Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ãðàôå çàäàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà L : L2[Γ] → l2 çàäàâàåìîãî â âèäå ñ÷åòíîé ñèñòåìû ðàâåíñòâ

ū(λk) =

∫

Γ

ρ(x)u(x)hk(x) dx, (5)

ãäå ρ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.
Îïåðàòîð L ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè (îðèãèíàëó) u ∈ L2[Γ]

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(èçîáðàæåíèå) ū = {ū(λk)}∞k=1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî
ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé h∗k. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ôîðìóëà îáðà-
ùåíèÿ) L−1 : l2 → L2[Γ] îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçëîæåíèå îðèãèíàëà â ðÿä ïî
áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {hk}∞k=1 ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L:

L−1ū =
∞∑

k=1

ū(λk)hk(x) (6)

Åñëè ôóíêöèÿ u ∈ D(L), òî ðÿä (6) ñõîäèòñÿ íà Γ ê ôóíêöèè u ðàâíî-
ìåðíî. Ôîðìóëû (5) è (6) óñòàíàâëèâàþò âçîèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó îðèãèíàëàìè èç D(L) è èõ èçîáðàæåíèÿìè.

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (1)�(3) èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (5). Â ïðîñòðàí-
ñòâå èçîáðàæåíèé çàäà÷à ïðèìåò âèä:

dū(λk, t)

dt
+ λkū(λk, t) = f̄(λk, t),

ū(λk, 0) = ϕ̄(λk),
(7)

ãäå

ū(λk, t) =

∫

Γ

ρ(x)u(x, t)hk(x) dx,

f̄(λk, t) =

∫

Γ

ρ(x)f(x, t)hk(x) dx,

ϕ̄(λk) =

∫

Γ

ρ(x)ϕ(x)hk(x) dx.
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Ðåøåíèå çàäà÷è (7) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì:

ū(λk, t) =

t∫

0

f̄(λk, s)e
−λk(t−s) ds + ϕ̄(λk)e

−λkt, (8)

à äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ïîëó÷àåì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå

u(x, t) =
∞∑

k=1

hk(x)ū(λk, t). (9)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ΓT = {x ∈ Γ, 0 < t < T}, Γs = {x ∈
Γ, t = s}, Γ0 = {x ∈ Γ, t = 0}, ∂ΓT = {x ∈ ∂Γ, 0 < t < T}.

Ôóíêöèþ u(x, t) ∈ C2,1[ΓT ]
⋂

C[ΓT

⋃
Γ0

⋃
∂ΓT ] óäîâëåòâîðÿþùóþ â ΓT

óðàâíåíèþ (1), íà Γ0 íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) è êðàåâûì óñëîâèÿì (2) ïðè
t ∈ [0, T ] íàçîâåì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk[Γ] ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà,à ÷åðåç H1
L[Γ] ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â H1[Γ], ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì
óñëîâèÿì (2). Íàì óäîáíî ââåñòè â H1

L[Γ] ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v)H1
L[Γ] =

∫

Γ

ρ[pu′v′ + quv] dx,

ãäå ρ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ . Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
{

1√
|λk|

hk

}∞

k=1

� ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ïðîñòðàíñòâà Hn,k[ΓT ]. ×åðåç H1,0
L [ΓT ] îáîçíà÷èì

ïîäïðîñòðàíñòâî â H1,0[ΓT ] ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè 0 < t < T óñëî-
âèÿì (2), ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)H1,0
L [ΓT ] =

∫

ΓT

ρ[pu′v′ + quv] dx dt

Ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó H1,0
L [ΓT ] ôóíêöèþ u(x, t) íàçîâåì îáîá-

ùåííûì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò èí-
òåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫

ΓT

ρ

[
−u

∂v

∂t
+ p

∂u

∂x

∂v

∂x

]
+ quv dx dt =

∫

Γ0

ρϕv dx +

∫

ΓT

ρfv dx dt (10)

äëÿ âñåõ v ∈ H1,0
L [ΓT ] ðàâíûõ íóëþ ïðè t = T, x ∈ Γ.

Òåîðåìà 1. Åñëè f(x, t) ∈ L2[ΓT ] è ϕ ∈ L2[Γ], òî çàäà÷à (1)�(3) èìååò
îáîáùåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå u ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â H1,0

L [ΓT ]
ðÿäîì (9). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖u‖H1,0
L [ΓT ] 6 C

(‖ϕ‖L2[Γ] + ‖f‖L2[ΓT ]

)
, (11)
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ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ϕ è f .
C Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (8). Ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] èìååì

|ū(λk, t)| 6 |ϕ̄(λk)|e−λk,t+

t∫

0

|f̄(λk, s)|e−λk(t−s) ds 6 |ϕ̄(λk)|e−λkt+
‖f̄(λk)‖L2(0,T )√

2λk

.

Ïîýòîìó
|ū(λk, t)|2 6 2|ϕ̄(λk)|2e−2λkt +

1

λk

‖f̄(λk)‖2
L2(0,T ). (12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç um ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (9). Ôóíêöèè um(x, t) ïðèíàäëå-
æàò H1

L[Γt] ïðè êàæäîì t ∈ (0, T ). Èìååì

‖um − un‖2
H1

L[Γt]
=

∥∥∥∥∥
m∑

k=n+1

ū(λk, t)hk(x)

∥∥∥∥∥

2

H1
L[Γt]

≤

6 C1

m∑

k=n+1


|ϕ̄(λk)|2λke

−2λkt +

T∫

0

[f̄(λk, t)]
2 dt


 . (13)

Íàðÿäó ñ ýòèì íåðàâåíñòâîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖um‖2
H1

L[Γt]
6 C2

m∑

k=1


|ϕ̄(λk)|2|λk|e−2λkt +

T∫

0

[f̄(λk, t)]
2 dt


 . (14)

Èíòåãðèðóÿ (13) è (14) ïî t îò 0 äî T ïîëó÷èì

‖um − un‖2
H1,0

L [ΓT ] 6 C3

m∑

k=n+1


|ϕ̄(λk)|2 +

T∫

0

[f̄(λk, t)]
2 dt


 , (15)

‖um‖2
H1,0

L [ΓT ] 6 C4

m∑

k=1


|ϕ̄(λk)|2 +

T∫

0

[f̄(λk, t)]
2 dt


 . (16)

Èç (15) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (9) â H1,0
L [ΓT ], à èç (16) ïîëó÷àåì îöåíêó

(11). Èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå (10) ïîëó÷àåòñÿ èç òîæäåñòâà

∂um

∂t
= Lum + fm,

ãäå

fm(x) =
m∑

k=1

f̄khk(x),

óìíîæåíèåì íà ôóíêöèþ v ∈ H1,0
L [ΓT ], ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî

÷àñòÿì è ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó. B
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Èç (11) ñëåäóåò òåîðåìà
Òåîðåìà 2. Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) åäèíñòâåííî è íåïðåðûâ-

íî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Ïîñêîëüêó âñÿêîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-

íûì, òî òåîðåìà 2 óñòàíàâëèâàåò åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ,Lϕ ∈ H1
L[Γ], f ∈ H2,1

L [ΓT ]. Òîãäà ðÿä (9) ñõîäèòñÿ â
C2,1[ΓT ] è ïðåäñòàâëÿåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).

C Çàìåòèì, ÷òî èç f ∈ H2,1
L [ΓT ] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ū(λk, t) îïðåäåëÿå-

ìàÿ ðàâåíñòâîì (8) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H2(0, T ), à ñëåäîâàòåëüíî, è
ïðîñòðàíñòâó C1[0, T ]. Òîãäà ôóíêöèè um, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ÷àñòè÷íûå
ñóììû ðÿäà (9), ïðèíàäëåæàò C2,1[ΓT ].

Èç (12) ñëåäóåò îöåíêà äëÿ ū(λk, t)

|ū(λk, t)|2 6 2|ϕ̄(λk)|2 +
1

|λk|‖f̄(λk)‖2
L2(0,T ), (17)

à èç óðàâíåíèÿ (7)� îöåíêà äëÿ ū′(λk, t)

|ū′(λk, t)| 6 |λk||ϕ̄(λk)|+ |f̄(λk, t)|+
√
|λk|
2
‖f̄(λk)‖2

L2(0,T ).

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]

|ū′(λ2
k, t)| 6 3λ2

k|ϕ̄(λk)|2 +
3λk

2
‖f̄(λk)‖2

L2(0,T ) + 3|f̄(λk, t)|2. (18)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (18). Ïðè áîëüøèõ k âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
[5]:

f 2(t) 6 2

ε
‖f‖2

L2(0,T ) + 2ε‖f ′‖2
L2(0,T ),

ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ f ∈ H1(0, T ), t ∈ [0, T ], ε ∈ (0, T ]. Òîãäà

|f̄(λk, t)|2 6 2λk‖f̄(λk)‖2
L2(0,T ) +

2

λk

‖f̄ ′(λk)‖2
L2(0,T ).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (18) ïîëó÷èì

|ū′(λk, t)|2 6 C

(
λ2

k|ϕ̄(λk)|2 + λk‖f̄(λk)‖2
L2(0,T ) +

1

λk

‖f̄ ′(λk)‖2
L2(0,T )

)
(19)

Íà îñíîâàíèè òåîðåì âëîæåíèÿ, íåðàâåíñòâ Ñîáîëåâà, ñïðàâåäëèâûõ íà êàæ-
äîì ðåáðå γi ∈ Γ, à çíà÷èò è íà âñåì ãðàôå Γ, è ïðèâëåêàÿ íåðàâåíñòâà (17),
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(19), èìååì ïðè t ∈ [0, T ]

‖um − un‖2
C2[Γt]

+

∥∥∥∥
∂

∂t
(um − un)

∥∥∥∥
2

C[Γt]

6

6 C1

(
‖um − un‖2

H3[Γt]
+

∥∥∥∥
∂

∂t
(um − un)

∥∥∥∥
2

H1
L[Γt]

)
6

6 C2

(∥∥∥∥
m∑

k=n+1

ū(λk, t)Lhk(x)

∥∥∥∥
2

H1
L[Γt]

+

∥∥∥∥
m∑

k=n+1

ū′(λk, t)hk(x)

∥∥∥∥
2

H1
L[Γt]

)
6

6 C3

m∑

k=n+1

(λ3
k|ū(λk, t)|2 + λk|ū′(λk, t)|2) 6

6 C4

m∑

k=n+1

(λ3
k|ϕ̄(λk)|2 + λ2

k‖f̄(λk)‖2
L2(0,T ) + ‖f̄ ′(λk)‖2

L2(0,T )). (20)

Òàê êàê Lϕ ∈ H1
L[Γ], òî (Lϕ, hk)H1

L[Γ] = λ2
k(ϕ, hk)L2[Γ], è íà îñíîâàíèè ïîëíîòû

ñèñòåìû hk, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä
∞∑

k=1

|ϕ̄(λk)|2λ4
k ñõîäèòñÿ, à, çíà÷èò, ñõîäèòñÿ

è ðÿä
∞∑

k=1

|ϕ̄(λk)|2λ3
k. Àíàëîãè÷íî, èç f ∈ H2,1

L [ΓT ] ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=1

‖f̄(λk)‖2
L2(0,T )λ

2
k è

∞∑
k=1

‖f̄ ′(λk)‖2
L2(0,T ). Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (20) âûòå-

êàåò, ÷òî ðÿä (9) ñõîäèòñÿ â C2,1[ΓT ] è ñëåäîâàòåëüíî, åãî ñóììà ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì. B

Ëèòåðàòóðà.

1. Êóëàåâ Ð. ×. Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ãðàôå äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.�2005.�Ò. 7,
âûï. 2.�Ñ. 78�85.

2. Ïîêîðíûé Þ. Â. è äð. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ãðàôàõ.�Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.

3. Çàâãîðîäíèé Ì. Ã. Ñïåêòðàëüíàÿ ïîëíîòà êîðíåâûõ ôóíêöèé êðàåâîé
çàäà÷è íà ãðàôå // Äîêë. ÀÍ.�1994.�Ò. 335, � 3.�Ñ. 281�282.

4. Ãîõáåã È. Ö., Êðåéí Ì. Ã. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñàìîñîïðÿ-
æåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.�Ì.: Íàóêà, 1965.

5. Ìèõàéëîâ Â. Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.�Ì.: Íàóêà, 1978.

209



Êóðáàòîâ Â.Ã.

Îá îäíîñòîðîííåé îáðàòèìîñòè
ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

îïåðàòîðîâ
ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Â çàìåòêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè èç
îäíîñòîðîííåé îáðàòèìîñòè âûòåêàåò äâóñòðîííÿÿ îáðàòèìîñòü. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ññûëêè íà ðàáîòû [4, 6, 7].

Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñèìâîëîì B(X,Y ) îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ T : X → Y . Åñëè
X = Y , áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå B(X). Ñèìâîëîì 1 ∈ B(X) áóäåì
îáîçíà÷àòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp = Lp(Rn,E), 1 ≤ p ≤ ∞, ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà ôóíê-
öèé x : Rn → E; à ÷åðåç W 2

p = W 2
p (Rn,E) � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà

Ñîáîëåâà [4, 6]. Ñèìâîëîì C00 = C00(Rn,E) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : Rn → E, èìåþùèõ êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Èç-
âåñòíî, ÷òî C00 ïëîòíî ïî íîðìå â Lp, 1 ≤ p < ∞. Ñèìâîëîì S = S(Rn,E)
îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé x : Rn → E, à
ñèìâîëîì S ′ = S ′(Rn,E) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìåäëåííî ðàñòóùèõ îáîáùåí-
íûõ ôóíêöèé x : Rn → E [1].

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì D = D(Lp) çàìûêàíèå ïî íîðìå àëãåáðû B(Lp) ìíî-
æåñòâà âñåõ îïåðàòîðîâ âèäà

(Du
)
(x) =

n∑

k=1

ak(x)u(x− hk),

ãäå ak : Rn → B(E) � èçìåðèìûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, à hk ∈ Rn �
íåêîòîðûå òî÷êè. Îïåðàòîðû êëàññà D íàçûâàþò ðàçíîñòíûìè.

Êàæäîé èçìåðèìîé ôóíêöèè u : Rn → E ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé ui(x) = u(x − i), i ∈ Zn, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ (0, 1]n. Î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâèå u 7→ {ui} îñóùåñòâëÿåò èçîìåòðè÷å-
ñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà Lp(Rn,E) íà ïðîñòðàíñòâî lp = lp

(
(0, 1]n,E

)
,

1 ≤ p ≤ ∞, ïîäðîáíåå ñì. [7, 1.6.3]. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Tij } = {Tij :
lp

(
(0, 1]n,E

) → lp
(
(0, 1]n,E

) } áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ìàòðèöà {Tij } èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé, åñëè Tij = 0 ïðè
|i− j| < n (ìîäóëü è íåðàâåíñòâî ïîíèìàþòñÿ êîðîîäèíàòíî) äëÿ íåêîòîðîãî
n ∈ Zn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð T ∈ B(lp) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé {Tij },
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åñëè
(Tu)i =

∑

j∈Zn

Tijuj, äëÿ âñåõ u = {ui} ∈ lp.

(Â ñèëó èçîìîðôèçìà lp ' Lp ýòî ïðàâèëî ïîðîæäàåò è îïåðàòîð T ∈ B(Lp).)
Íåòðóäíî ïîêàçàòü [7, 1.6.5], ÷òî ìàòðèöà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ äèà-
ãîíàëåé ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
i−j=k

‖Tij‖ < ∞ äëÿ âñåõ k ∈ Zn.

Ñèìâîëîì d = d(Lp) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ïî íîðìå àëãåáðû B(Lp) ìíîæå-
ñòâà âñåõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàåìûõ ìàòðèöàìè, èìåþùèìè êîíå÷íîå ÷èñëî
íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé. Íåòðóäíî ïîêàçàòü [7, 1.6.12], ÷òî D ⊂ d.

Ñèìâîëîì h = h(Lp) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ïî íîðìå àëãåáðû B(Lp) ìíî-
æåñòâà âñåõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàåìûõ ìàòðèöàìè {Kij }, èìåþùèìè êîíå÷-
íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé, âñå ýëåìåíòû Kij êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïàêòíûìè îïåðàòîðàìè. Ïðèìåð îïåðàòîðà êëàññà h = h(Lp) îïèñûâàåòñÿ
íèæå â ïðåäëîæåíèè 1.

Î÷åâèäíî [7, 6.5.6], ìíîæåñòâà D è d ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè àëãåáðàìè, à
h � èäåàëîì â d.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü k : Rn → B(E) � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñâåðòêè

(Ku
)
(x) =

∫

Rn

k(x− y)u(y) dy

ïðèíàäëåæèò h(Lp) ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî 1 Ïîñêîëüêó C00 ïëîòíî â L1, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíê-
öèÿ k0 ∈ C00, ÷òî ‖k0 − k‖L1 ìåíüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0. Â
ñèëó [7, 6.2.2] èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K0, ïîðîæäåííûé ÿäðîì k0, ïðèíàä-
ëåæèò h. Ïðè ýòîì â ñèëó [7, 1.5.12] ‖K0 −K‖ < ε. B

Èçâåñòíî [4, ñ. 288], [6, ñ. 159], ÷òî îïåðàòîð 1 − ∆ : W 2
p → Lp, 1 <

p < ∞, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî 1 − ∆ îñóùåñòâëÿåò
èçîìîðôèçì S íà ñåáÿ è S ′ íà ñåáÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U îïåðàòîð (1−∆)−1.
Ïóñòü F : S ′ → S ′ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Î÷åâèäíî,

(F(1−∆)F−1v
)
(ω) =

(1 + |ω|2)v(ω), ãäå |ω| =
√

ω2
1 + · · ·+ ω2

n � åâêëèäîâà íîðìà â Rn, äëÿ âñåõ
v ∈ S ′. Îòñþäà

(FUF−1v
)
(ω) = (1 + |ω|2)−2v(ω) äëÿ v ∈ S ′.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G : Rn → R ôóíêöèþ, ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ĝ(ω) = (1+ |ω|2)−2. Åå íàçûâàþò [4, ñ. 283] ÿäðîì Áåññåëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2 ßäðî Áåññåëÿ G ñóùåñòâóåò è âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèíàäëåæèò L1.

Äîêàçàòåëüñòâî 2 Âûòåêàåò èç îöåíîê [4, ñ. 285�286], ñì. òàêæå [6,
ñ. 154�156]. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ G ìîæíî íàéòè â [2, çàäà÷à 11.10]. B
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Ñëåäñòâèå 2 Íà ôóíêöèÿõ u ∈ Lp, 1 < p < ∞, èìååì

(
Uu

)
(x) =

∫

Rn

G(x− y)u(y) dy,

( ∂

∂xm

Uu
)
(x) =

∫

Rn

∂G

∂xm

(x− y)u(y) dy.

Äîêàçàòåëüñòâî 3 Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû
(
V u

)
(x) =

∫

Rn

G(x− y)u(y) dy,

(
Vmu

)
(x) =

∫

Rn

∂G

∂xm

(x− y)u(y) dy.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 è [7, 4.4.11] îïåðàòîðû V è Vm äåéñòâóþò â Lp.
Â ñèëó ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â L1 [5, òåîðåìà 7.2], [3] èìååì
FV F−1v = FUF−1v è FVmF−1v = F ∂

∂xm
UF−1v äëÿ v ∈ L1 ∩ Lp. Îñòàåòñÿ

íàïîìíèòü, ÷òî L1 ∩ Lp ïëîòíî â Lp. B
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèþ u : Rn → X, ãäå X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, íà-

çûâàþò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè åå ìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ðàâíîìåðíî
ïðèáëèçèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

p(x) =
n∑

k=1

ei〈ωk,x〉uk, x ∈ Rn,

ñ êîýôôèöèåíòàìè uk ∈ X è ÷àñòîòàìè ωk ∈ Rn.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ ñäâèãà

(
Shu

)
(x) = u(x− h), h ∈ Rn.

Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Rn. Îïå-
ðàòîð T ∈ B(X, Y ) áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ôóíêöèÿ

h 7→ ShTS−h, h ∈ Rn,

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [7, 6.5.2]),
÷òî ïðîèçâåäåíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé
îïåðàòîð, è îáðàòíûé ê ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîìó îïåðàòîðó � ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèé îïåðàòîð.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ T : X → Y áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñèìâîëîì BAP (X,Y ). Ïåðåñå÷åíèå BAP (X, Y ) ñ D, d è h áóäåì îáî-
çíà÷àòü DAP , dAP è hAP ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 3 ([7, 6.5.11]) Ïóñòü D ∈ DAP è B ∈ hAP . Åñëè D + B îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì

inf
‖u‖=1

‖(D + B)u‖ > 0,
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òî îïåðàòîð L îáðàòèì. Åñëè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (D + B)′ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì

inf
‖v‖=1

‖(D + B)′v‖ > 0,

òî îïåðàòîð D + B îáðàòèì.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L : W 2
p (Rn,E) → Lp(Rn,E), 1 < p < ∞, îïðåäåëåí-

íûé ïî ôîðìóëå

(Lu
)
(x) =

∞∑

k=1

(
ak(x)∆ +

n∑
m=1

bkm(x)
∂

∂xm

+ ck(x)
)
u(x− hk),

ãäå ak, bkm, ck : Rn → B(E) � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì
∞∑

k=1

(
sup
x∈Rn

‖ak(x)‖+
n∑

m=1

sup
x∈Rn

‖bkm(x)‖+ sup
x∈Rn

‖ck(x)‖
)

< ∞.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü L : W 2
p → Lp, 1 < p < ∞. Åñëè L îáëàäàåò ñâîéñòâîì

inf
‖u‖=1

‖Lu‖ > 0,

òî îïåðàòîð L îáðàòèì. Åñëè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L′ îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì

inf
‖v‖=1

‖L′v‖ > 0,

òî îïåðàòîð L îáðàòèì.

Äîêàçàòåëüñòâî 4 Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð L â âèäå

L = A∆ +
n∑

m=1

Bm
∂

∂xm

+ C = −A(1−∆) +
n∑

m=1

Bm
∂

∂xm

+ C + A,

ãäå
(
Au

)
(x) =

∞∑

k=1

ak(x)u(x− hk),

(
Bmu

)
(x) =

∞∑

k=1

bkm(x)u(x− hk),

(
Cu

)
(x) =

∞∑

k=1

ck(x)u(x− hk).

Î÷åâèäíî, A,Bm, C ∈ DAP ⊂ dAP . Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

LU = −A +
n∑

m=1

Bm
∂

∂xm

U + (C + A)U.
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Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 è ñëåäñòâèÿ 2 îïåðàòîðû U è ∂
∂xm

U ïðèíàäëåæàò
h(Lp); à ïîñêîëüêó îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, îíè ïðèíàäëå-
æàò è hAP (Lp). Îòñþäà, ïîñêîëüêó h ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â d, à ïðîèçâåäåíèå
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì îïåðàòî-
ðîì, èìååì

∑n
m=1 Bm

∂
∂xm

U + (C + A)U ∈ hAP (Lp). Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà
ïðåäëîæåíèå 3. B

Ñëåäñòâèå 3 Îäíîñòîðîííÿÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà L âëå÷åò äâóñòî-
ðîííþþ îáðàòèìîñòü.
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Êóðáàòîâà È.Â.

Íàèëó÷øàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà â êëàññå W 2
∞

Êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé íàçûâàþò [1, 2] ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî
∫ b

a

f(x) dx ≈
n∑

k=1

ckf(xk), (1)

ñëóæàùåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìó-
ëà îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì óçëîâ a ≤ x1 < · · · < xn ≤ b è êîýôôèöèåíòîâ ck,
k = 1, . . . , n. Â çàìåòêå îïèñûâàåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, äàþùàÿ íàèëó÷-
øóþ òî÷íîñòü â êëàññå W 2

∞(M, [a, b]) ôóíêöèé f [a, b] → R, èìåþùèõ îãðà-
íè÷åííóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ êëàññà ôóíêöèé
W 1
∞(M, [a, b]), èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ , ðåøåíà â [3].

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (1) ñ÷è-
òàþò âåëè÷èíó îñòàòêà

R =

∫ b

a

f(x) dx−
n∑

k=1

ckf(xk). (2)

Êîíå÷íî, îñòàòîê çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè f . Ãîâîðÿò [1, 2], ÷òî êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (1) òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè r, åñëè äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè r îíà ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷íîå ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 1 ([1, ñ. 349], [2, ñ. 15]) Ïóñòü êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (1) ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷íîé íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè r, à f (r+1) ñóùåñòâóåò. Òîãäà îñòà-
òîê (2) ýòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

R =

∫ b

a

f (r+1)(s)K(s) ds, (3)

ãäå
K(s) =

1

r!

(∫ b

s

(t− s)r dt−
n∑

j=1

cj(xj − s)rη(xj − s)
)
, (4)

à η � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

η(t) =

{
1, åñëè t ≥ 0,
0, åñëè t < 0.
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Ñëåäñòâèå 1 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ îñòàòêà R ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|R| ≤ max
s∈[a,b]

|f (r+1)(s)| ∗
∫ b

a

|K(s)| ds. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî 1 Äëÿ îñòàòêà R èç ôîðìóëû (3) â ñèëó íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà äëÿ èíòåãðàëîâ èìååì îöåíêó

|R| ≤
∫ b

a

|f (r+1)(s)| · |K(s)| ds.

Çàìåíÿÿ â íåé |f (r+1)(s)| íà maxs |f (r+1)(s)|, ïîëó÷àåì íóæíóþ îöåíêó (5). B
Äâå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà îòðåçêàõ [a, b] è [a′, b′] íàçîâåì ïîäîáíûìè,

åñëè îíè ïåðåõîäÿò äðóã èç äðóãà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè îòðåçêà [a, b]
íà [a′, b′].

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïîñòðîèì ïî çàäàííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå íà [a, b] ïî-
äîáíóþ åé êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü K � ôóíêöèÿ (4),
ñîîòâåòñòâóþùàÿ èñõîäíîìó îòðåçêó [a, b], K1 ôóíêöèÿ (4), ñîîòâåòñòâó-
þùóþ îòðåçêó [0, 1]. Òîãäà

∫ b

a

|K(s)| ds = (b− a)r+2

∫ 1

0

|K1(s)| ds.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W l
∞(M, [a, b]) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f [a, b] → R, äëÿ

êîòîðûõ (l − 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [a, b], à
l-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé è ÿâëÿåòñÿ èç-
ìåðèìîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöåé, ïðè÷åì

|f (l)(t)| ≤ M

ïî÷òè âñþäó íà [a, b].

Ïðåäëîæåíèå 2 Äëÿ ôóíêöèè f ∈ W l
∞(M, [a, b]) ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ

0, 1, . . . , l − 1 íåïðåðûâíû.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (1) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíîãî-
÷ëåíàõ ñòåïåíè r è ïóñòü l = r + 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f êëàñ-
ñà W l

∞(M, [a, b]) äëÿ îñòàòêà (2) ýòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|R| ≤ M

∫ b

a

|K(s)| ds. (6)

Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé â êëàññå W l
∞(M, [a, b]) â òîì ñìûñëå,

÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ W l
∞(M, [a, b]), äëÿ êîòîðîé îíà ïðåâðàùàåòñÿ â

ðàâåíñòâî.
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Ìèíèìèçàöèÿ èíòåãðàëà
∫ b

a
|K(s)| ds

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé êëàññà W 2

∞(M, [a, b]). ×òîáû îêàçàòüñÿ â óñëî-
âèÿõ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë, òî÷íûõ íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè 1. Â ñèëó òåîðåìû 2 ýòà çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë

∫ b

a

|K(s)| ds (7)

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 äîñòàòî÷íî ðåøèòü
ýòó çàäà÷ó õîòÿ áû äëÿ îäíîãî îòðåçêà [a, b]. ×òîáû óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî [a, b] = [−1, 1]. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü òîëüêî ñëó÷àé M = 1. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîèñêîì íàèëó÷øåé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé êëàññà W 2

∞(1, [−1, 1]).
Êðîìå òîãî, äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñ-

êîìàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà.
Ñèììåòðè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

xk = −xn−k+1, ck = cn−k+1. (8)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òî÷íîñòü íà
ôóíêöèè y = t èìååò ìåñòî àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó

∫ 1

−1

t dt = 0,
n∑

k=1

ckxk = 0.

À òî÷íîñòü íà êîíñòàíòàõ îçíà÷àåò, ÷òî
n∑

k=1

ck = 2. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà òî÷íîñòè íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè 1 ñâîäèòñÿ ê ïðî-
âåðêå òîæäåñòâà (9).

Òåïåðü èíòåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ íàéòè óçëû −1 ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ 1 è êîýô-
ôèöèåíòû c1, c2, . . . , cn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (8) è (9), äëÿ êîòîðûõ
âåëè÷èíà (7) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé. Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü K �ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (4), â êîòîðîé ïàðàìåòð r ðàâåí 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ K èìååò âèä

K(s) =
(1− s)2

2
−

n∑
j=1

cj(xj − s)η(xj − s).

Ïîëîæèì x0 = −1, xn+1 = 1. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë (7) â âèäå
∫ b

a

|K(s)| ds =
n+1∑

k=1

∫ xk

xk−1

|K(s)| ds.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Õåâèñàéäà η âèäíî, ÷òî íà êàæäîì èç îòðåçêîâ
[xk−1, xk] ôóíêöèÿ K äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

K(s) =
(1− s)2

2
−

n∑

j=k

cj(xj − s) ïðè s ∈ [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . , n + 1.

Ïîýòîìó èíòåãðàë (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
∫ b

a

|K(s)| ds =
n+1∑

k=1

∫ xk

xk−1

∣∣∣∣∣
(1− s)2

2
−

n∑

j=k

cj(xj − s)

∣∣∣∣∣ ds.

Åñëè çíà÷åíèÿ xk è ck èçâåñòíû, òî òî÷êè, â êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â íîëü êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, ëåãêî íàõîäÿòñÿ. Áëàãîäàðÿ
ýòîìó ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è ñàì èíòåãðàë.

Ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ xk è ck áûëè ïîäîáðàíû îïòèìàëüíûå ãðàôèêîâ
ôóíêöèé K, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáëèæåííî íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëå, âèäíî, ÷òî âñå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû K ðàâíû ìåæäó ñîáîé, âñå
ñðåäíèå îòðåçêè [xk−1, xk], k = 2, . . . , n, èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, à ïîòîìó
âñå ck, êðîìå êðàéíèõ, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò çíà-
÷èòåëüíî ñóçèòü êëàññ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ñðåäè êîòîðûõ ñëåäóåò èñêàòü
îïòèìàëüíóþ. À èìåííî, âñå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, îáëàäàþùèå îïèñàí-
íûìè ñâîéñòâàìè, ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ îäíîãî ïàðàìåòðà p �
äëèíû ñðåäíåãî îòðåçêà [xk−1, xk]. Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿ
òàêîé ðåçóëüòàò:

xk =
(−1 + 2 k − n) p

2
, k = 1, . . . , n;

c1 = cn = 1 + p− n p

2
, ck = p, k = 2, . . . , n− 1.

(10)

Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (9) îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì
ïðè âñåõ p. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ xk è ck ÷åðåç ïàðàìåòð p â àíàëèòè÷åñêóþ
ôîðìóëó äëÿ èíòåãðàëà (7), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ èíòåãðàëà (7) â âèäå
ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé p:

1

12

(
4− 3 p2 + 6 n p2 − 3 n2 p2 + 2 n p3 − 3 n2 p3 + n3 p3

+ 2 (n− 1)
(
(2− (n− 2) p) (n p− 2)

)3/2
)
.

(11)

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê [2/n, 2/(n− 2)].
Åå ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñóíêå 1.

Ïðîèçâîäíàÿ âûðàæåíèÿ (11) ïî p èìååò âèä

(n− 1)
(
2 + n

(−2 + (n− 2) p
)) (

p− 2
√(

2− (n− 2) p
)
(+n p− 2)

)/
4.
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âûðàæåíèÿ (11) îò p íà ïðîìåæóòêå p ∈
[2/n, 2/(n− 2)]. Ñëåâà: ñëó÷àé n = 3. Ñïðàâà: ñëó÷àé n = 12

Ñòàíäàðòíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êîðíè ïðîèçâîäíîé èìåþò âèä

p1 =
2 n− 2

n2 − 2 n
, p2 =

4 (2 n− 2−√3)

4 n2 − 8 n + 1
, p3 =

4 (2 n− 2 +
√

3)

4 n2 − 8 n + 1
.

Èç ãðàôèêà ôóíêöèè (11) âèäíî, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â íàèìåíüøåì
êîðíå p2. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (10), ïîëó÷àåì òî÷íûå ïàðàìåòðû ïðåäïîëîæè-
òåëüíî íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííîå çíà÷åíèå p äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò
íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, áûëè ïðîâåðåíî, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëà (7) ïî xk è ck ðàâíû íóëþ.
Ïîñëå ýòîãî áûë âû÷èñëåí âòîðîé äèôôåðåíöèàë. Îí îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííûì. Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè íàéäåííàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà åäèíñòâåííîé îñòàëñÿ îòêðûòûì.

Èòàê, ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 3 Íàèëó÷øàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà â êëàññå W 2

∞(1, [−1, 1]) èìå-
åò ñëåäóþùèå óçëû è êîýôôèöèåíòû:

xk =
(−1 + 2 k − n)

2

4 (2 n− 2−√3)

4 n2 − 8 n + 1
, k = 1, . . . , n,

c1 = cn = 1 +
(
1− n

2

)4 (2 n− 2−√3)

4 n2 − 8 n + 1
,

ck =
4 (2 n− 2−√3)

4 n2 − 8 n + 1
, k = 2, . . . , n− 1.
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Ìåëüêóìîâà Å.Ì.

Î Ìàðêîâñêèõ îïåðàòîðàõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ìàðêîâñêèõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Â
äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî òàêèì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëåííûé ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè.

This article considers the problem of the description of the class di�erential
operators, which are the generators of Markovian semi groups. In work is proved
than such an operator is a di�erential operator of the second order, determined
by periodic boundary conditions.

Â ñòàòüå äîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà,
îïðåäåëåííûé ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ìàðêîâñêîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà îòðåçêå.

Ïóñòü Ê - êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç Ñ = Ñ(Ê) îáî-
çíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé íà Ê ñ "supremum"íîðìîé; C2π(R)-áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
íà [0, 2π], êîìïëåêñíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì 2π ôóíêöèé. Ïóñòü
C∗ = C∗(K) - ñîïðÿæåííîå ê Ñ(Ê) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíà-
ëîâ, èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíîå è îòîæäåñòâëÿåìîå ñ áàíàõîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ðåãóëÿðíûõ ìåð Ðàäîíà íà σ àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç K;
S∗(K) = {p ∈ C∗(K)|p ≥ 0, ‖p‖ = 1} - íàáîð âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Îòìå-
òèì, ÷òî S∗(K) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì* âûïóêëûì êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â C∗.
Âñþäó ÷åðåç L(X) îáîçíà÷àåòñÿ áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X [1].

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð M ∈ L(C) íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì îïåðàòî-
ðîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

1)M1 = 1;
2)M ≥ 0 (ò.å.Mϕ ≥ 0 äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ϕ ∈ C).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M = M(C) ìíîæåñòâî ìàðêîâñêèõ îïåðàòîðîâ M =

M(C) = {M ∈ L(C ) : (M ≥ 0 ,M1 = 1 )}. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
ìàðêîâñêèõ îïåðàòîðîâ:

1) ìíîæåñòâî M = M(C) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì;
2) ‖M ∗‖ = 1 ;M ∗(µ) ≥ 0 äëÿ ëþáîé µ ∈ S∗(K);
3) ìíîæåñòâî M∗ = M∗(C) = {M ∗ ∈ L(C ∗) : (M ∈ M )} âûïóêëî.
Îïðåäåëåíèå 2. Äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

an, n = 0,±1,±2, . . . íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè:
a)a−n = an, n ∈ Z;
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á)
m∑

k=1

m∑
j=1

ak−jzkz̄j ≥ 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m è ëþáîãî íàáîðà

(z1, . . . , zm) êîìïëåñíûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 3 [2]. Ôóíêöèÿ ϕ : R → C íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé, åñëè îíà:
1) íåïðåðûâíà ïðè êàæäîì êîíå÷íîì àðãóìåíòå è îãðàíè÷åíà íà

(−∞, +∞);
2) "ýðìèòîâà", òî åñòü ϕ(−x) = ϕ(x);
3) äëÿ ëþáûõ òî÷åê {t1, . . . , tm} è ëþáûõ ÷èñåë {α1, . . . , αm},m = 1, 2, . . .

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
m∑

i=1

m∑
j=1

ϕ(ti − tj)αiᾱj ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 1. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ϕ : R → C ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé, òî åå ñóæåíèå
ϕ̄ : Z→ C, ϕ(n) = ϕ(n), n ∈ Z òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü x0 ∈ C2π(R). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn = 1
2π

2π∫
0

x0(τ)e−inτdτ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà,êîãäà ôóíêöèÿ x0 íåîòðèöàòåëüíà, ò.å. x0 ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé
åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.

Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ
Ëåììà 1 [3,òåîðåìà 7.2]. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé x, y ∈ C2π(R) ñ ðÿäàìè

Ôóðüå âèäà x(t) ∼
+∞∑

n=−∞
xneint, y(t) ∼

+∞∑
n=−∞

yne
int, èõ ñâåðòêà (x ∗ y)(t) =

1
2π

2π∫
0

x(t− τ)y(τ)dτ, t ∈ R èìååò ðÿä Ôóðüå âèäà
+∞∑

n=−∞
xnyneint, t ∈ [0, 2π].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
A : D(A) ⊂ C2π(R) → C2π(R) âèäà

Ay = y′′, y ∈ D(A) = {y ∈ C2
2π(R)} : y(0) = y(2π), y′(0) = y′(2π)}, (1)

ãäå C2
2π(R)- ïðîñòðàíñòâî èç C2π(R) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé.
Ñïåêòð äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà σ(A) èìååò âèä σ(A) = {−n2, n ≥

0}, âñå ÷èñëà −n2, n ≥ 0 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñîîòâåòñâóþ-
ùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä en(s) = eins, s ∈ [0, 2π], n ≥ 1. Äàííûé
îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ

T : R+ = [0, +∞] → L(C2π(R)) âèäà

(T (t)x)(s) =
+∞∑

n=−∞
e−n2t(x, en)en(s) =

+∞∑
n=−∞

e−n2t( 1
2π

2π∫

0

x(τ)e−inτdτ)eins, (2)

ãäå (x, en) = 1
2π

2π∫
0

x(τ)e−inτdτ - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé x è en.
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Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:
Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ T : R+ → L(X), ãäå Õ - áà-

íàõîâî ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé êëàññà C0, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) T(0)=I;
2) T(t+s)=T(t)T(s),t, s ≥ 0;
3) ôóíêöèÿ t 7→ T (t)x : R+ → X íåïðåðûâíà ïðè ëþáîì x ∈ X.
Äëÿ h ≥ 0 îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Ah ðàâåíñòâîì Ah = T (h)x−x

h
, x ∈

X. Ïóñòü D(A)- ìíîæåñòâî âñåõ õ èç Õ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
h→0

Ahx. Îïðåäåëèì íà D(A) îïåðàòîð À ðàâåíñòâîì: Ax = lim
h→0

Ahx.
Îïðåäåëåíèå 5. Îïåðàòîð À ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) íàçûâàåòñÿ

ãåíåðàòîðîì èëè èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì ïîëóãðóïïû Ò.
Îïðåäåëåíèå 6. Ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû ìàðêîâñêèõ îïåðàòîðîâ â Ñ íà-

çîâåì îïåðàòîðîì Êîëìîãîðîâà.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà. Ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ â Ò, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (2) äëÿ

êðàåâîé çàäà÷è (1), ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ïîëóãðóïïîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû Ò ñëåäóåò, ÷òî

T (t)1 =
+∞∑

n=−∞
e−n2t 1

2π

2π∫
0

1 ∗ e−inτdτeins =
+∞∑

n=−∞
e−n2t 1

2π

2π∫
0

e−inτdτeins, t ≥ 0,

ãäå 1-òîæäåñòâåííàÿ íà [0, 2π] ôóíêöèÿ.

Òàê êàê 1 - ôóíêöèÿ, îðòîãîíàëüíàÿ âñåì ôóíêöèÿì e−inτ , n 6= 0,òî

(x, en) = (1, en) = 0, n 6= 0, ò.å. T (t)1 = 1
2π

2π∫
0

dτ = 1
2π

τ |2π
0 = 1

2π
(2π − 0) = 1.

Òåïåðü çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâà: åñëè
x0 ∈ C2π(R) è 1

2π

2π∫
0

x0(τ)dτ = 1, òî ôóíêöèÿ y0 = T (t)x0 íåîòðèöàòåëüíà è

1
2π

2π∫
0

y0(τ)dτ = 1.

Âíà÷àëå äîêàæåì íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè y0.

(T (t)x0)(s) =
+∞∑

n=−∞
eλnt(x, en)en(s) = 1

2π

+∞∑
n=−∞

e−n2t

2π∫

0

x0(τ)e−inτdτeins (3)

Îáîçíà÷èì xn = 1
2π

2π∫
0

x0(τ)e−inτdτ . Òîãäà (3) ïðèìåò âèä (T (t)x)(s) =

+∞∑
n=−∞

e−n2txne
ins, {xn} - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (â

ñèëó çàìå÷àíèÿ 2). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:
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y0(τ) = (T (t)x0)(τ) = (ϕt ∗ x0)(τ) =

=
+∞∑

n=−∞
e−n2txne

ins = 1
2π

2π∫

0

ϕ(τ − s)x0(s)ds, (4)

ò.å. y0 åñòü ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé ϕt è x0,

ãäå ϕt(τ) =
+∞∑

n=−∞
e−n2teins =

+∞∑
n=−∞

cn(t)eins, cn(t) = e−n2t.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ gt(λ) = e−λ2t, gt : R → C. Îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå
gt(λ) = e−λ2t = 1

2π

+∞∫
−∞

gt(µ)eiλµdµ, ãäå gt(µ) = 1
2
√

πt
e
−µ2

4t , t > 0.

Ôóíêöèÿ gt(µ) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, çíà÷èò, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2
ôóíêöèÿ gt ïðè ëþáîì t > 0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Èñïîëüçóÿ çàìå÷à-
íèå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî åå ñóæåíèå gt(n) = e−n2t, n ∈ Z, åñòü ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóëû 4 ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ y0 åñòü ñâåðòêà ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé ϕt (ñì çàìå÷àíèå2) è
x0. Ñëåäîâàòåëüíî, y0 ≥ 0.

Äàëåå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà: 1
2π

2π∫
0

y0(τ)dτ = 1
2π

2π∫
0

(T (t)x0)(τ)dτ =

1
2π

2π∫
0

(ϕt ∗x0)(τ)dτ = 1
2π

(
2π∫
0

x0(τ)dτ) = 1
2π
∗ 2π = 1, ãäå ϕt(τ) =

+∞∑
n=−∞

e−n2teins, èç

êîòîðûõ ïîëó÷àåì 1
2π

2π∫
0

y0(τ)dτ = 1.
Âûâîä: âñå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ïîêàçàíû è, çíà÷èò, T (t), t ≥ 0, - ìàð-

êîâñêàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ.
Îòìåòèì, ÷òî íå âñÿêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿä-

êà, äåéñòâóþùèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C[0, 1], ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

A : D(A) ⊂ C1[0, 1] → C1[0, 1] âèäà

Ay = y′′, y ∈ D(A) = {y ∈ C[0, 1] : y(0) = y(1) = 0} (5)

Ñïåêòð äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà σ(A) èìååò âèä σ(A) =
{−π2n2, n ≥ 0}, âñå ÷èñëà π2n2, n ≥ 0 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè en(s) =

√
2 sin(πns), s ∈ [0, 1], n ≥ 1.

Äàííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ
T : R+ = [0, +∞] → L(C[0, 1]) âèäà
(T (t)x)(s) =

+∞∑
n=−∞

e−π2n2t(x, en)en(s) =

= 2
+∞∑
n=0

e−π2n2t(

1∫

0

x(τ) sin(πnτ)dτ) sin(πns), t > 0, (6)
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ãäå (x, en) =
√

2
1∫
0

x(τ) sin(πnτ)dτ - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé x è en.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð T(0): (T (0)x0)(s) = 2
+∞∑
n=0

(
1∫
0

sin(πnτ)dτ) sin(πns). Åñëè
áû ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ áûëà á ìàðêîâñêîé, òî T (0) = I è sup

t≥0
‖T (t)‖ 6 1.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè t = 0 è x0 = 1 îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ T (0)x0 ðÿä
ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ â Ñ[0,1].

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ïîëóãðóïïà Ò áûëà ñèëüíî íåïðåðûâíîé, òî
T (0)x0 = x0 ≡ 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn → 0+,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé T (tn)x0 îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì (T (tn)x0)(0) = (T (tn)x0)(1) = 0. Îäíàêî, ôóíêöèÿ x0 íå
ìîæåò áûòü ïðåäåëîì òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (T (tn)x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä, îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ T (0)x0 ïðè t = 0 è x0 =
1, ðàñõîäèòñÿ â Ñ[0,1]. Çíà÷èò, ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ T(t), îïðåäåëåííàÿ
ðàâåíñòâîì (6) äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (5), íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ïîëóãðóïïîé.
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Ïå÷êóðîâ À.Â.

Îá óïîðÿäî÷åííûõ ïàðàõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Ñèìâîëàìè X, Y áóäåì îáîçíà÷àòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå
íàä ïîëåì C. ×åðåç C̃ îáîçíà÷èì ðàñøèðåíèå ïîëÿ C ñ ïîìîùüþ òî÷êè {∞}.

Ñèìâîëîì LO(X,Y ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïå-
ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y . Ñèìâîëîì LRC(X, Y ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îòíîøåíèé, äåéñòâóþùèõ èç X â Y . Ñèìâîëîì
Hom(X, Y ) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïå-
ðàòîðîâ (ãîìîìîðôèçìîâ), îïðåäåëåííûõ íà X ñî çíà÷åíèÿìè â Y .

Äàëåå ñèìâîëîì (G,F ) áóäåì îáîçíà÷àòü óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ëèíåéíûõ
çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ F : D(F ) ⊂ X → Y , G : D(G) ⊂ X → Y , äåéñòâóþ-
ùèõ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(F ), D(G) óäîâëåòâîðÿþò îä-
íîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

(i) D(F ) = X, D(G) 6= X;

(ii) D(F ) 6= X, D(G) = X;

(iii) D(F ) = X, D(G) = X.

×åðåç D=D(G,F ) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî D(F )∩D(G) è íàçîâåì åãî
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû îïåðàòîðîâ (G,F ).

Îïðåäåëåíèå 1 Ê ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó ρ(G,F ) óïîðÿäî÷åííîé ïàðû
îïåðàòîðîâ (G,F ) îòíåñåì âñå ÷èñëà λ 6= 0 èç C, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð
G − λF : D ⊂ X → Y íåïðåðûâíî îáðàòèì, à òàêæå òî÷êó λ = 0, åñëè
G : D → Y � íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð è D(F ) = X. Ìíîæåñòâî
σ(G,F ) = C\ρ(G, F ) íàçîâåì ñïåêòðîì ýòîé ïàðû.

Îïðåäåëåíèå 2 Îïåðàòîðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

R(·; G,F ) : ρ(G,F ) ⊂ C → Hom(Y,X),

R(λ; G,F ) = (G− λF )−1, λ ∈ ρ(G,F ),

íàçîâåì ðåçîëüâåíòîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G,F ).

Èíîãäà ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ðàñøèðåí-
íîãî ñïåêòðà óïîðÿäî÷åííîé ïàðû îïåðàòîðîâ.
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Îïðåäåëåíèå 3 Ïîäìíîæåñòâî σ̃(G,F ) èç C̃, ñîâïàäàþùåå ñ σ(G,F ), êî-
ãäà 0 ∈ ρ(G,F ) , è σ̃(G,F ) = σ(G,F ) ∪ {∞} â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçîâåì
ðàñøèðåííûì ñïåêòðîì óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G,F ). Ìíîæåñòâî ρ̃(G,F ) =

C̃\σ̃(G,F ) íàçîâåì ðàñøèðåííûì ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì.
Ïóñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèé D(G), D(F ) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëî-

âèé (i) èëè (iii). Òîãäà îïåðàòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè
Rl(λ; G,F ) = R(λ; G,F )F , λ ∈ ρ(G,F ), Rr(λ; G,F ) = FR(λ; G,F ), λ ∈
ρ(G,F ), íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ðåçîëüâåíòîé óïîðÿäî÷åííîé
ïàðû îïåðàòîðîâ (G,F ).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
x(0) = x0 ∈ X

äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Fẋ(t) = Gx(t), t ∈ R+ = [0, +∞),

ñ ïàðîé ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y , ïðè KerF 6= {0}.

Â âîïðîñàõ ðàçðåøèìîñòè è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ äâà ïîäõîäà. Ïåðâûé îñíîâàí íà ñïåêòðàëüíîé òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Âòîðîé áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ

ẏ(t) ∈ Ay(t), t ∈ R+, y(0) = y0 ∈ D(A),
ãäå A ∈ LRC(X) è èìååò âèä A = F−1G.

Îïðåäåëåíèå 4 Ëèíåéíûå îòíîøåíèÿ Al = F−1G ⊂ X ×X, Ar = GF−1 ⊂
Y × Y íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è ïðàâûì îòíîøåíèÿìè äëÿ óïîðÿ-
äî÷åííîé ïàðû (G, F ).

Êîìïëåêñèôèêàöèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Â ýòîé ãëàâå ñèìâîëàìè X, Y , Z áóäåì îáîçíà÷àòü âåùåñòâåííûå áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X2 = X × X íàä ïîëåì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ
çàêîíîì âíåøíåé êîìïîçèöèè (α + iβ)(x, y) = (αx − βy, αy + βx), α, β ∈ R,
(x, y) ∈ X2, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X èëè ÷åðåç ComplX.

Äàëåå ñèìâîëîì IX áóäåì îáîçíà÷àòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â êîìïëåê-
ñèôèêàöèè X ïðîñòðàíñòâà X. Ýëåìåíòû èç X óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå
x + iy, ãäå x, y ∈ X, i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Ïðè ýòîì X áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà X. Íîðìó â X îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì
‖(x, y)‖ = max

ψ∈[0,2π]
‖(cos ψ)x + (sin ψ)y‖, x, y ∈ X. Ñèìâîëîì JX îáîçíà÷èì

îòîáðàæåíèå JX : X → X, JX(x + iy) = x − iy, x, y ∈ X, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
àääèòèâíûì, íî íå îäíîðîäíûì. ßñíî, ÷òî J2

X = IX è J−1
X = JX .
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Ëåììà 1 Äëÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà X0 èç X åãî îáðàç ïðè
îòîáðàæåíèè JX ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â X.

Ïîäïðîñòðàíñòâî X0 èç êîìïëåêñèôèêàöèè X ïðîñòðàíñòâà X íàçîâåì
ñèììåòðè÷íûì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå JX(X0) = X0, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x+iy èç X0 ïîäïðîñòðàíñòâó X0 ïðèíàäëåæèò âåêòîð
x− iy.

Ëåììà 2 Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X0 èç X ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöè-
åé íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà X0 èç X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X0 �
ñèììåòðè÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X.

Çàìå÷àíèå 2 Åñëè X0 � ñèììåòðè÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X, òî X0 ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé ïîäïðîñòðàíñòâà X0 = X0 ∩X.

Îïðåäåëåíèå 5 Ïóñòü A : D(A) ⊂ X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Åãî
êîìïëåêñèôèêàöèåé íàçîâåì îïåðàòîð A : D(A) ⊂ X → Y ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ D(A) = Compl(D(A)), îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó

A(x1 + ix2) = Ax1 + iAx2.

Ëåììà 3 Ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ LO(X,Y) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé
íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ∈ LO(X,Y ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

A = JyAJx (1)

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A èç LO(X,Y) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåê-
ñèôèêàöèåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A èç LO(X, Y ). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

JYA = AJX

Ëåììà 4 Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A èç LO(X, Y ) âåðíû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà KerA = Compl(KerA), ImA = Compl(ImA).

Ëåììà 5 Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A,B èç LO(X,Y ), F èç
LO(Y, Z) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Compl(A + B) = A+ B,

Compl(αA) = αA ∀α ∈ R,

Compl(FA) = FA;

Compl(A−1) = A−1,

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, åñëè îïåðàòîð A îáðàòèì.
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Îïðåäåëåíèå 6 Ïóñòü (G,F ) � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Ìíîæåñòâî σ(G,F) íàçîâåì êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì óïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðû, à ìíîæåñòâî σ̃(G,F)− åå ðàñøèðåííûì êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì. Îíè
îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç σ(G,F,C) è σ̃(G,F,C). Ìíîæåñòâà
ρ(G,F,C) = C \ σ(G,F,C), ρ̃(G,F,C) = C̃ \ σ̃(G, F,C) íàçûâàþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî êîìïëåêñíûì ðåçîëüâåíòíûì è ðàñøèðåííûì êîìïëåêñíûì ðå-
çîëüâåíòíûì ìíîæåñòâàìè îòíîøåíèÿ A.

Òåîðåìà 1 Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G,F ) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
(1) σ̃(G,F ) = σ̃(G,F) ∩ R̃;

(2) ρ̃(G, F ) = ρ̃(G,F) ∩ R̃.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊆ C ÷åðåç ∆ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {λ : λ ∈ ∆}.
Òàêèì æå ñèìâîëîì ∆ òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà, íî
â ýòîé ðàáîòå îíî íå èñïîëüçóåòñÿ. Åñëè ∆ = ∆, òî ìíîæåñòâî ∆ áóäåì
íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî R.

Ëåììà 6 Ñïåêòð óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G,F), ãäå G,F � êîìïëåêñèôèêàöèè
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ G,F ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åí. Êðîìå òîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
(1) G− λF = JY (G− λF)JX , λ ∈ C,

(2) R(λ,G,F) = JXR(λ,G,F)JY , λ ∈ ρ(G,F),

(3) JXRl(λ;G,F)JX = Rl(λ;G,F),

(4) JY Rr(λ;G,F)JY = Rr(λ;G,F).

Ê ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå

Îïðåäåëåíèå 7 Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ (X1, Y1), ãäå X1 ⊂ X,
Y1 ⊂ Y , íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ïàðû (G,F ), åñëè GX1 ⊂ Y1 è FX1 ⊂
Y1.

Îïðåäåëåíèå 8 Ïóñòü

X = X0 ⊕X1, Y = Y0 ⊕ Y1 (2)

� ïðÿìûå ñóììû çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì (X0, Y0) è
(X1, Y1) � èíâàðèàíòíûå ïàðû ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ (G,F ).
Ïóñòü Gi, Fi : D(G, F ) ∩Xi = Di → Yi, i = 0, 1, - ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ G, F
íà Xi, i = 0, 1. Òîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü

(G,F ) = (G0, F0)⊕ (G1, F1) (3)
è ãîâîðèòü, ÷òî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îïåðàòîðîâ (G,F ) äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-
ëåíèå 3 îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèé 2 ïðîñòðàíñòâ è ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóì-
ìîé ïàð (G0, F0) è (G1, F1).

228



Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå íåñèíãóëÿðíîñòè ïà-
ðû
(G,F ):

Óòâåðæäåíèå 3 Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G,F ) ìíîæåñòâî ρ(G,F ) íåïó-
ñòî.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(G), D(F ) óäîâëå-
òâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé (i) èëè (iii).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû â ñëó÷àå, êîãäà X, Y ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñíûìè áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïðèâåäåíî â [1].

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ðàñøèðåííûé ñïåêòð σ̃(G,F ) óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G, F )
ïðåäñòàâèì â âèäå

σ̃(G,F ) = σ0 ∪ σ1,

ãäå ìíîæåñòâî σ0 êîìïàêòíî, σ1 çàìêíóòî è σ0 ∩ σ1 = ∅.
Òîãäà ñóùåñòâóþò èíâàðèàíòíûå äëÿ (G,F ) ïàðû ïîäïðîñòðàíñòâ

(X0, Y0),
(X1, Y1) òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ 2, 3 è, êðîìå òîãî,

1. ïðîåêòîðû Pi ∈ EndX, Qi ∈ EndY , i = 0, 1, îñóùåñòâëÿþùèå ðàçëî-
æåíèÿ (1) (ImPi = Xi, ImQi = Yi, i = 0, 1), îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

P0 = − 1
2πi

∫
γ0

Rl(λ; G,F )dλ, Q0 = − 1
2πi

∫
γ0

Rr(λ; G,F )dλ,

P1 = I − P0, Q1 = I −Q0,

ãäå γ0 � çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ (èëè êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ êðè-
âûõ), ðàñïîëîæåííàÿ â ρ(G,F ) òàê, ÷òî âíóòðè íåå ëåæèò σ0, à âíå
� σ1;

2. σ̃(G0, F0) = σ(G0, F0) = σ0, σ̃(G1, F1) = σ1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåùåñòâåííîãî àíàëîãà äàííîé òåîðåìû íåîáõîäèìî îò-
âåòèòü íà âîïðîñ, êîãäà ïðîåêòîðû Ðèññà îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè P =
− 1

2πi

∫
γ0

Rl(λ;G,F)dλ, Q = − 1
2πi

∫
γ0

Rr(λ;G,F)dλ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé

íåêîòîðûõ ïðîåêòîðîâ P , Q.
Ïóñòü ñïåêòð óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G,F) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðå-

ìû 2. Ïóñòü γ − êîíòóð, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèè ϕ : L → C (äîïóñêàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà
ó ϕ′), ðàñïîëîæåííûé â ρ(G,F) òàê, ÷òî âíóòðè íåãî ëåæèò σ0, à âíå � σ1;
ãäå L � íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê èç R, ëèáî ñîâïàäàþùèé ñ îòðåçêîì âèäà
[−Θ, Θ], Θ ∈ R+, ëèáî L = R (òîãäà ïîëàãàåòñÿ Θ = ∞). Äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(t) = ϕ(−t), t ∈ L.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 7 Ïðîåêòîðû Ðèññà, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè

P = − 1
2πi

∫
γ

Rl(λ;G,F)dλ, Q = − 1
2πi

∫
γ

Rr(λ;G,F)dλ,

ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé íåêîòîðûõ ïðîåêòîðîâ P , Q.

Ëåììà 8 Ïóñòü G,F ∈ LO(X,Y) � êîìïëåêñèôèêàöèè íåêîòîðûõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ G,F ∈ LO(X,Y ) è X0,Y0 � ïîäïðîñòðàíñòâà èç X,Y, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé ïîäïðîñòðàíñòâ X0 èç X è Y0 èç Y . Òîãäà
(X0,Y0) � èíâàðèàíòíàÿ ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ (G,F) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (X0, Y0) � èíâàðèàíòíàÿ ïàðà äëÿ (G,F ).

Èç ëåìì 8, 7 è òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ðàñøèðåííûé êîìïëåêñíûé ñïåêòð σ̃(G,F,C) äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå σ̃(G,F,C) = σ0 ∪ σ1, ãäå σ0 � êîìïàêò èç C, σ1 -
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç C̃ è σ0 ∩ σ1 = ∅. Òîãäà ïðîåêòîðû P ∈ EndX,
Q ∈ EndY, ïîñòðîåííûå ïî ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòå σ0, ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñèôèêàöèÿìè íåêîòîðûõ ïðîåêòîðîâ P ∈ EndX, Q ∈ EndY ñîîòâåò-
ñòâåííî òîãäà, êîãäà σ0 = σ0.

Åñëè σ0 = σ0, òî áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X, Y äîïóñêàþò ðàçëîæåíèÿ
âèäà 2 â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åííîé ïàðû
(G,F ) çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ X0 = ImP , Y0 = ImQ, X1 = KerP , Y1 =
KerQ. Êðîìå òîãî, äëÿ ñóæåíèé îïåðàòîðîâ (Gi, Fi), i = 0, 1, óïîðÿäî÷åííîé
ïàðû (G,F ) âåðíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. X = X0 ⊕ X1, Y = Y0 ⊕ Y1;

2. (G,F) = (G0,F0)⊕ (G1,F1), êðîìå òîãî (G,F ) = (G0, F0)⊕ (G1, F1);

3. σ̃(G0,F0) = σ(G0,F0) = σ0, σ̃(G1,F1) = σ1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêòîðîâ P è Q ââåäåì îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîé
ëåâîé è êîìïëåêñíîé ïðàâîé ðåçîëüâåíòû óïîðÿäî÷åííîé ïàðû.

Îïðåäåëåíèå 9 Îòîáðàæåíèÿ

Rl(·, ·; G,F ) : C× ρ(G,F,C) → EndX,
Rr(·, ·; G,F ) : C× ρ(G, F,C) → EndY ,

ãäå Rl(µ, λ; G,F ), Rr(µ, λ; G,F ) � îïåðàòîðû, êîìïëåêñèôèêàöèåé êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû èç EndX, EndY âèäà

1
2
(µRl(λ;G,F) + µRl(λ;G,F)), 1

2
(µRr(λ;G,F) + µRr(λ;G,F)),

áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíîé ëåâîé è êîìïëåêñíîé ïðàâîé
ðåçîëüâåíòîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (G,F ).
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Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç ëåìì 3 è 6. Èñïîëüçóÿ åãî,
ìû ìîæåì íàéòè âèä ïðîåêòîðîâ P è Q.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Ïóñòü γ0 − êîíòóð, ÿâ-
ëÿþùèéñÿ îáðàçîì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ϕ : L → C,
ãäå L− íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê èç R, ëèáî ñîâïàäàþùèé ñ îòðåçêîì âè-
äà [−Θ, Θ], Θ ∈ R+, ëèáî L = R, êðîìå òîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(t) =
ϕ(−t), t ∈ L. Òîãäà ïðîåêòîðû P è Q èìåþò âèä

P = 1
π

Θ∫
0

Rl(iϕ
′(t), ϕ(t); G,F )dt,

Q = 1
π

Θ∫
0

Rr(iϕ
′(t), ϕ(t); G,F )dt
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Ðåäüêèíà Ò.Â., Êàðþê À.È., Ëóøíèêîâà Ã.À.

Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå êîììóòàöèîííîå
ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

I. Êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû

Lt − Ax + [L,A] = 0, (1.1)

ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ϕx = Lϕ, ϕt = Aϕ. Â
êà÷åñòâå ïåðâîãî ðàâåíñòâà ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

(
ϕ1

ϕ2

)

x

=

(
λ p1

p2 −λ

) (
ϕ1

ϕ2

)
, (1.2)

ãäå λ - ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð íå çàâèñÿùèé îò , t, pj(x, t)- íåêîòîðûå ôóíê-
öèè j = 1, 2. Ïóñòü èìååò âèä

A =

(
U V
W −U

)
, (1.3)

òîãäà (1.1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ux = p1W − p2V,
p1t − Vx + 2λV − 2p1U = 0,
p2t −Wx − 2λW + 2p2U = 0.

(1.4)

Âòîðîå è òðåòüå ðàâåíñòâà ñîäåðæàò ïàðàìåòð λ, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷åííûå
óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàëè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâèì V , W , U â
âèäå ìíîãî÷ëåíà ðàçëîæåííîãî ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì λ, íà÷èíàÿ ñ λ−1

V =
1

λ
v0(x, t) +

n∑
j=0

λjvj+1(x, t), W =
1

λ
w0(x, t) +

n∑
j=0

λjwj+1(x, t),

U =
1

λ
u0(x, t) +

n∑
j=0

λjuj+1(x, t). (1.5)

Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó â ñèñòåìó (1.4) è ðàñïèøåì ñèñòåìó ïî ñòåïåíÿì ïà-
ðàìåòðà λ:

λ−1 :





u0x = p1w0 − p2v0,
v0x + 2p1u0 = 0,
w0x + 2p2u0 = 0.

(1.6)
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λ0 :





u1x = p1w1 − p2v1,
p1t − v1x + 2v0 − 2p1u1 = 0,
p2t − w1x − 2w0 + 2p2u1 = 0.

(1.7)

. . .

λj :





u(j+1)x = p1wj+1 − p2vj+1,
v(j+1)x − 2vj + 2p1uj+1 = 0,
w(j+1)x + 2wj − 2p2uj+1 = 0.

(1.8)

. . .

λn+1 :

{
vn+1 = 0,
wn+1 = 0.

(1.9)

à). Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êîãäà â ðàçëîæåíèè (1.5) ïðèñóòñòâóåò îä-
íî ñëàãàåìîå è V = 1

λ
v0(x, t), W = 1

λ
w0(x, t), U = 1

λ
u0(x, t), ïðè ýòîì

ñèñòåìà (1.6 � 9) ñâîäèòñÿ ê ïÿòè óðàâíåíèÿì èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ
v0 = −1

2
p1t, w0 = 1

2
p2t, u0 = 1

8

(
p1xt

p1
− p2xt

p2

)
è ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé,

ñâÿçûâàþùèõ ôóíêöèè pj(x, t):

1
2

(
p1xt

p1

)
x

= (p1p2)t,

p1p2xt + p2p1xt = 0.
(1.10)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ x → −x. Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî p1 = f(x, t), à p2 = f(−x, t),
p1x = fx(x, t), p2x = −fx(−x, t), òî ñèñòåìà (1.10) ïðèìåò âèä

(
fxt(x,t)
f(x,t)

)
x

= 2 [f(−x, t)f(x, t)]t ,

fxt(−x, t)f(x, t) = fxt(x, t)f(−x, t).
(1.11)

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.11) èìååò îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû Lt−Ax +[L, A] = 0 ñ îïåðàòîðàìè
L è À â âèäå
L =

(
λ f(x, t)
f(−x, t) −λ

)
, A = 1

2λ

(
U −ft(x, t)
ft(−x, t) −U

)
, ãäåU = fxt(x,t)

2f(x,t)
.

á). Ïóñòü â ðàçëîæåíèÿõ V , W (1.5) èìåþò âèä V = 1
λ
v0(x, t), W =

1
λ
w0(x, t), à U = 1

λ
u0(x, t) + k, ãäå k � ôóíêöèÿ òîëüêî ïåðåìåííîé t èëè

ïàðàìåòð, ïðè ýòîì èç ñèñòåìû (1.6 � 9) îïðåäåëÿþòñÿ v0 = kp1− 1
2
p1t, w0 =

1
2
p2t + kp2, u0 = (ln p1)x

(
1
4
(ln p1x)t − k

2

)
, îñòàâøèåñÿ ðàâåíñòâà ïðèìóò âèä

óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ôóíêöèè pj(x, t):
(

p1xt

2p1
− k p1x

p1

)
x

= (p1p2)t,

p1p2xt + p2p1xt + 2k(p1p2x − p2p1x) = 0.
(1.12)

Äîêàçàíà
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ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.12) èìååò îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû Lt−Ax +[L, A] = 0 ñ îïåðàòîðàìè
L è À â âèäå

L =

(
λ p1(x, t)
p2(x, t) −λ

)
,

A =
1

λ

(
(ln p1)x

(
1
4
(ln p1x)t − k

2

)
kp1 − 1

2
p1t

1
2
p2t + kp2 −(ln p1)x

(
1
4
(ln p1x)t − k

2

)
)

+

(
k 0
0 −k

)
.

â). Áîëå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà â ðàçëîæåíèè (1.5) V , W èìååò âèä V =
1
λ
v0(x, t) + v1(x, t), W = 1

λ
w0(x, t) + w1(x, t), à U = 1

λ
u0(x, t) + u1(x, t) + k(t)λ,

ãäå k � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t, ïðè ýòîì (1.6 � 9) ñâîäèòñÿ ê
ñèñòåìå

u0x = p1w0 − p2v0, u1x = p1w1 − p2v1,
v0x + 2p1u0 = 0, w0x + 2p2u0 = 0,
−v1 + kp1 = 0, w1 − kp2 = 0

p1t − v1x + 2v0 − 2p1u1 = 0,
p2t − w1x − 2w0 + 2p2u1 = 0

(1.13)

Ôóíêöèè v0, w0, u0, v1, w1, u1 îïðåäåëÿþòñÿ êàê:

u1 = ψ(t), v0 = ψp1 − 1

2
p1t +

k

2
p1x, w0 =

1

2
p2t − k

2
p2x + ψp2,

u0 = (ln p1)x

(
1

4
(ln p1x)t − k

4
(ln p1x)x − ψ

2

)
, v1 = kp1, w1 = kp2, (1.14)

à ñèñòåìà, ñâÿçûâàåò òîëüêî ôóíêöèè p1, p2:
[
(ln p1)x

(
1
2
(ln p1x)z − ψ

)]
x

= (p1p2)z,
p2

(
ψp1x − 1

2
p1xz

)− p1

(
ψp2x + 1

2
p2xz

)
= 0,

(1.15)

ãäå äëÿ êîìïàêòíîñòè çàïèñè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ∂
∂t
− k ∂

∂x
= ∂

∂z
.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.15) èìååò îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû Lt−Ax +[L, A] = 0 ñ îïåðàòîðàìè
L è À â âèäå

L =

(
λ p1(x, t)
p2(x, t) −λ

)
,

A = 1
λ


 (ln p1)x

(
1
4
(ln p1x)z − ψ(t)

2

)
ψ(t)p1 − 1

2
p1z

1
2
p2z + ψ(t)p2 −(ln p1)x

(
1
4
(ln p1x)z − ψ(t)

2

)

 +

+

(
ψ(t) k(t)p1

k(t)p2 −ψ(t)

)
+ λ

(
k(t) 0
0 −k(t)

)
, ∂

∂z
= ∂

∂t
− k ∂

∂x
.

Ñèñòåìà (1.15) ïðè çàìåíå z → t, ψ → k ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (1.13).
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II Êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå óðàâíåíèÿ Ëàêñà.

Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ñîëèòîííûõ óðàâíåíèé îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ôóíê-
öèé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííî � âðåìåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîïûòêà
ðàñïðîñòðàíèòü ñîëèòîííóþ òåîðèþ íà 2+1, 3+1 � ìåðíóþ ñèòóàöèþ íå ïðè-
âåëà ê çàìåòíûì óñïåõàì. Íî èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü åñëè
îïåðàòîð L ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî êîòîðûì âõîäèò â îïåðàòîð , íî íå âõîäÿò â îïåðàòîð L.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü êëàññ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò òðåõ è áîëåå ïåðåìåííûõ,
à îïåðàòîð L çàäàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå òîëüêî ïî ïåðåìåííîé .

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äâóõ óðàâíåíèé îáëàäàþùèõ
îäíîé è òîé æå çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïå-
ðàòîðû L è A, ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùèå îò t, è îáðàçóþùèå ïàðó Ëàêñà

Lt = [L,A], (2.1)

ïðè ýòîì êîììóòàòîð [L,A] = LA−AL è ïðîèçâîäíàÿ ∂L
∂t

ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðà-
ìè óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì
ñîâìåñòíîñòè ïàpû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Lϕ = λϕ, ϕt = −Aϕ, (2.2)

ãäå λ - ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, ϕ - ôóíêöèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ , t.
ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Óðàâíåíèå

vx =
β

2αk
(ln u)tx +

a

2α2
[ut + (αk + β)ux] +

(
β +

β2

2αk

)
(ln u)xx

îáëàäàåò ïàðîé Ëàêñà ñ îïåðàòîðàìè L è À âèäà

L =

(
α 0
a −α

)
∂

∂x
+

( β
2k

(ln u)x u
a
2

(
β
αk

+ 1
)
(ln u)x +

(
2α

)2
u − (

α + β
2k

)
(ln u)x

)
,

A =

(
2αk + β 0
ak β

)
∂

∂x
+

(
v ku

k
(

2α

)2
u−

2α
(ln u)t v + (ln u)t

)
,

ãäå v(x, t) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîðíîå óðàâ-

íåíèÿ Ëàêñà (2.1) ñ ìàòî÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè 2×2

L =

(
α11 α12

α21 α22

)
∂

∂x
+

(
u11 u12

u21 u22

)
, A =

(
β11 β12

β21 β22

)
∂

∂x
+

(
v11 v12

v21 v22

)
,

óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì
α11 = −α22 = α, α12 = 0, α21 = a 6= 0,

β12 = 0, β21

α21
= k, 2α11k = β11 − β22,

β22 = β, v12 = ku12,
(2.3)

v21 = ku21 +
a

2α
(v11 − v22 + k (u22 − u11)) ,
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ãäå k- êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó÷èì
îïåðàòîðû:

L =

(
α 0
a −α

)
∂

∂x
+

(
u11 u12

u21 u22

)
,

A =

(
2αk + β 0
ak β

)
∂

∂x
+

(
v11 ku12

ku21 + a
2α

(v11 − v22 + k (u22 − u11)) v22

)
.

Âûâåäåì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ýêâèâàëåíòíîå îïåðàòîðíîìó
óðàâíåíèþ Ëàêñà. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ Lt=[L, A], èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (αk + β) ∂

∂x
+ ∂

∂t
= ∂

∂z
è ïðèíèìàÿ

óñëîâèå u12 6= 0:

α(v11 − ku11)x +
a

2α
u12(v11 − ku11 − v22 + ku22) = u11z, (2.4)

k(u11 − u22)− v11 + v22 = (αk + β)(ln u12)x + (ln u12)t, (2.5)
a

2
(v11− k(u11 + u22) + v22)x +

(
u21 +

a

2α
(u22 − u11)

)
(v11− k(u11 − u22)− v22) =u21z,

(2.6)

α(v22 − ku22)x +
a

2α
u12(v11 − ku11 − v22 + ku22) = −u22z (2.7)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.5) îïðåäåëèì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ òàê ÷òîáû

v22 = v11 + (ln u12)t, (2.8)

u11 = u22 +

(
α +

β

k

)
(ln u12)x. (2.9)

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â îñòàâøóþñÿ ñèñòåìó (2.3-6)

α (v11 − ku22 − (αk + β)(ln u12)x)x−
a

2α
u12z = u22z+

(
α +

β

k

)
(ln u12)xz, (2.10)

a
2
[2v11 − 2ku22 + (ln u12)t − (αk + β)(ln u12)x]x−
− (

u21 −
(

a
2

+ βa
2αk

)
(ln u12)x

)
(ln u12)z = u21z,

(2.11)

α(v11x + (ln u12)tx − ku22)− a

2α
u12z = −u22z. (2.12)

Íàéäåì ðàçíîñòü (2.10) è (2.12):

u22z = −
(

α +
β

2k

)
(ln u12)xz, èëè u22 = −

(
α +

β

2k

)
(ln u12)x,

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u11 ïðèìåò âèä u11 = β
2k

(ln u12)x.
Ôóíêöèþ u21 ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå, äëÿ ýòîãî íàéäåì ñóììó (2.10)

è (2.12)

α (2v11 − 2ku22 + (ln u12)t − (αk + β)(ln u12)x)x −
a

α
u12z =

(
α +

β

k

)
(ln u12)xz,
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âûðàçèì (2v11 − 2ku22)x è ïîäñòàâèì â (2.11)

(2v11 − 2ku22)x = a
α2 u12z +

(
1 + β

kα

)
(lnu12)xz − (lnu12)xt + (αk + β)(lnu12)xx,

a
2

(
β
αk + 1

)
(lnu12)xz +

2

2α2 u12z −
(
u21 −

(
a
2 + βa

2αk

)
(lnu12)x

)
(lnu12)z = u21z.

(2.13)

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ è óìíîæåíèå íà u12 ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ

a

2

(
β

αk
+ 1

)
(lnu12)xzu12+

2

2α2
u12zu12−

(
u21 −

(
a

2
+

βa

2αk

)
(lnu12)x

)
u12z = u12u21z,

a

2

(
β

αk
+ 1

)
[(lnu12)xu12]z +

( a

2α

)2
(u2

12)z = (u12u21)z,

âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî z, íàéäåì

u21 =
a

2

(
β

αk
+ 1

)
(ln u12)x +

( a

2α

)2

u12. (2.14)

Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ îäíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå äâå ôóíêöèè u12 = u è
v11 = v

vx =
β

2αk
(ln u)tx +

a

2α2
uz +

(
β +

β2

2αk

)
(ln u)xx, (2.15)

ãäå (αk + β) ∂
∂x

+ ∂
∂t

= ∂
∂z
, v - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îïåðàòîðû Ëàêñà, ïî-

ðîæäàþùèå óðàâíåíèå (2.14) áóäóò òàêèìè êàê óêàçàíî â óñëîâèè òåîðåìû.
Ïîëó÷èì 2+1 �ìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ èç îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàêñà (2.1)
ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Óðàâíåíèå

αvx +
α2k

2
(ln u)xx − γ2

2k
(ln u)yy =

a

2α
(uz + γuy) +

γ

2k
(ln u)yz − α

2
(ln u)xz (2.16)

îáëàäàåò ïàðîé Ëàêñà ñ îïåðàòîðàìè L è À âèäà

L =
(

α 0
a −α

)
∂

∂x
+

( γ
2k (lnu)y − α

2 (lnu)x u
a2

4α2 u + γa
2αk (lnu)y − γ

2k (lnu)y − α
2 (lnu)x

)
,

A =
(

2αk + β 0
ak β

)
∂

∂x
+

(
γ 0
0 γ

)
∂

∂y
+

(
v ku
ku− a

2α((lnu)z + γ(lnu)y) v + (ln u)z

)

ãäå (αk + β) ∂
∂x

+ ∂
∂t

= ∂
∂z
, v(x, t) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð L íå ñî-
äåðæèò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî è èìååò òó æå ñòðóêòóðó, èñïîëüçóåìóþ â
ïåðâîé òåîðåìå

L =
(

α 0
a −α

)
∂

∂x
+

(
u11 u12

u21 u22

)
, (2.17)
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A=
(

2αk + β 0
ak β

)
∂

∂x
+

(
γ 0
0 γ

)
∂

∂y
+

(
v11 ku12

ku12 + a
2α(v11 − v22 + k(u22 − u11)) v22

)

(2.18)
ãäå α, a, β, γ, k �ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, vij, uij � ïðîèçâîëüíûå ôóíê-
öèè òðåõ ïåðåìåííûõ x, y è t. Òàêîé âûáîð îïåðàòîðîâ îáóñëàâëèâàåò ðàâåí-
ñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè äèôôåðåíöèàëàõ ∂2

∂x2 , ∂2

∂x∂
, ∂

∂x
, ∂

∂
.

Âûâåäåì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ýêâèâàëåíòíîå îïåðàòîðíîìó
óðàâíåíèþ Ëàêñà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Lt=[L,
A], èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (αk + β) ∂

∂x
+ ∂

∂t
= ∂

∂z
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

óñëîâèå u12 6= 0:

α(v22 − ku11)x − γu11y = − α

2α
(v11 − ku11 − v22 + ku22) + u11z (2.19)

v22 + ku11 − v11 − ku22 = γ(lnu12)y + (lnu12)z (2.20)
α

2
(v22+ v11−ku11−ku22)x−γu21y+[u21+

α

2α
(u22 − u11)](v11− ku11− v22 + ku22) = u21z

(2.21)
α(v22 − ku22)x + γu22 +

a

2
u12(v11 − ku11 − v22 + ku22) = −u22z (2.22)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.20) îïðåäåëèì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ òàê ÷òîáû

v22 = v11 + (ln u12)z, (2.23)
u11 = u22 +

γ

k
(ln u12)y. (2.24)

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â îñòàâøóþñÿ ñèñòåìó (2.19-22)

α(v11x − ku22x − γ(lnu12)xy)− γu22y − γ2

k
(lnu12)yy =

= α
2α

(u12z + γu12y) + u22z + γ
k
(lnu12)yz

(2.25)

α
2
(2v11 − 2ku22 + (lnu12)z − γ(lnu12)y)x − γu21y−
−[u21 − αγ

2αk
(lnu12)y][(lnu12)z + γ(lnu12)y] = u21z

(2.26)

α(v11x + (ln u12)xz − ku22x) + γu22 − a

2α
(u12z + γu12y) = −u22z (2.27)

Íàéäåì ðàçíîñòü (2.25) è (2.27):

−αγ(lnu12)xy − 2γu22y − γ2

k
(lnu12)yy − α(lnu12)xz = 2u22z +

γ

k
(lnu12)yz

èëè γ
[
α(ln u12)x + 2u22 + γ

k
(ln u12)y

]
y
+

[
α(ln u12)x + 2u22 + γ

k
(ln u12)y

]
z

= 0,
÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u22

u22 = − γ

2k
(ln u12)y − α

2
(ln u12)x. (2.28)
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Âûðàçèì v11x − ku22 èç (2.27)

v11x − ku22 =
a

2α2
(u12z + γu12y)− 1

α
u22z − (ln u12)xz − γ

α
u22. (2.29)

è âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó íàéäåííîé ôóíêöèè (2.28)
v11x − ku22 = a

2α2 (u12z + γu12y) + γ
2αk

(ln u12)yz − 1
2
(ln u12)xz+

+ γ2

2αk
(ln u12)yy + γ

2
(ln u12)xy.

Íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå (2.29) ïîäñòàâèì â (2.26)
a2

2α2 (u12z + γu12y) + γa
2αk

(ln u12)yz + γ2a
2αk

(ln u12)yy−
−γu21 −

[
u21 − aγ

2αk
(ln u12)y

]
[(ln u12)z + γ(ln u12)y] = u21z

è óìíîæèì âñå ÷ëåíû íà u12

a2

2α2 u12(u12z + γu12y) + γa
2αk

u12(ln u12)yz + γ2a
2αk

u12(ln u12)yy − γu12u21−
−u21(u21z + γu21y) + aγ

2αk
(ln u12)y(u21z + γu21y) = u12u21z,

òîãäà âûäåëÿÿ ïîëíûå ïðîèçâîäíûå, èìååì

èëè
[

a2

4α2
u2

12 +
γa

2αk
u12(lnu12)y − u12u21

]

z

+ γ

[
a2

4α2
u2

12 +
γa

2αk
u12(lnu12)y − u12u21

]

y

= 0,

â ðåçóëüòàòå ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ u21

u21 =
a2

4α2
u12 +

γa

2αk
(ln u12)y. (2.30)

È òàê, â õîäå ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû (2.25-27) èç (2.26) íàéäåíà ôóíêöèÿ
u21, à èç (2.27) - u22, ïîýòîìó îñòàëîñü åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå (2.25), ñâÿçû-
âàþùåå äâå ôóíêöèè u12 = è v11 = v

αvx +
α2k

2
(ln u)xx− γ2

2k
(ln u)yy =

a

2α
(uz + γuy) +

γ

2k
(ln u)yz − α

2
(ln u)xz, (2.31)

ãäå (αk + β) ∂
∂x

+ ∂
∂t

= ∂
∂z
.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä ëîêàëüíîãî çà-
êîíà ñîõðàíåíèÿ, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé è ìîæåò îïè-
ñûâàòü íåêîòîðîå âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ. Ïðè ïîäñòàíîâêå â (2.17), (2.18)
íàéäåííûå çíà÷åíèÿ v22, u11, u21, u22 èç ðàâåíñòâ (2.23), (2.24), (2.30), (2.28)
ïîëó÷èì îïåðàòîðû Ëàêñà óêàçàííûå â òåîðåìå 2.

Óðàâíåíèÿ (1.15) è (2.31) èìåþò îáùåé îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ L, à, ñëåäî-
âàòåëüíî, óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ôîðìàëüíî, íî ïðè
ýòîì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L â îäíîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿí-
íûìè, à âî âòîðîì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò
äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé .
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III Èíòåãðèðóåìîñòü 2+1 - ìåðíîãî ñîëèòîííîãî óðàâíåíèÿ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Óðàâíåíèå (2.31), ïðè k > 0, α, γ, a ∈ R ñâîäèòñÿ ê ïàðàáî-
ëè÷åñêîìó êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âèäà

vξξ − vηη =
ak

αγ2
ev(γvη + vζ) (3.1)

u(x, t, z) = ev, v = v(ξ, η, ζ), ξ = ± γ
αk

x, η = y, ζ = − 1
αk

x− 1
γ
y + 2z.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ñäåëàåì
â óðàâíåíèè (2.31) ïîäñòàíîâêó ln u = v(x, y, z).

α2k

2
vxx − γ2

2k
vyy − γ

2k
vyz +

α

2
vxz =

a

2α
ev(vz + γvy). (3.2)

Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.2). Åé ñîîòâåòñòâóåò êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà âèäà

(3.3)

Ìåòîäîì Ëàãðàíæà ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (3.3) ê êàíîíè÷åñêî-
ìó âèäó Q = µ2

1 + µ2
2 + µ2

3, ãäå

µ1 = m1λ1 + n1λ2 + p1λ3, µ2 = m2λ1 + n2λ2 + p2λ3, µ3 = p3λ3,

òîãäà
Q = (m1λ1 + p1λ3)

2 − (n2λ2 + p2λ3)
2 − p2

3λ
2
3 (3.4)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì:

(3.5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.5) èìåëà òàêóþ æå ñòðóêòóðó,
êàê è ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.2), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîáëþäàëîñü óñëîâèå
p2

1 − p2
2 − p2

3 = 0, èëè p2
3 = p2

1 − p2
2, òîãäà (3.4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

Q = (m1λ1 + p1λ3)
2 − (n2λ2 + p2λ3)

2 − (p2
1 − p2

2)λ
2
3 (3.6)

Ðàñêðûâ ñêîáêè è âûïîëíèâ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

(3.7)
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Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè λ1, λ2, λ3 ñ êîýôôèöèåíòàìè â ôîðìóëàõ
(3.3) è (3.7), ïîëó÷èì ñèñòåìó:

2n2p2 =
γ

2k
, m2

1 =
α2k

2
, 2m1p1 =

α

2
, n2

2 =
γ2

2k
, (3.8)

îòêóäà íàõîäèì m1 = α
√

k√
2
, n2 = γ√

2k
, p1 =

√
2

4
√

k
, p2 =

√
2k

4k
, p2

1 − p2
2 = 0, à

ðàâåíñòâî (3.4) ïðèíèìàåò âèä

Q =

(
α
√

k√
2

λ1 +

√
2

4
√

k
λ3

)2

−
(

γ√
2k

λ2 +

√
2k

4k
λ3

)2

. (3.9)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû íåâûðîæäåííîãî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîá-
õîäèìî âûðàçèòü λ1, λ2, λ3 ÷åðåç µ1, µ2, µ3, íî òàê êàê èìååòñÿ òîëüêî
äâà ñîîòíîøåíèÿ âèäà: µ1 = α

√
k√
2

λ1 +
√

2
4
√

k
λ3, µ2 = γ√

2k
λ2 +

√
2k

4k
λ3, ÷òî íå ïîçâî-

ëÿåò âûðàçèòü λi ÷åðåç µj. Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
Q èìååò âûðîæäåííûé âèä (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò òðåõ ïåðåìåííûõ ñâî-
äèòñÿ ê ðàçíîñòè äâóõ, à íå òðåõ ïîëíûõ êâàäðàòîâ).

2. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ñïå-
öèàëüíîé çàìåíû. Ïðîâåäåì çàìåíó òàê, ÷òîáû ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå
óíè÷òîæèëèñü. Òàê êàê â èññëåäóåìîì óðàâíåíèè îòñóòñòâóåò ñìåøàííàÿ
ïðîèçâîäíàÿ vxy, òî ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ïåðåìåííûå íå çàâèñÿò îò z, à
òðåòüÿ çàâèñèò îò âñåõ òðåõ ïåðåìåííûõ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, íîâûå ïåðå-
ìåííûå áóäóò èìåòü âèä:

ξ = px,
η = by,

ζ = cx + dy + mz,
(3.10)

ãäå {p, b, c, d, m} ∈ R. Îïðåäåëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íîâûõ ïåðåìåííûõ
ïî ñòàðûì, òîãäà

ξx = p, ηx = 0, ζx = c,
ξy = 0, ηy = b, ζy = d,
ξz = 0, ηz = 0, ζz = m.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè áóäóò èìåòü âèä.

vy = bvη + dvζ , vz = mvζ ,

vxx = p2vξξ + c2vζζ + 2pcvξζ , vyy = b2vηη + d2vζζ + 2bdvηζ , (3.11)
vyz = dmvζζ + bmvηζ , vxz = cmvζζ + pmvξζ

Ïîäñòàâëÿÿ (3.11) â (3.2), ïîëó÷èì:
α2k
2

[p2vξξ + c2vζζ + 2pcvξζ ]− γ2

2k
[b2vηη + d2vζζ + 2bdvηζ ]− γ

2k
[dmvζζ + bmvηζ ] +

+α
2

[cmvζζ + amvξζ ] = a
2α

ev(mvζ + γ[bvη + dvζ ])

Âûïîëíèâ ãðóïïèðîâêó ýëåìåíòîâ ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè, áóäåì èìåòü
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α2k
2

p2vξξ +
[

α2k
2

c2 − γ2

2k
d2 − γ

2k
dm + α

2
cm

]
vζζ +

[
2α2k

2
pc + α

2
am

]
vξζ−

−
[

γ
2k

bm + 2γ2

2k
bd

]
vηζ − γ2

2k
b2vηη = a

2α
ev(γbvη + [m + γd]vζ)

(3.12)

Äëÿ òîãî ÷òîáû (3.12) èìåëî êàíîíè÷åñêèé âèä, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôè-
öèåíòû ïðè ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ îáðàùàëèñü â íóëü, ÷òî äàåò ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó:
{

α2k
2

2pc + α
2
pm = 0,

γ2

2k
2bd + γ

2k
bm = 0,

⇒
{

α
2p

(2αkc + m) = 0,
γ
2k

(2γd + m) = 0,
⇒

{
αkc = −m

2
,

γd = −m
2
,
⇒

{
c = − m

2αk
,

d = −m
2γ

.

Ïðè ýòîì èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

α2k
2

p2vξξ − γ2

2k
b2vηη +

[
α2k
2

c2 − γ2

2k
d2 − γ

2k
dm + α

2
cm

]
vζζ =

= a
2α

ev(mvζ + γ(bvη + dvζ))
(3.13)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ c è dâ óðàâíåíèå (3.13), ïîëó÷èì:

α2k

2
p2vξξ − γ2

2k
b2vηη =

a

2α
ev

(
γbvη +

m

2
vζ

)
(3.14)

Ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ äîëæíû áûòü ðàâíû, ò.å.
α2k
2

p2 = γ2

2k
b2, ñëåäîâàòåëüíî p = ± γb

αk
.

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå p â óðàâíåíèå (3.14), ïîëó÷èì:

γ2

2k
b2vξξ − γ2

2k
b2vηη =

a

2α
ev

(
γbvη +

m

2
vξ

)
,

èëè
vξξ − vηη =

ak

αγ2b2
ev

(
γbvη +

m

2
vξ

)
. (3.15)

Êîýôôèöèåíòû a, k, α, γ - ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ, à êîýôôèöèåíòû b, m
- ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü b= 1,òîãäà p = ± γ

αk
,

à m =2, è óðàâíåíèå (3.15) ïðèìåò âèä

vξξ − vηη =
ak

αγ2
ev (γvη + vξ) , (3.16)

ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò èìåþò âèä: ξ = ± γ
αk

x, η = y, ζ = − 1
αk

x−
1
γ
y + 2z.
Çàìåíà (3.10) ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê ïàðàáîëè÷åñêîìó âèäó (îòñóòñòâóåò

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ vζζ , íî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ vζ âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (3.16)).

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Óðàâíåíèå (2.31), ïðè k > 0, α, γ, a ∈ R èìååò ðåøåíèå
âèäà u(x, y, z) = ev((z− 1

αk
x); γ

1+γ (sz− 1
γ

y)), ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (2.31) ïîäñòàíîâêó ln u = v, òî-

ãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä (3.2).
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Ïðîâåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ϑ = mx + nz, τ = py + sz,

ãäå m, n, p, s � ïðîèçâîëüíûå íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå. Îïðåäåëèì ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå íîâûõ ïåðåìåííûõ ïî ñòàðûì, òîãäà

ϑx = m, ϑy = 0, ϑz = n,

τx = 0, τy = p, τz = s.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè áóäóò èìåòü âèä:

vz = nvϑ + svτ , vy = pvτ ,

vxx = m2vϑϑ, vyy = p2vττ , (3.17)
vxz = mnvϑϑ + msvϑτ , vyz = spvττ + npvϑτ .

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (3.17) â (3.2), è ñãðóïïèðîâàâ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå,
ïîëó÷èì:

[
α2k
2

m2 + α
2
mn

]
vϑϑ −

[
γ2

2k
p2 + γ

2k
sp

]
vττ +

[
α
2
ms− γ

2k
np

]
vϑτ =

= a
2α

ev(nvϑ + svτ (1 + γ))
(3.18)

Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ m, n, p, s êîýôôèöèåíòû ïðè ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

α

2
ms− γ

2k
np = 0,

îòêóäà íàõîäèì ïàðàìåòð p

p =
αk

γn
ms. (3.19)

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (3.18) ê òàêîìó âèäó, ÷òîáû ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ïðè
vϑϑ è vττ ñîâïàëè

kα2m2s2

2n2
+

αms2

2n
= ±

(
α2km2

2
+

αmn

2

)
. (3.20)

Åñëè ïîëîæèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà m = − n
αk
, òî, ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå

çíà÷åíèÿmèp, â (3.18), ïîëó÷èì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîä-
íûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàëîñü ê ëèíåé-
íîìó âèäó ïåðâîãî ïîðÿäêà

ev(nvϑ + svτ (1 + γ)) = 0, (3.21)

ãäå ϑ = − n
αk

x + nz, τ = − s
γ
y + sz. Ïîëîæèâ îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû n, s ðàâ-

íûìè 1 (n =1, s= 1), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ev 6= 0, ïîëó÷èì, ÷òî (3.21) ïðèíèìàåò
âèä ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

vϑ =
(1 + γ)

γ
vτ . (3.22)
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä u = ev(ϑ; γ
1+γ

τ) èëè â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ
u(x, y, z) = ev((z− 1

αk
x); γ

1+γ (sz− 1
γ

y)), ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Óðàâíåíèå (2.31), ïðè k > 0, α, γ, a ∈ R ñâîäèòñÿ ê

ãèïåðáîëè÷åñêîìó êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âèäà

vϑϑ − vττ =
a

α2(αk + 1)
ev(vϑ ± (1 + γ)vτ ) (3.23)

ãäå u(x, t, z) = ev, v = v(ϑ, τ), ϑ = mx + nz, τ = ±αk
γ

y ± z.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â (3.20) s2 ± n2 = 0, âîçìîæíû âàðèàíòû

s = ±n èëè s = ±in. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü
äåéñòâèòåëüíûìè, óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

vϑϑ − vττ =
an

α2m(αkm + n)
ev(vϑ ± vτ (1 + γ)),

ïîëîæèâ íåîïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû m = n = 1, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

ϑ = x + z, τ = ±αk

γ
y ± z,

è óðàâíåíèå âèäà: vϑϑ − vττ = a
α2(αk+1)

ev(vϑ ± (1 + γ)vτ ).
ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Óðàâíåíèå (3.23), ïðè k > 0, α, γ, a ∈ R èìååò ðåøå-

íèå âèäà v(ϑ, τ) = − ln
[
e−C1[ϑ∓(1+γ)τ ] − β

C1

]
, β = a

α2(αk+1)
, C1 � ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.23) âûäåëèâ ïîëíûå ïðîèç-

âîäíûå
(vϑ − βev)ϑ = (vτ ± β(1 + γ)ev)τ , β =

a

α2(αk + 1)
.

Ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
vϑ − βev = C1, C1 = const,
vτ ± β(1 + γ)ev = C2, C2 = const.

(3.24)

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ev = w(ϑ, τ) ñèñòåìà (3.24) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
óðàâíåíèé Áåðíóëëè

wϑ − βw2 = C1w, C1 = const,
wτ ± β(1 + γ)w2 = C2w, C2 = const.

(3.25)

Ðåøåíèå ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

w1(ϑ, τ) =

[
ϕ(τ)e−C1ϑ − β

C1

]−1

, w2(ϑ, τ) =

[
ψ(ϑ)e−C2τ ± β(1 + γ)

C2

]−1

,

ãäå ϕ(τ), ψ(ϑ) - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè ϕ(τ),
ψ(ϑ) è ïîñòîÿííûå C1, C2 òàê ÷òîáû ôóíêöèè w1(ϑ, τ), w2(ϑ, τ) ñîâïàëè, òîãäà

ϕ(τ) = e−C2τ , ψ(ϑ) = e−C1ϑ, C2 = ∓C1(1 + γ),
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ñëåäîâàòåëüíî w(ϑ, τ) =
[
e−C1[ϑ∓(1+γ)τ ] − β

C1

]−1

. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.23) áó-

äåò èìåòü âèä v(ϑ, τ) = − ln
[
e−C1[ϑ∓(1+γ)τ ] − β

C1

]
.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Óðàâíåíèå (2.31), ïðè k > 0, α, γ, a ∈ R èìååò
ðåøåíèå âèäà u(x, y, z) =

[
e−C1[x−αk

γ
(1+γ)y−γz] − β

C1

]−1

, β = a
α2(αk+1)

, C1 � ïðî-
èçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ëèòåðàòóðà.

[1] Áîãîÿâëåíñêèé Î.È. Îïðîêèäûâàþùèåñÿ ñîëèòîíû â íîâûõ äâóìåð-
íûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèÿõ//Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ Ñåð.ìàòåì. 1989.Ò.53, � 2.
Ñ.243-258.

[2] Ðåäüêèíà Ò.Â. Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîííûõ 1+1 è 2+1 - ìåð-
íûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ îáùóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ. // Ñòàâðîïîëü, Âåñòíèê
ñòàâðîïîëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, � 43, 1995 ã., ñ. 47-52.
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Ñàëàõóòäèíîâ À.Ô.

C∗ - àëãåáðû ïîðîæäåííûå ïîëóãðóïïàìè

Ââåäåíèå.
Ïóñòü S ïîäïîëóãðóïïà êîììóòàòèâíîé àääèòèâíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ

Ã íàäåëåííîé äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî S ïîðîæäàåò ãðóï-
ïó Ã è ñîäåðæèò åäèíè÷íûé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî l2(S) òåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f íà S
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑
s∈S

|f(s)|2<∞.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî íàäåëèòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(f, g)=

∑
S

f(s)g(s) îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îíî ñòàíåò ãèëüáåðòîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ea} , ea(c)=δa,c - ñèìâîëû Êðîíåêåðà, îáðàçóþò îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2(S).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΘS C∗-àëãåáðó íà l2(S) ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðàìè ñäâè-
ãà Ta, a∈S:

Ta (
∑
b∈S

αbeb)=
∑
b∈S

αbeb+a

Î÷åâèäíî, ÷òî Ta - èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, à ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð T ∗
a ê

îïåðàòîðó Ta ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè. Ïðîñòåéøèì ïðè-
ìåðîì òàêîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà ΘZ+ - àëãåáðà Òåïëèöà, ò.å. àëãåáðà íà
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2(Z+), ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðîì ïðàâîñòîðîííå-
ãî ñäâèãà (ñì. [1]).

1.Îñíîâíûå ñâîéñòâà àëãåáðû ΘS.
Ïóñòü G - êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà õàðàêòåðîâ ãðóïïû Ã, µ - íîðìèðî-

âàííàÿ ìåðà Õààðà ãðóïïû G.
Ñåìåéñòâî õàðàêòåðîâ {χa, a∈Ã} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

L2(G,dµ), êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç L2(G,dµ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà:

f =
∑
a∈Γ

cf
aχ

a

ãäå cf
a=

∫
G

fχadµ.

Ìíîæåñòâî òåõ a èç Ã äëÿ êîòîðûõ cf
a 6=0 íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ôóíêöèè f

è îáîçíà÷àåòñÿ Sp(f).
Ïóñòü H2

S={f∈L2(G,dµ): Sp(f)⊂S }. Ïóñòü C(G) - àëãåáðà âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå G.

Äëÿ êàæäîãî f èç C(G) îïðåäåëèì îïåðàòîð-ìóëüòèïëèêàòîð
Tf :L2(G,dµ)−→L2(G,dµ), òàêîé ÷òî

Tf (g)=fg.
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Ïóñòü PS:L2(G,dµ)−→H2
S - îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð.

Ñëåäóþùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

Ëåììà 1.1. Îïåðàòîð Tf óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
a) ||Tf ||=sup|f|=||PSTfPS||
b) T ∗

f = Tf

c) Tχ - óíèòàðíûé îïåðàòîð äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ èç G.
Êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà G ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãèëüáåðòîâîãî

ïðîñòðàíñòâà L2(G,dµ). Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî:
AS={f∈C(G):Sp(f)⊂S}.
Ëåììà 1.2. a) AS - çàìêíóòàÿ â ðàâíîìåðíîé íîðìå ïîäàëãåáðà àëãåá-

ðû C(G) ïîðîæäåííàÿ ïîëóãðóïïîé õàðàêòåðîâ {χa, a∈S} ãðóïïû G.
b) H2

S - èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(G,dµ) äëÿ îïåðàòîðîâ Tg,
g∈AS, è ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Tg, g∈AS} îáðàçóåò çàìêíóòóþ ïîäàëãåáðó
â àëãåáðå îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà H2

S.
Äîêàçàòåëüñòâî.

a) ñëåäóåò èç òîãî ñâîéñòâà, ÷òî S - ïîëóãðóïïà.
b) ñëåäóåò èç Ëåììû 1.1.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî L2(G,dµ) â ïðîñòðàíñòâî
l2(Γ) è H2

S â l2(S).
Îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð PS:L2(G,dµ)−→H2

S ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå

TfP :H2
S−→H2

S, f∈AS

Òåîðåìà 1.1. C∗-ïîäàëãåáðà àëãåáðû B(H2
S) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ íà H2
S ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè TfP è PT ∗

f =PTf , ãäå f èç AS,
èçîìîðôíà àëãåáðå ΘS.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êàæäóþ ôóíêöèþ f èç AS ìîæíî â ðàâíîìåðíîé íîðìå àïïðîêñèìèðîâàòü

ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè õàðàêòåðîâ èç {χa, a∈S }. Ïîýòîìó îïåðàòîð TfP
ìîæíî ïðèáëèçèòü ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îïåðàòîðîâ âèäà {TχaP, a∈S }
íà H2

S. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò îïåðàòîð TχaP :H2
S−→H2

S â îïåðàòîð
ñäâèãà Ta:l2S−→l2S, à PT ∗

f â T ∗
a . Ïîýòîìó àëãåáðà ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè

Ta, T ∗
a è TaP, PT ∗

a , ãäå a èç S èçîìîðôíû.
2. AF-ïîäàëãåáðà àëãåáðû ΘS. Â äàííîì ïàðàãðàôå óêàæåì íà îäíó

AF-ïîäàëãåáðó àëãåáðû ΘS, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè
ðàçëîæåíèè àëãåáðû ΘS.

Ìîíîìîì â ΘS íàçîâåì êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå âèäà TaT
∗
b TcT

∗
d ...Tk, ãäå a,

b, c, d, ..., k èç S, è a, k ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû ΘS

ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
m∑

n=1

lnUn, ãäå ln - êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à Un

- ìîíîìû, ïëîòíà â àëãåáðå ΘS.
Òåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì Ô:G−→Aut ΘS,

èç ãðóïïû G â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû ΘS.
Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå α èç G ïîðîæäàåò èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì σα

íà C∗-àëãåáðå ΘS.
Ïî îïðåäåëåíèþ σα(Ta)= χa(α)Ta, σα(T ∗

a )=χ−a(α)T ∗
a ,

è σα(TaT
∗
b ...Tk)=σα(Ta)σα(T ∗

b )...σα(Tk).
Òîãäà σα(

m∑
n=1

lnUn)=
m∑

n=1

lnχanUn è ||
m∑

n=1

lnUn||=||
m∑

n=1

lnχ
anUn||.

Ïîýòîìó σα åñòü àâòîìîðôèçì íà ΘS.
Îïðåäåëèì òåïåðü Ô:G−→Aut ΘS, Ô(α)=σα. Èíúåêòèâíîñòü è íåïðåðûâ-

íîñòü îòîáðàæåíèÿ Ô î÷åâèäíû.
Ïóñòü =S - ïîäàëãåáðà àëãåáðû ΘS ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè âèäà TaT

∗
a

è T ∗
a Ta, a∈S.
Íàïîìíèì, ÷òî C∗-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ AF-àëãåáðîé â ëîêàëüíîì ñìûñëå,

åñëè îíà åñòü ïðåäåë ñåòè âëîæåííûõ äðóã â äðóãà êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð.
Òåîðåìà 2.2.Â ñëó÷àå êîãäà ïîëóãðóïïà S - ñ÷åòíà, àëãåáðà =S - êîììó-

òàòèâíàÿ AF-àëãåáðà.
Â îáùåì ñëó÷àå =S -AF-àëãåáðà â ëîêàëüíîì ñìûñëå.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ Ta, a∈S, ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî {TaT

∗
a ,a∈S} îáðàçó-

åò ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ ïðîåêòîðîâ. Ïîýòîìó, åñëè S={a1,a2,...,an,...} -
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà
êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð èìåþùèõ îáùóþ åäèíèöó:

<I, Ta1
T ∗

a1
> ⊂ <I, Ta1

T ∗
a1
, Ta2

T ∗
a2
>⊂...⊂I, Ta1

T ∗
a1
,...,Tan

T ∗
an
> ⊂... , ãäå

<I, Ta1
T ∗

a1
,...,Tan

T ∗
an
>- C∗-àëãåáðà ïîðîæäåííàÿ ïðîåêòîðàìè Tai

T ∗
ai
,

i=1,...n.
Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íà S ââåñòè ñòðóêòóðó ñåòè, ïî âëîæåíèþ

êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ïîëóãðóïïû S.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ0={A∈ΘS: σα(A)=A äëÿ âñåõ α èç G}.
Î÷åâèäíî, ÷òî Θ0 - C∗-ïîäàëãåáðà àëãåáðû ΘS.
Ëåììà 2.1.Θ0==S.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî =S⊂Θ0, ò.ê.σα(TaT

∗
a )=TaT

∗
a .

Äîêàæåì ÷òî Θ0⊂=S. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó ìíîæèòåëåé ýëåìåíòà
èç Θ0. 1)Ta1

T ∗
a2
∈Θ0. Çíà÷èò σα(Ta1

T ∗
a2
)=Ta1

T ∗
a2

è,ñëåäîâàòåëüíî, a1-a2=0, ò.å.
a1=a2.

2)Ta1
T ∗

a2
Ta3
∈Θ0. Çíà÷èò σα(Ta1

T ∗
a2

Ta3
)=Ta1

T ∗
a2

Ta3
. Èìååì, ÷òî a1-a2+a3=0

è, çíà÷èò, a2=a1+a3. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Ta2
=Ta1+a3

=Ta1
Ta3

è T ∗
a2
=T ∗

a3
T ∗

a1
.

Ïîëó÷àåì, ÷òî Ta1
T ∗

a2
Ta3

=Ta1
T ∗

a3
T ∗

a1
Ta3

=Ta1
T ∗

a1
. 3)Ta1

T ∗
a2

Ta3
T ∗

a4
∈Θ0. Àíàëî-

ãè÷íî ïóíêòó 2) âûðàæàåì ýëåìåíò a3:
a3=a2+a4-a1.È òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî Ta1

T ∗
a2

Ta3
T ∗

a4
=Ta1

T ∗
a1

Ta4
T ∗

a4
.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíòóèöèè.

Òåîðåìà 2.3.Ñóùåñòâóåò =S-áèëèíåéíîå óñëîâíîå îæèäàíèå èç ΘS íà
=S.

Äîêàçàòåëüñòâî.

248



Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå. p:ΘS−→=S, òàêîå
÷òî p(A)=

∫
G

σα(A)dµ(α). Ïîêàæåì, ÷òî P(ΘS)=Θ0. Äëÿ ýòî-

ãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî σβ(P(A))=P(A). Äåéñòâèòåëüíî,
σβ(P(A))=

∫
G

σβ+α(A)dµ(α)=
∫
G

σα(A)dµ(α)=P(A). Çäåñü èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâî
èíâàðèàíòíîñòè ìåðû µ íà G.

Î÷åâèäíî, ÷òî:
1) p(I)=I 2) åñëè W>0, òî p(W)=V, ãäå V>0.

3) p(B1AB2)=B1p(A)B2, ãäå B1,B2èç ß(S), à A èç ΘS.
Òåîðåìà 2.4.
Êàæäûé ýëåìåíò A èç ΘS ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà

A∼∑
a∈Γ

AaUa, Aa èç ß(S), ãäå Ua=Ta, åñëè a ∈ S è Ua=T ∗
b Tc, åñëè à=c-b.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü Aa=

∫
G

σα(A)χ−a(α)dµ(α). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σβ(Aa)=Aaχ
a(β), ò.å.

Aa∈Θa.
Èìååì, ÷òî A7−→∑

a∈Γ

Aa. Íî ïî Ëåììå 2. ï.2 Θa=Θ0Ta è, çíà÷èò,
A 7−→∑

a∈Γ

AaUa, ãäå Ua=Ta, åñëè a ∈ S è Ua=T ∗
b Tc, åñëè à=c-b.

Ëèòåðàòóðà.

1. Äæ.Ìåðôè. C∗-àëãåáðû è òåîðèÿ îïåðàòîðîâ.//Ïåð. ñ àíãë. ïîä ðåä.
ïðîô. À.ß.Õåëåìñêîãî.-Ì.:Èçä-âî "Ôàêòîðèàë", 1997.

2. M.Rordam, F.Larsen, N.Laustsen. An introduction to K-theory for C∗-
algebras.//Cambridge University Press, 2000.

3. B.Blackadar. Operator Algebras. //Springer, 2006.
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Ñàíäóëÿê Ä.Â.

Ãàìèëüòîíîâ ñöåíàðèé ÿâëåíèÿ áóôåðíîñòè

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẍ + εẋ + sin x = εa cos νt, (1)

ãäå 0 < ε ¿ 1, a > 0, ν > 0, óñòàíîâëåí ãàìèëüòîíîâ ñöåíàðèé ÿâëåíèÿ áó-
ôåðíîñòè, òî åñòü ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì óìåíüøåíèè ε è óâåëè÷åíèè
a ó íåãî ñóùåñòâóåò ëþáîå íàïåð¼ä çàäàííîå êîíå÷íîå ÷èñëî óñòîé÷èâûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå êàñêàäà áèôóðêàöèé òèïà
ñåäëî-óçåë.

Îòìåòèì îäíî íåîáõîäèìîå äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ñâîéñòâî. Ïóñòü
óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò íåêîòîðîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t, ε) ïåðèîäà
T (ε) ñ êîìïëåêñíûìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè λ1(ε), λ2(ε). Òîãäà â ñèëó òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |λ1(ε)| = |λ2(ε)| = e−εT (ε)/2 < 1.

Ïîñêîëüêó èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ìîæåò îáëàäàòü ïîìèìî îáû÷íûõ (êî-
ëåáàòåëüíûõ) ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x(t), x(t + T ) ≡ x(t), T > 0 åù¼ è
âðàùàòåëüíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè x(t), äëÿ êîòîðûõ x(t + T ) ≡
x(t)+2πm, ïðè íåêîòîðîì öåëîì m 6= 0, ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå äâå ñåðèè ìíî-
æåñòâ. ×åðåç Ω1

n îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ (ε, a, ν), ïðè
êîòîðûõ óðàâíåíèå (1) èìååò íå ìåíåå n ðàçëè÷íûõ óñòîé÷èâûõ êîëåáàòåëü-
íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, à ÷åðåç Ω2

n îáîçíà÷èì àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî
äëÿ âðàùàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé.
Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî Ω1

n ∩ Ω2
n ïðè ëþáîì n ∈ N íå ïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó óðàâíåíèÿ (1)
ïðè 0 < ε ¿ 1 âðàùàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíû-
ìè ñêîðîñòÿìè ẋ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè ε = 0 ñåìåéñòâî âðàùàòåëüíûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì ẋ =

√
2(ξ + cos x), ãäå ξ > 1

� ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, ïåðåéä¼ì îò óðàâíåíèÿ (1) ê òð¼õìåðíîé ñèñòå-
ìå äëÿ (x, y, z) = (x, ẋ, νt), çàòåì â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïðîèçâåä¼ì çàìåíó
ïåðåìåííûõ (x, y) → (τ, ξ), èñõîäÿ èç ôîðìóë

x = τ, y =
√

2(ξ + cosτ), (2)

ãäå ξ > 1. Â çàêëþ÷åíèå ïðèìåì τ çà íîâîå âðåìÿ è ïîëó÷èì ñèñòåìó

dξ/dτ = εa cos z − ε
√

2(ξ + cos τ), dz/dτ =
ν√

2(ξ + cos τ)
, (3)

êîòîðóþ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â îáëàñòè ξ > 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç
(
z(τ, z0, ξ0, ε), ξ(τ, z0, ξ0, ε)

)
ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ñ ïðîèç-

âîëüíî ôèêñèðîâàííûìè óñëîâèÿìè z0 ∈ R, ξ0 > 1 ïðè τ = 0 è ðàññìîòðèì
óðàâíåíèÿ

z(2π, z0, ξ0, ε) ≡ z0 (mod 2π), ξ(2π, z0, ξ0, ε) = ξ0. (4)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíòåðåñóþùèõ íàñ ïåðèîäè÷åñêèõ äâè-
æåíèé. Äàëåå ïîäñòàâèì â ñèñòåìó (4) âûòåêàþùèå èç (3) àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû

z(τ, z0, ξ0, ε) = z0(τ) + εz1(τ) + O(ε2), ξ(τ, z0, ξ0, ε) = ξ0 + εξ1(τ) + O(ε2),
(5)

z0(τ) = z0 + ν

τ∫

0

ds√
2(ξ0 + cos s)

, ξ1(τ) =

τ∫

0

a cos z0(s)−
√

2(ξ0 + cos s) ds.

(6)
Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ è îòáðàñûâàíèÿ ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà ε óñëîâèÿ (4) ïðèìóò
âèä

ν

2π∫

0

dτ√
2(ξ0 + cos τ)

= 2πp , ãäå p ∈ N;

2π∫

0

a cos
(
z0 + ν

τ∫

0

ds√
2(ξ0 + cos s)

)
−

√
2(ξ0 + cos τ) dτ = 0.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàñêðîåì êîñèíóñ ïî ôîðìóëå êîñèíóñà ñóììû. Ñëà-
ãàåìîå, ñîäåðæàùåå ñèíóñû, ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ïîñêîëüêó îíî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èíòåãðàë îò ïåðèîäè÷åñêîé íå÷¼òíîé ôóíêöèè ïî ïåðèîäó. Èòàê, ìû
ïðèøëè ê ñèñòåìå

ν

2π∫

0

dτ√
2(ξ0 + cos τ)

= 2πp, ãäå p ∈ N,

a cos z0

2π∫

0

cos
(
ν

τ∫

0

ds√
2(ξ0 + cos s)

)
dτ =

2π∫

0

√
2(ξ0 + cos τ) dτ .

(7)

Ïðè çíà÷åíèÿõ a > a1
p =

2π∫
0

√
2(ξ0 + cos τ) dτ ·

∣∣∣∣
2π∫
0

cos

(
ν

τ∫
0

ds√
2(ξ0+cos s)

)
dτ

∣∣∣∣
(−1)

,

ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò íàáîðû ðåøåíèé

(z0, ξ0) = (ϕ0,p , ξ0,p ), (ϕ1,p , ξ0,p ), (8)

ãäå p = 1, 2, ... , ξ0,p ↘ 1 ïðè p →∞, êîðíè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç (7) ïðè âñå-
âîçìîæíûõ p ∈ N (òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé ξ0
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ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè ξ0 ∈ (1,∞) îò +∞ äî 0, òî ξ0,p , p > 1, îïðåäåëÿþòñÿ
îäíîçíà÷íî).

Åñëè ó÷åñòü â (7) îòáðîøåííûå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ε è ïðèìåíèòü ê ïîëó-
÷èâøåéñÿ ñèñòåìå òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì z0, ξ0 â òî÷êå
z0 = ϕ0,p, ξ0 = ξ0,p èëè z0 = ϕ1,p , ξ0 = ξ0,p , òî êàæäîå ðåøåíèå (8) ïîðîæäàåò
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ðåøåíèå

(
zp (ε), ξp (ε)

)
: zp (0) = ϕ0,p èëè ϕ1,p ,

ξp (0) = ξ0,p , èñõîäíîé ñèñòåìû (4). Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ðîæäàþòñÿ ïà-
ðàìè â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè òèïà ñåäëî-óçåë.

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè óïîìÿíóòîé òåîðåìû çäåñü áóäóò âûïîëíÿòüñÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, íàì íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â îòëè÷èè îò íóëÿ ÿêîáèàíà ñè-
ñòåìû (7) íà ëþáîì èç ðåøåíèé (8), ÷òî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà
Ip 6= 0, p ∈ N, ãäå

Ip =

2π∫

0

cos
(
ν

τ∫

0

ds√
2(ξ0,p + cos s)

)
dτ . (9)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (9) âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ν =
πp

kF
(
π/2, k

) ,

τ∫

0

ds√
2(ξ0,p + cos s)

= kF
(
τ/2, k

)
, (10)

ãäå k =
√

2
/(

ξ0,p + 1
)
, F (τ, k) - ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, çàäà-

þùèéñÿ ðàâåíñòâîì F (τ, k) =
τ∫
0

ds/
√

1− k2 sin2 s. Ïîäñòàâèì, äàëåå, ôîð-
ìóëû (10) â (9) è âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíû s/2 → s, τ/2 →
τ, τ = am(u, k), ãäå ôóíêöèÿ am(u, k) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåÿâíàÿ èç óðàâ-
íåíèÿ F (τ, k) = u.

Ip = 2

π∫

0

cos

( τ∫

0

kν ds√
1− k2 sin2 s

)
dτ =

π∫

0

2 cos
(
kνF

(
τ, k

))
dτ =

=

π/ω∫

0

2 cos (kνu)dnu du,

ãäå dnu =
√

1− k2sn2u, snu = sin
(
am(u, k)

)
- ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ, ω =

π/
(
2F (π/2, k)

)
.

Òî åñòü ìû ïðèâåëè èíòåðåñóþùèé íàñ èíòåãðàë ê âèäó Ip =

2
π/ω∫
0

cos (2pωu)dnu du. Òåïåðü ó÷ò¼ì â Ip èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå (ñì,
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íàïðèìåð,[1])

dnu = ω + 4ω
∞∑

n=1

qn

1 + q2n
cos (2nωu), ãäå q = exp

(
−π

F (π/2,
√

1− k2)

F (π/2, k)

)
,

(11)

k2sn2u = 1− 2Eω

π
− 8ω2

∞∑
n=1

nqn

1− qn
cos(2nωu), E =

π/2∫

0

√
1− k2 sin2 sds .

(12)

Òàêèì îáðàçîì Ip =
4πqp

1 + q2p
> 0; lim

p→∞
Ip =

4πe−πν/2

1 + e−πν
> 0,

(13)

à òàêæå a1
p =

2E
(
1 + q2p

)

kπqp
, lim

p→∞
a1

p = 2
1 + e−πν

πe−πν/2
.

(14)

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ ïîÿñíÿåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

lim
p→∞

qp = exp

(
lim
p→∞

(
−πpF (π/2,

√
1− k2)/F (π/2, k)

))
.

Ïîñêîëüêó ξ0,p ↘ 1 ïðè p → ∞, òî k =
√

2 /(ξ0,p + 1)
p→∞−−−→ 1

è F (π/2,
√

1− k2) ñòðåìèòñÿ ê π/2. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî
limp→∞ qp = e−πν/2, îòêóäà ñðàçó æå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäåëüíûõ ðà-
âåíñòâ èç (13) è (14).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿì (8) ïðè z0 = ϕ0,p (sin ϕ0,p > 0) îòâå÷àþò
ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à èíòåðåñóþùèå íàñ
ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè z0 = ϕ1,p (sin ϕ1,p < 0). Ìóëüòèïëè-
êàòîðû ðåøåíèé � ýòî ñïåêòð ìàòðèöû ßêîáè

J =

(
∂z/∂z0 (2π, z0, ξ0, ε) ∂z/∂ξ0 (2π, z0, ξ0, ε)
∂ξ/∂z0 (2π, z0, ξ0, ε) ∂ξ/∂ξ0 (2π, z0, ξ0, ε)

)
, (15)

âû÷èñëåííûé íà íàéäåííûõ âûøå ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (4). Ðàññìîòðèì ïî-
äðîáíåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû (15) det(J− λI) =

= det
(

1− λ + ε ∂z1/∂z0(2π) + O(ε2) ∂z0/∂ξ0(2π) + ε ∂z1/∂ξ02π + O(ε2)
ε ∂ξ1/∂z0(2π) + O(ε2) 1− λ + ε ∂ξ1/∂ξ0(2π) + O(ε2)

)
.

Îáîçíà÷èì çà µ = 1− λ è ðàñêðîåì îïðåäåëèòåëü ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ
ïîðÿäêà ε. Ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí

µ2 + ε
(
∂z1/∂z0(2π) + ∂ξ1/∂ξ0(2π)

)
µ− ∂z0/∂ξ0(2π) ∂ξ1/∂z0(2π)ε = 0. (16)

Çàïèøåì åãî äèñêðèìèíàíò, îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ε2:
D = 4∂z0/∂ξ0(2π) · ∂ξ1/∂z0(2π)ε. Òî åñòü òèï êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
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(16) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ ∂z0/∂ξ0(2π) · ∂ξ1/∂z0(2π) =
2π∫
0

ν
√

2(ξ0 + cos s)
−3

ds · a sin z0Ip , êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî çíàêîì sin z0.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè êîëåáàòåëüíûõ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Âîñïîëüçóåìñÿ
òåì ôàêòîì, ÷òî ïðè ε = 0 ñèñòåìà îáëàäàåò ñåìåéñòâîì êîëåáàòåëüíûõ ðå-
øåíèé, çàäàþùèõñÿ ðàâåíñòâàìè

x = 2 arcsin
(
k sn(ϕ/ω, k)

)
, ẋ = 2k cn(ϕ/ω, k), (17)

ãäå k ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, ïðåìåííàÿ 0 6 ϕ 6 2π (mod 2π)
ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó ϕ̇ = ω, ÷àñòîòà ω = ω(k) îïðåäåëÿåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé,
÷òî è â (), à â ýëëèïòè÷åñêîì ñèíóñå è êîñèíóñå ïîä÷¼ðêíóòà ÿâíàÿ çàâèñè-
ìîñòü îò k.

Còàíäàðòíûì îáðàçîì, ïðîèçâåäÿ çàìåíó ẋ = y, z = νt, ïåðåéä¼ì îò
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ê òð¼õìåðíîé ñèñòåìå; çàòåì âûïîëíèì â ïîëó÷èâøåéñÿ
ñèñòåìå çàìåíó ïåðåìåííûõ (x, y) → (k, ϕ), èñõîäÿ èç ôîðìóë (17) è, ïðèíÿâ
ϕ çà íîâîå âðåìÿ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñ 2π�ïðèîäè÷åñêèìè ïî ϕ ïðàâûìè
÷àñòÿìè, èìåþùåé âèä

dz

dϕ
=

ν

ω
+ O(ε),

dk

dϕ
=

ε

2ω
cn(ϕ/ω, k)(a cos z − 2k cn(ϕ/ω, k)) + O(ε2). (18)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
(
z(ϕ, z0, k0, ε), k(ϕ, z0, k0, ε)

)
ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñè-

ñòåìû ñ ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè k0 ∈ (0, 1),
z0 ∈ R, çàäàííûìè ïðè ϕ = 0 è ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

z(2π, z0, k0, ε) = z0 (mod 2π), k(2π, z0, k0, ε) = k0 (19)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíòåðåñóþùèõ íàñ ïåðèîäè÷åñêèõ äâè-
æåíèé.

Ïîäñòàâèì â (19) âûòåêàþùèå èç (18) è ñïðàâåäëèâûå ðàâíîìåðíî ïî 0 6
ϕ 6 2π àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ z(ϕ, z0, k0, ε) è k(ϕ, z0, k0, ε)

z(ϕ, z0, k0, ε) = z0(ϕ) + εz1(ϕ) + O(ε2), k(ϕ, z0, k0, ε) = k0 + εk1(ϕ) + O(ε2),

ãäå z0(ϕ) = z0 +
νϕ

ω
, k1(ϕ) =

1
2ω

ϕ∫

0

cn
( τ

ω
, k

)(
a cos

(
z0 +

ντ

ω

)
− 2kcn

( τ

ω
, k

))
dτ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ k0 ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
ν

ω(k0)
= p, p ∈ N. (20)

Ïðè 0 < k0 < 1 ôóíêöèÿ 1/ω(k0) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 1 äî +∞, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå k0,p äëÿ
êàæäîãî p ∈ N, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà p0 = [ν] + 1 ([∗]� öåëàÿ ÷àñòü). Óñëîâèå
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äëÿ îïðåäåëåíèÿ z0 ïîñëå âñåõ óïðîùåíèé, àíàëîãè÷íûõ óêàçàííûì â ñëó÷àå
âðàùàòåëüíûõ ðåæèìîâ, ïðèìóò âèä

a cos z0 · 1

2ω

2π∫

0

cn
(ϕ

ω
, k

)
cos

(νϕ

ω

)
dϕ =

k

ω

2π∫

0

cn2
(ϕ

ω
, k

)
dϕ, (21)

çäåñü è âåçäå äàëåå k = k0,p, ω = ω(k0,p). Îáîçíà÷èì Ip =
1

2ω

2π∫
0

cn
(ϕ

ω
, k

)
cos

(νϕ

ω

)
dϕ.

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì Ôóðüå cnu =
4ω

k

∞∑
n=0

qn+1/2

1 + q2n+1
cos

[
(2n + 1)ωu

]
, ãäå q

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11), ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Ip =





2π

k0,p

qp/2

1 + qp
> 0, åñëè p− íå÷¼òíîå ÷èñëî

0, åñëè p− ÷¼òíîå ÷èñëî
(22)

è

k0,p

ω

2π∫

0

cn2
( ϕ

ω(k0,p)
, k0,p

)
dϕ = 2π

k2
0,p − 1

ω(k0,p)k0,p

+
4E

k0,p

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû: a > a2
p, ãäå a2

p =

2E(1 + qp)/(πqp/2) è p � íå÷¼òíîå, ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàâåíñòâ (20) è
(21), äîïóñêàåò íàáîðû ðåøåíèé

(z0, k0) = (ψ0,p, k0,p), (ψ1,p, k0,p), p ∈ N, íå÷¼òíîå, (23)

à ψ0, ψ1 ∈ [0, 2π] è ψ0 < ψ1.
Èç ñîîòíîøåíèé (22) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîìó ðåøåíèþ (23) ñ íå÷¼òíûì íî-

ìåðîì p â èñõîäíîì óðàâíåíèè ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàòåëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ýòîãî äâèæåíèÿ òàêæå ñëåäóåò ðàññìîò-
ðåòü ìàòðèöó ßêîáè íà íàéäåííûõ ðåøåíèÿõ. Àíàëèç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû ßêîáè, çàïèñàííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî ε, ïîêàçûâàåò, ÷òî
ðåøåíèÿì (23) ïðè z0 = ψ0,p (sin ψ0,p > 0) îòâå÷àþò ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû, à ïðè z0 = ψ1,p (sin ψ1,p < 0)− ýëëèïòè÷åñêèå.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
îáëàäàþò îáùèì ïðåäåëîì a∞ =

2

π

(
eπν/2 + e−πν/2

)
(ñì. (14)) è äëÿ èõ ýëå-

ìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: a1
p < a2

p .
Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, åñëè äëÿ ñèñòåì (3) è (18) ðàññìîòðåòü ïå-

ðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ (4) è (19) ñîîòâåòñòâåííî ñ ïåðèîäàìè 2πm, ãäå m > 1,
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òî çíà÷åíèÿ Ip, ãäå p � âçàèìíî ïðîñòî ñ m, îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ è ðà-
âåíñòâà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ξ0 è k0 áóäóò èìåòü âèä 0 = const > 0. Òî åñòü
òàêîãî òèïà ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé (íàçûâàåìûõ óëüòðàñóáãàðìîíèêàìè)
â èññëåäóåìîé ñèñòåìå (1) íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå ïîäõîäÿùåãî ε è a > a∞, ìîæíî ãàðàíòè-
ðîâàòü ñîñóùåñòâîâàíèå â ñèñòåìå (1) ëþáîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî êîíå÷íîãî
÷èñëà óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé êàê âðàùàòåëüíîãî, òàê è êîëå-
áàòåëüíîãî òèïîâ. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëèòåðàòóðà

[1] Óèòòåêåð Ý.Ò., Âàòñîí Äæ.Í. Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. ×.2. Òðàíñöåí-
äåíòíûå ôóíêöèè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963.
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Ñàïðûêèí Ì.À.

Çàäà÷è ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà
â ïîëóïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ

1. Ââåäåíèå. Çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ïî-
ëóïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ, ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ÿâëÿþòñÿ íàìíî-
ãî áîëåå ñëîæíûìè ïî ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, â ñðàâíåíèè ñî
ñòàíäàðòíûìè çàäà÷àìè òåïëîìàññîïåðåíîñà [4]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè
îïðåäåëåíèè ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (r, t) â òàêèõ ñðåäàõ,
ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ïåðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè ïîñðåäñòâîì ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì òàêîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè èìååò
íåëîêàëüíûé õàðàêòåð. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýâîëþöèîííîå óðàâíå-
íèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ñòàíîâèòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì

Ṫ (r, t) = (∇,κ(T )∇T )(r, t)− (∇,P)(r, t; T ) , (1)

ãäå κ(T ) > 0, T ∈ (0,∞), t ≥ 0, r ∈ Ω. Â ýòîì óðàâíåíèè âåêòîð-ôóíêöèÿ
P(r, t; T ), íàçûâàåìàÿ ïîòîêîì èçëó÷åíèÿ â ñðåäå, ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì íà
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû T (r, t) íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà,
çàâèñÿùåãî îò t êàê îò ïàðàìåòðà. Áîëåå òîãî, óæå äëÿ ôîðìóëèðîâêè çà-
ìêíóòîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÿâíîãî âèäà
óêàçàííîãî îïåðàòîðà è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-ôóíêöèè P(r, t; T ), íåîáõî-
äèì ó÷�åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñëåäíåå ñâÿçà-
íî ñ òåì, ÷òî ñàì ïðîöåññ ïåðåíîñà òåïëà ïîñðåäñòâîì èçëó÷åíèÿ â îáëàñòè
Ω, çàíèìàåìîé ñðåäîé, íåëîêàëüíûé è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò óñëîâèé íà
ãðàíèöå ∂Ω ýòîé îáëàñòè äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Èçëó÷åíèå, ðàñ-
ïðîñòðàíÿÿñü â îáëàñòè Ω, ïåðåèçëó÷àåòñÿ â êàæäîé å�å òî÷êå è, òåì ñàìûì,
îêàçûâàåò âëèÿíèå íà çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (r, t), r ∈ Ω.
Ïðîöåññ æå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ ñîñòîèò èç áûñòðîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ
õàðàêòåðíûì âðåìåíåì ïåðåíîñà òåïëà ïîñðåäñòâîì òåïëîïðîâîäíîñòè, ìíî-
ãîêðàòíîãî ïðîõîæäåíèÿ èì îáëàñòè Ω, ñ ìíîãîêðàòíûìè îòðàæåíèÿìè îò
ãðàíèöû ∂Ω. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èçëó÷åíèÿ êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ óñëî-
âèÿìè, îïèñûâàþùèìè ìàòåìàòè÷åñêè êàæäîå èç ýòèõ îòðàæåíèé. Îïèñàíèå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ è ôîðìóëèðîâêà óñëîâèé åãî îòðàæåíèÿ îò ãðà-
íèöû îáëàñòè ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ, åñëè èçó÷àåòñÿ òàêàÿ ôèçè÷åñêàÿ
ñèòóàöèÿ, êîãäà õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â âèäèìîé ÷àñòè
ñïåêòðà. Â ýòîì ñëó÷àå, ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå îïèñûâàåòñÿ â òàê íà-
çûâàåìîì ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îñíîâûâàÿñü íà ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè, â óñëîâèÿõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ èçëó÷åíèÿ îò ãðàíèöû ñ êîýôôèöè-
åíòîì îòðàæåíèÿ θ ∈ [0, 1] è ïðÿìîëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷åé ìåæäó
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îòðàæåíèÿìè, äëÿ îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ïëîñêîé ãðàíèöåé, äà�åòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû î òîì, ÷òî ïîòîê ýíåðãèè P(r, t; T ) èçëó÷åíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (r, t),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

P(r, t; T ) = ∇F (r, t; T ) , (2)

ãäå ïîòåíöèàë F (r, t; T ) îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèåì íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà, ñâÿçàííîãî ñ òåì îïåðàòîðîì, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ
ïîòîê ýíåðãèè P(r, t; T ). Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå, â óñëîâèÿõ, êîãäà κ(T ) =
cînst, ïðèâîäèò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (r, t) ê ðå-
øåíèþ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ óðàâíåíèÿìè

∂T

∂t
= ∆U(r, t; T ) , (3)

U(r, t; T ) ≡ κT − F (r, t; T ) . (4)

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå ïðèâåäåíî ÿâíîå âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëà F (r, t; T )
â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêèé ñëîé êîíå÷íîé
òîëùèíû, Ω = {r = 〈x, y, z〉 : x ∈ [0, L], 〈y, z〉 ∈ R}, L > 0.

2. Çàäà÷à ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà. Ðàññìîòðèì
îáëàñòü Ω, âíóòðè êîòîðîé èìååòñÿ ðàñïðåäåëåííûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ.
Ýòîò èñòî÷íèê, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t, â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω ñ
ðàäèóñ-âåêòîðîì r = 〈x, y, z〉, ìû îõàðàêòåðèçóåì èíòåíñèâíîñòüþ P0(r, t) èç-
ëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ P0(r, t) èìååò ôèçè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè.
Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåð-
ãèè, èçëó÷àåìîé èçîòðîïíî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì â åäèíèöó âðåìåíè èç îá-
ëàñòè åäèíè÷íîãî îáúåìà, îêðóæàþùåé òî÷êó r, ïî îòíîøåíèþ ê ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè ýòîé îáëàñòè. Äàëåå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå òàêèõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ îäíîðîäíî è îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ,
ðàâíîé α3. Âåëè÷èíà α ÿâëÿåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû
T . Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ýíåðãèè ýòèõ èñòî÷íèêîâ çàâèñèò îò
ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè r. Â ýòîé ðàáîòå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó α ïî-
ñòîÿííîé. Êðîìå òîãî, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ èçó÷åíèåì òàêîãî ôèçè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðîì âîëíîâûå ñâîéñòâà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ íå îêà-
çûâàþò âëèÿíèÿ íà ïåðåäà÷ó òåïëà, êàê îá ýòîì áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè.
À èìåííî, â ýòîì ñëó÷àå, ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî
òåïëîîáìåíà äîïóñòèìî èçó÷àòü â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Òî-
ãäà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåïëî ïåðåíîñèòñÿ ñâåòîâûìè ëó÷àìè âíóòðè Ω, ãäå
êàæäûé èç ëó÷åé äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, õàðàêòåðíîé äëÿ òåêóùåãî
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, çàïîëíÿþùåé îáëàñòü Ω. Êàæäûé ëó÷, äîñòèãàÿ ãðàíèöó
îáëàñòè, èñïûòûâàåò ÷àñòè÷íîå îòðàæåíèå îò íå�å ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿò-
íîñòüþ (êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ) θ 6 1. Äâèæåíèå ëó÷à (òîé åãî ÷àñòè,
êîòîðàÿ îñòàåòñÿ âíóòðè îáëàñòè Ω ïðè êàæäîì èç îòðàæåíèé) ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè îòðàæåíèÿìè îò ãðàíèöû ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî, åñëè
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θ > 0. Ïðè ýòîì, îáùèé âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè Pµ(r, t), µ = 1, 2, 3 ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî èçëó÷åíèÿ â êàêîé-ëèáî ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì
r ∈ R â ìîìåíò âðåìåíè t ñêëàäûâàåòñÿ èç ñóììàðíîé ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé c
èíòåíñèâíîñòüþ P0(r

′, t) êàæäîé òî÷êîé r′ îáëàñòè, è äîñòèãøåé, ïðè äâèæå-
íèè ëó÷à, òî÷êè r. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèþ
Qµ(r, r′), µ = 1, 2, 3, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà. Îíà
îïèñûâàåò äîëþ ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè, èçëó÷åííîé èç òî÷êè r′, êîòîðàÿ
äà�åò âêëàä â ñóììàðíûé ïîòîê ýíåðãèè â òî÷êå r. Ïðè ýòîì ïîòîê ýíåðãèè
Pµ(r, t) â òî÷êå r ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

Pµ(r, t) = α3

∫

Ω

Qµ(r, r′)P0(r
′, t)dr′ , µ = 1, 2, 3 (5)

ïî îáëàñòè Ω. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè, ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ èç òî÷êè r′, ïåðåíîñèòñÿ ëó÷àìè, òî ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Qµ(r, r′) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïîòîêîâ ýíåðãèè
â òî÷êå r, ïåðåíîñèìûõ êàæäûì èç ëó÷åé γ(r, r′), âûøåäøèõ èç òî÷êè r′ è
ïðîøåäøèõ ÷åðåç òî÷êó r. Ïðè÷�eì åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ n(r, r′)
äâèæåíèÿ ëó÷à â òî÷êå r îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå ÷àñòè ïîòîêà ýíåðãèè â
ýòîé òî÷êå, êîòîðàÿ ïåðåíîñèòñÿ ëó÷îì γ(r, r′). Îáîçíà÷èì Qµ[γ(r, r′)] ÷àñòü
ïîòîêà ýíåðãèè, ïåðåíîñèìóþ óêàçàííûì ëó÷îì. Ìíîæåñòâî Γ(r, r′) âñåõ âîç-
ìîæíûõ ëó÷åé γ(r, r′), ïðè ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ r, r′ ÿâëÿåòñÿ ñ÷�åòíûì.
Ïîýòîìó,

Qµ(r, r′) =
∑

γ(r,r′)∈Γ(r,r′)

Qµ[γ(r, r′)] . (6)

Îïðåäåëèì âèä ôóíêöèè Qµ[γ(r, r′)]. Â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå äâèæåíèå ëó-
÷à îïèñûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé r(s) â åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèè s �
äëèíå ëó÷à. Ýòà âåêòîð-ôóíêöèÿ ìåæäó òî÷êàìè îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

dr(s)

ds
= n(s) , (7)

dn(s)

ds
= ∇g(r(s), t) , (8)

ãäå g(r, t) � îïòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé r ∈ Ω è âðåìåíè t â ñðåäå, îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîé èçìåíÿ-
þòñÿ âî âðåìåíè è ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå â îáëàñòè Ω, âñëåäñòâèå
èìåþùåãîñÿ â íåé ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû. Â ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî g(r, t) = g[T (r, t)], ò.å. ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî
÷åðåç çàâèñèìîñòü îò r è t ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (r, t). Îòðàæåíèå
ëó÷à îò ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå çàêîíà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.

Ïðè èçâåñòíîì äâèæåíèè ëó÷à r(s), âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ
íà îñíîâå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d

ds
Qµ(s; r′,n′) = −αQµ(s; r′,n′) , (9)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Qµ(0; r′,n′) = n′µ, ïîñðåäñòâîì ôóíêöèîíàëüíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ

Qµ[γ(r(s), r′)] = Qµ(s; r′,n′) . (10)

Óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì òàê íàçûâàåìîãî çàêîíà Êèðõãîôà äëÿ
ïîòîêà ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ.

Óðàâíåíèÿ (1), (5) � (10) ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â çà-
äà÷å ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â òîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè,
êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, åñëè äîïîëíèòåëüíî óêàçàíà
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ P0(r, t) òåïëîâûìè èñòî÷-
íèêàìè ñðåäû. Ýòà çàâèñèìîñòü, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñâÿçûâàåòñÿ ñ
òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé P0[T ] òåìïåðàòóðû T è, ïîýòî-
ìó, çàâèñèìîñòü P0(r, t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

P0(r, t) = P0[T (r, t)] . (11)

Ôóíêöèÿ P0[T ] ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäû.
Ðàññìîòðèì, îòäåëüíî, ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ g

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Òîãäà èç óðàâíåíèé (7), (8) ñëåäóåò, ÷òî ëó÷è, ìåæ-
äó îòðàæåíèÿìè îò ãðàíèöû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè.
Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, íà îñíîâàíèè (9), (10), áåç îòðàæåíèé îò ãðà-
íèöû, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Q(0)
µ [γ(r, r′)] = nµ(r, r′) exp(−α|r− r′|) . (12)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî n(r, r′) = n′.
Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ëó÷ γ(r, r′) èñïûòàë l = 0, 1, 2, ... îòðàæåíèé îò

ãðàíèöû îáëàñòè, òî äîëÿ ïåðåíîñèìîé èì ýíåðãèè, èçëó÷�eííîé èç òî÷êè r′

îïèñûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì θl exp(−α|γ(r, r′)|), ãäå |γ(r, r′)| � äëèíà ïóòè ìåæ-
äó òî÷êàìè r′ è r âäîëü ëó÷à γ(r, r′), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äëèíîé ëó÷à γ(r, r′).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ëó÷à ñ l îòðàæåíèÿìè, èìååò ìåñòî ôîð-
ìóëà

Q(l)
µ [γ(r, r′)] = θlnµ(r, r′) exp(−α|γ(r, r′)|) . (13)

Ìíîæåñòâî ëó÷åé Γ(r, r′), åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèçúþíê-
òèâíûì îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ Γl(r, r

′), l = 0, 12, ... ëó÷åé, êîòîðûå ìåæäó
ïðîõîæäåíèÿìè òî÷åê r′ è r èñïûòûâàþò l îòðàæåíèé îò ãðàíèöû îáëàñòè
Ω. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

Q(l)
µ (r, r′) = θl

∑

γ∈Γl(r,r′)

nµ(r, r′) exp(−α|γ(r, r′)|) , (14)

Qµ(r, r′) =
∞∑

l=0

Q(l)
µ (r, r′) . (15)

Ýòî ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà, â èçó÷àåìîé íàìè çàäà÷å, ìû áóäåì
íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì.
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Ôóíêöèÿ Qµ(r, r′) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé îáëàñòè Ω, êîòî-
ðàÿ ôîðìèðóåò ìíîæåñòâà ñâåòîâûõ ëó÷åé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè r è r′.
Îíà íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïîòîêà ýíåðãèè Pµ(r, t),
îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (5), ïîÿâëÿåòñÿ âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè (11).

3. Ïîòåíöèàëüíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè. Â ýòîì ïóíêòå ìû äîêàæåì,
÷òî, â ñëó÷àå, åñëè îáëàñòü Ω îáëàäàåò êóñî÷íî-ïëîñêîé ãðàíèöåé, âåêòîðíîå
ïîëå P(r, t; T ) ïîòîêà ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Äîêàæåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ n(r, r′) ïðè r, r′ ∈ Ω îïðåäåëÿåòñÿ êàê
çíà÷åíèå íàïðàâëÿþùåãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n(1) ëó÷à γ(r, r′) = {r(s); s ∈
[0, 1]}, íà÷èíàþùåãî â òî÷êå ñ ðàäèóñ- âåêòîðîì r′ è ïðèõîäÿùåãî â òî÷êó ñ
ðàäèóñ-âåêòîðîì r. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∇|γ(r, r′)| = n(r, r′) , (16)

¤ Çàìåíèì, ñíà÷àëà, òî÷êó r íà òî÷êó r + λn(r, r′), ãäå λ ∈ R � íà-
ñòîëüêî ìàëîå ÷èñëî, ÷òîáû ÷èñëî îòðàæåíèé îò ãðàíèöû îáëàñòè Ω ëó÷à
γ(r + λn(r, r′), r′), êîòîðûé ïðèõîäèò â ýòó òî÷êó èç òî÷êè r′, ñîâïàäàëî ñ
÷èñëîì îòðàæåíèé ëó÷à γ(r, r′). Ïðè ýòîì ëó÷ γ(r + λn(r, r′), r′) ïîëó÷àåòñÿ
èç ëó÷à γ(r, r′) êîëèíåàðíûì ïðîäîëæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå,

|γ(r + λn(1), r′)| = |γ(r, r′)|+ λ .

Òîãäà,

(n(1),∇|γ(r, r′)|) = lim
λ→0

|γ(r + λn(1), r′))| − |γ(r, r′)|
λ

= 1 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ èç òî÷êè r,
îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì e ⊥ n(r, r′). Êóñî÷íî-ïëîñêàÿ ãðàíèöà
∂Ω ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé ìíîæåñòâà îáëàñòåé Σ1, ..., ΣN , êîòîðûå ñîäåðæàò-
ñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â ïëîñêîñòÿõ Γ1, ..., ΓN â ïðîñòðàíñòâå R3. Î÷åâèäíî,
÷òî ãðàíèöà êàæäîé èç îáëàñòåé Σ1, ..., ΣN ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíîé, ò.å.
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ ëîìàííóþ. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

(e,∇|γ(r, r′)|) = lim
λ→0

|γ(r + λe, r′)| − |γ(r, r′)|
λ

. (17)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðåäåë ðàâåí íóëþ, ÷òî è çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèÿ.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Σ1, ..., ΣN ÿâëÿþòñÿ òåìè
îáëàñòÿìè èç ìíîæåñòâà, ñîñòàâëÿþùåãî ãðàíèöó îáëàñòè, îò êîòîðûõ îò-
ðàæàåòñÿ ëó÷ γ(r, r′) â ïðîöåññå äâèæåíèÿ îò òî÷êè r′ ê òî÷êå r. Ïðè÷�eì
íóìåðàöèÿ ýòèõ îáëàñòåé âûáðàíà â ïîðÿäêå ïðîõîæäåíèÿ îòðàæåíèÿ îò íèõ
ëó÷à. Ïðè òàêîé íóìåðàöèè, íåêîòîðûå èç îáëàñòåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Σ1, ..., ΣN ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî, äëÿ âñåõ ëó÷åé γ(r + λe, r′), ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ λ ≥ 0, ñîâïàäàåò íå òîëüêî ÷èñëî îòðàæåíèé êàæäîãî èç íèõ îò
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ãðàíèöû ∂Ω ñ ÷èñëîì îòðàæåíèé ëó÷à γ(r, r′), íî äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñîâïà-
äàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåõ îáëàñòåé ãðàíèöû, îò êîòîðûõ îíè îòðàæàþòñÿ
â ïðîöåññå äâèæåíèÿ, ïðèõîäÿ â òî÷êè r+λe è r, ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê îòðàæåíèÿ r1, ..., rN ëó÷à γ(r, r′) ñîîòâåòñòâåííî îò
îáëàñòåé Σ1, ..., ΣN . Àíàëîãè÷íî, ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê îòðàæå-
íèÿ r1(λ), ..., rN(λ) äëÿ êàæäîãî ëó÷à γ(r + λe, r′), ãäå êàæäàÿ èç òî÷åê rj(λ)
ïðèíàäëåæèò âìåñòå ñ îäíîèìåííîé ñ íåé òî÷êîé rj ê îäíîé è òîé æå îáëàñòè
Σj, j = 1, ..., N .

Êàæäîìó ëó÷ó γ(r + λe, r′), ñ äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì λ ≥ 0, ñîïîñòàâèì
ëó÷ γ(rN(λ), r′). Èíûìè ñëîâàìè, ëó÷ γ(rN(λ), r′) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ëó÷à γ(r+
λe, r′) äî ïîñëåäíåãî N -ãî îòðàæåíèÿ.

Îñóùåñòâèì ïîøàãîâî ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Íà ïåðâîì øàãå, îòðà-
çèì çåðêàëüíî ëó÷ γ(rN(λ), r′) îò ïëîñêîñòè ΓN . Â ðåçóëüòàòå òàêîãî îòðà-
æåíèÿ, ëó÷ γ(rN(λ), r′) ïåðåéä�eò â ëó÷ γ(1)(rN(λ), r(1)), ó êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ
òî÷êà r(1) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷êè r′ ïðè óêàçàííîì îòðàæåíèè. Çàìåòèì, ÷òî
îíà íå çàâèñèò îò λ, òàê êàê ïîëó÷åíà îòðàæåíèåì îò ïëîñêîñòè, íåçàâèñÿ-
ùåé îò λ. Ïðè ýòîì òî÷êè r

(1)
1 (λ), ..., r

(1)
N−1(λ) îòðàæåíèÿ ëó÷à γ

(1)
N (rN(λ), r(1))

ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷åê îòðàæåíèÿ r1(λ), ..., rN−1(λ). Ýòè
îáðàçû ëåæàò â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Σ

(1)
1 , ..., Σ

(1)
N−1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

îáðàçàìè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè ΓN îáëàñòåé Σ1, .., ΣN−1. Â
ñâîþ î÷åðåäü, îáëàñòè Σ

(1)
1 , ..., Σ

(1)
N−1 ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ Γ

(1)
1 , ..., Γ

(1)
N−1,

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñðåäñòâîì òîãî æå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïëîñêîñòåé
Γ1, ..., ΓN−1. Îáîçíà÷èì

γ(1)(r, r(1), λ) = γ(r + λe, rN(λ)) ∪ γ
(1)
N (rN(λ), r(1))

ëó÷, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà
γ(r + λe, rN(λ)) ê ëó÷ó γ

(1)
N (rN(λ), r(1)), êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå r(1) è

çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå rN(λ). Îí èìååò N − 1 òî÷êó îòðàæåíèÿ è îáëàäàåò
òåì æå ñàìûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì n(r + λe, r(1)) = n(r + λe, r′), λ ≥ 0
è òîé æå ñàìîé äëèíîé

|γ(1)(r + λe, r(1))| = |γ(r + λe, r′)| ,

÷òî è èñõîäíûé ëó÷ γ(r + λe, r′).
Îáîçíà÷èì, òåïåðü, ïîñðåäñòâîì γ

(1)
N−1(r

(1)
N−1(λ), r(1)) ÷àñòü ëó÷à

γ(1)(r, r(1), λ) äî òî÷êè r
(1)
N−1(λ) � (N − 1)-é òî÷êè îòðàæåíèÿ. Íà âòîðîì

øàãå, îòðàçèì çåðêàëüíî ýòîò ëó÷ γ
(1)
N−1(r

(1)
N−1(λ), r(1)) îò ïëîñêîñòè Γ

(1)
N−1. Â

ðåçóëüòàòå òàêîãî îòðàæåíèÿ, ëó÷ γ
(1)
N−1(r

(1)
N−1(λ), r(1)) ïåðåéä�eò â ëó÷

γ
(2)
N−1(r

(1)
N−1(λ), r(2)), ó êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ òî÷êà r(2) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷-

êè r(1) ïðè óêàçàííîì îòðàæåíèè, à òî÷êè r
(2)
1 (λ), ..., r

(2)
N−2(λ) îòðàæåíèÿ ëó-

÷à γ
(2)
N−1(r

(1)
N−1(λ), r(2)) ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷åê îòðàæåíèÿ

r
(1)
1 (λ), ..., r

(1)
N−2(λ). Ýòè îáðàçû ëåæàò â îáëàñòÿõ Σ

(2)
1 , ..., Σ

(2)
N−2, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè Γ
(1)
N−1îáëàñòåé
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Σ
(1)
1 , .., Σ

(1)
N−2. Â ñâîþ î÷åðåäü, îáëàñòè Σ

(2)
1 , ..., Σ

(2)
N−2 ðàñïîëîæåíû â ïëîñêî-

ñòÿõ Γ
(2)
1 , ..., Γ

(2)
N−2, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ òåì æå çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì ïëîñ-

êîñòåé Γ
(1)
1 , ..., Γ

(1)
N−2. Ëó÷

γ(2)(r + λe, r(2)) =
[
γ(r + λe, rN(λ)) ∪ γ(1)(rN(λ), r

(1)
N−1(λ))

]
∪

∪ γ
(2)
N−1(r

(1)
N−1(λ), r(2))

èìååò N − 2 òî÷êè îòðàæåíèÿ è îáëàäàåò òåì æå ñàìûì íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì n(r + λe, r(2)) = n(r + λe, r′) è òîé æå ñàìîé äëèíîé

|γ(2)(r + λe, r(2))| = |γ(r + λe, r′)| , λ ≥ 0 ,

÷òî è èñõîäíûé ëó÷ γ(r + λe, r′).
Îñóùåñòâèì, äàëåå, øàã çà øàãîì ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîå-

íèÿ ëó÷åé γ(i)(r + λe, r(i)), i = 1, 2, ..., N − 1 íà îñíîâå ëó÷åé γ
(i)
N−i(r

(i)
N−i, r

(i))
i = 1, 2, ..., N − 1. Ïóñòü íà i-ì øàãå óæå ïîñòðîåíû ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè
γ(j)(r

(j−1)
N+1−j(λ), r

(j)
N−j(λ)), j = 0, ..., i − 1, ãäå r

(−1)
N+1(λ) = r + λe, r

(0)
N (λ) = rN(λ),

γ(0) = γ(r + λe, r′), à òàêæå ëó÷ γ
(i)
N−i(r

(i−1)
N−i (λ), r(i)), êîòîðûé èìååò N − i

òî÷êè îòðàæåíèÿ r
(i)
1 (λ), ..., r

(i)
N−i(λ). Ýòè òî÷êè îòðàæåíèÿ ëåæàò â ïîñòðî-

åííûõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ Σ
(i)
1 , ..., Σ

(i)
N−i, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ

Γ
(i)
1 , ..., Γ

(i)
N−i. Ëó÷ γ(i)(r + λe, r(i)) íà i-ì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

γ(i)(r + λe, r(i)) =

=
[
γ(r + λe, rN(λ)) ∪ γ(1)(rN(λ), r

(1)
N−1(λ)) ∪ ... ∪ γ(i−1)(r

(i−2)
N−i+2(λ), r

(i−1)
N−i+1(λ))

]
∪

∪ γ
(i)
N−i+1(r

(i−1)
N−i+1(λ), r(i)) .

Îí èìååò N− i òî÷åê îòðàæåíèÿ, òîò æå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð n(r+λe, r(i))
è òàêóþ æå äëèíó,

|γ(i)(r + λe, r(i))| = |γ(r + λe, r′)| ,
÷òî è ëó÷ γ(r + λe, r′).

Òîãäà, íà ñëåäóþùåì øàãå, ëó÷ γ
(i)
N−i(r

(i)
N−i(λ), r(i)) ïåðåéä�åò â ëó÷

γ
(i+1)
N−i (r

(i)
N−i(λ), r(i+1)), ó êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ òî÷êà r(i+1) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì

òî÷êè r(i) ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè â ïëîñêîñòè Γ
(i)
N−i, à òî÷êè îòðàæå-

íèÿ r
(i+1)
1 (λ), ..., r

(i+1)
N−i−1(λ) ëó÷à γ

(i+1)
N−i (r

(i)
N−i(λ), r(i+1)) ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè, ïðè

óêàçàííîé îïåðàöèè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷åê îòðàæå-
íèÿ r

(i)
1 (λ), ..., r

(i)
N−i−1(λ). Ýòè òî÷êè ëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, â îáëàñòÿõ

Σ
(i+1)
1 , ..., Σ

(i+1)
N−i−1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ â ïëîñ-

êîñòè Γ
(i)
N−i îáëàñòåé Σ

(i)
1 , .., Σ

(i)
N−i−1. Ñàìè æå îáëàñòè Σ

(i+1)
1 , ..., Σ

(i+1)
N−i−1 ðàñïî-

ëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ Γ
(i+1)
1 , ..., Γ

(i+1)
N−i−1, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå òîãî

æå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïëîñêîñòåé Γ
(i)
1 , ..., Γ

(i)
N−i−1. Ëó÷

γ(i+1)(r + λe, r(i+1)) =
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=
[
γ(r + λe, rN(λ)) ∪ γ(1)(rN(λ), r

(1)
N−1(λ)) ∪ ... ∪ γ(i)(r

(i−1)
N−i+1(λ), r

(i)
N−i(λ))

]
∪

∪ γ
(i+1)
N−i (r

(i)
N−i(λ), r(i+1))

èìååò N − i − 1 òî÷åê îòðàæåíèÿ è îáëàäàåò òåì æå ñàìûì íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì n(r + λe, r(i+1)) = n(r + λe, r′) è òîé æå ñàìîé äëèíîé

|γ(i+1)(r + λe, r(i+1))| = |γ(r + λe, r′)| ,
÷òî è èñõîäíûé ëó÷ γ(r + λe, r′).

Íà ïîñëåäíåì øàãå, ïðè i = N − 1, êîãäà èñ÷åðïàþòñÿ âîçìîæíûå ïëîñ-
êîñòè îòðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ëó÷ γ(N)(r + λe, r(N)), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê. Îí ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

γ(N)(r + λe, r(N)) =

= γ(r + λe, rN(λ)) ∪ γ(1)(rN(λ), r
(1)
N−1(λ)) ∪ ... ∪ γ(N)(r

(N−1)
N−1 (λ), r(N)) .

Ýòîò îòðåçîê èìååò íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì n(r + λe, r′),
è äëèíó

|γ(N)(r + λe, r(N))| = |γ(r + λe, r′)| .
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì φ(λ) óãîë ìåæäó ëó÷àìè γ(N)(r + λe, r(N)) è

γ(N)(r, r(N)). Ýòîò óãîë φ(λ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò λ è, ïîýòîìó,

lim
λ→+0

φ(λ) = 0 .

Òàê êàê ýòè ëó÷è èìåþò îáùóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó r(N), òî îíè îáðàçóþò,
âìåñòå ñ âåêòîðîì λe = (r + λe) − r, êîòîðûé ñîåäèíÿåò êîíöåâûå òî÷êè
ýòèõ ëó÷åé, ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, e ⊥ [r − r(N)]. Ãèïîòåíóçîé ýòîãî
òðåóãîëüíèêà ñëóæèò ëó÷ γ(N)(r+λe, r(N)), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì
[r + λe− r(N)]. Òîãäà, èìååò ìåñòî

cos φ(λ) =
|γ(N)(r, r(N))|

|γ(N)(r + λe, r(N))| =
|γ(r, r′)|

|γ(r + λe, r′)| , (18)

ò.å. óãîë φ(λ) ìåæäó ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè r′, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
îòðàæåíèÿõ ëó÷åé îò ïëîñêîñòåé ΓN , Γ

(1)
N−1, ..., Γ

(N−1)
1 . Çäåñü, äëèíà ëó÷à

γ(N)(r + λe, r(N)) ðàâíà

|γ(N)(r + λe, r(N))| = |[r + λe]− r|
sin φ(λ)

=
λ

sin φ(λ)
.

Èç ôîðìóëû (18) ñëåäóåò

cos φ(λ) = λ−1|γ(N)(r, r(N))| sin φ(λ) , |γ(N)(r, r(N))|−1 = λ−1tg φ(λ) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîé æå ôîðìóëû ïîëó÷àåì, ÷òî

|γ(r + λe, r′)| − |γ(r, r′)|
|γ(r, r′)| = [cos φ(λ)]−1 − 1 =

2 sin2(φ(λ)/2)

1− 2 sin2(φ(λ)/2)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè (17),

(e,∇|γ(r, r′)|) = lim
λ→+0

|γ(r + λe, r′)| − |γ(r, r′)|
λ

=

= |γ(r, r′)| lim
λ→+0

λ−1 2 sin2(φ(λ)/2)

1− 2 sin2(φ(λ)/2)
=

1

2
|γ(r, r′)| lim

λ→+0
λ−1φ2(λ) =

=
1

2
|γ(r, r′)|

(
lim

λ→+0
λ−1tg φ(λ)

)
lim

λ→+0
φ(λ) =

=
|γ(r, r′)|

2|γ(N)(r, r(N))| lim
λ→+0

φ(λ) = 0 . ¥

Ñëåäñòâèåì äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ Pµ(r, t; T ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàëü-

íîå ïîëå ïðè r ∈ Ω, Pµ(r, t; T ) = ∇µF (r, t; T ) ñ ïîòåíöèàëîì

F (r, t; T ) = α3

∫

Ω

G(r, r′)P0[T (r′, t)]dr′ , (19)

ãäå

G(r, r′) = −α−1

∞∑

l=0

θl
∑

γ∈Γl(r,r′)

exp (−α|γ(r, r′)|) . (20)

¤ Â ñèëó (14) � (16) èìååò ìåñòî ∇µG(r, r′) = Qµ(r, r′), ãäå ãðàäèåíò âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ôîðìóëû (19), (20) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó-
åò èç ôîðìóë (5), (11). ¥

4. Âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëà â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ. Â çà-
âåðøåíèå ðàáîòû âû÷èñëèì ïîòåíöèàë F (r, t; T ) â ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷è
ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîì-
ëåíèÿ g. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî
ïðîòÿæ�åííûé ñëîé òîëùèíû L, Ω = {r = 〈x, y, z〉 : x ∈ [0, L]; y, z ∈ R}.

Íàéä�åì äëèíó ïóòè |γa(r, r
′)|, ïðîéäåííîãî ëó÷îì ìåæäó òî÷êàìè r è r′,

ãäå a = ± � èíäåêñ, óêàçûâàþùèé îò êàêîé ãðàíèöû îáëàñòè ïðîèçîøëî ïî-
ñëåäíåå îòðàæåíèå ïðåæäå ÷åì ëó÷ ïîïàë â òî÷êó r. Çíàêè + è − óêàçûâàþò
íà òî, ÷òî ïîñëåäíèå îòðàæåíèå ïðîèçîøëî îò ãðàíèöû îáëàñòè ñ êîîðäèíàòà-
ìè 〈L, y, z〉 è 〈0, y, z〉, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ëó÷îì çàâèñèò
îò ÷èñëà îòðàæåíèé l îò ãðàíèö îáëàñòè, êîòîðûõ ìîæåò áûòü êàê ÷�åòíîå,
òàê è íå÷�åòíîå ÷èñëî, è îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê r è r′.

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì nµ,a(r, r
′), µ = 1, 2, 3 � âåêòîð, ïîêàçûâàþùèé

íàïðàâëåíèå ïðèõîäà ëó÷à γa(r, r
′) â òî÷êó r èç r′. Òîãäà ïîëîæèì 〈γµ,a; µ =

1, 2, 3〉 ≡ 〈γµ,a(r, r
′, l); µ = 1, 2, 3〉, ãäå

γµ,a(r, r
′) = nµ,a(r, r

′)|γa(r, r
′)| .
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Ïî âûáðàííîìó íàìè ðàñïîëîæåíèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñëîé èìååò òîë-
ùèíó L âäîëü îñè x, ïîýòîìó êîìïîíåíòà γ1,a � åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà,
êîòîðàÿ çàâèñèò îò ÷èñëà îòðàæåíèé l è èíäåêñà a, â òî âðåìÿ êàê êîìïîíåí-
òû γ2,a è γ3,a îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè èçìåíåíèè l è a, ââèäó áåñêîíå÷íûõ
ðàçìåðîâ îáëàñòè Ω â íàïðàâëåíèÿõ êîîðäèíàòíûõ îñåé y è z.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âû÷èñëåíèè êîìïîíåíòû γ1,a. Ðàññòîÿíèå ïðîé-
äåííîå ëó÷îì, ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì îòðàæåíèÿìè, ðàâíî (l−1)L, íåçà-
âèñèìî îò êàêîé ãðàíèöû ïðîèñõîäèò ïîñëåäíåå îòðàæåíèå. Ê ýòîé âåëè÷èíå
äîáàâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå îò òî÷êè r′ äî òî÷êè ïåðâîãî îòðàæå-
íèÿ îò ãðàíèöû ñëîÿ è îò òî÷êè ïîñëåäíåãî îòðàæåíèÿ äî òî÷êè r. Çíàê ýòîé
äîáàâêè çàâèñèò îò òîãî, ñîâïàäàþò èëè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ýòè ïëîñ-
êîñòè, ñîñòàâëÿþùèå ãðàíèöó ñëîÿ. Ñ ó÷�åòîì ñêàçàííîãî, ïåðâàÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà γµ,a(r, r

′) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ïîñëåäíåå îòðà-
æåíèå ëó÷à ïðîèçîøëî îò ãðàíèöû ñ x = 0, òî áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ: 1)
ïåðâîå îòðàæåíèå òàêæå ïðîèçîøëî îò ãðàíèöû c x = 0, 2) ïåðâîå îòðàæåíèå
ïðîèçîøëî îò ãðàíèöû c x = L. Â ïåðâîì ñëó÷àå,

γ1,− = x′ + (l − 1)L + x = (l − 1)L + (x + x′) ,

âî âòîðîì �

γ1,− = (L− x′) + (l − 1)L + x = lL + (x− x′) ,

ãäå r = 〈x, y, z〉, r′ = 〈x′, y′, z′〉. Òî÷íî òàêæå ðàññ÷èòûâàåì ôîðìóëó äëÿ γ1,+.
Â ñëó÷àå, åñëè ïåðâîå îòðàæåíèå ïðîèçîøëî îò ãðàíèöû x = 0, èìååì

γ1,+ = −[x′ + (l − 1)L + L− x] = −lL + (x− x′) ,

à åñëè îò ãðàíèöû x = L �

γ1,+ = −[(L− x′) + (l − 1)L + (L− x)] = −(l + 1)L + (x + x′) ,

ãäå çíàê (-) ïåðåä ñêîáêàìè ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîìïîíåíòû
âåêòîðà äîëæíû áûòü îòðèöàòåëüíûìè, åñëè ïîñëåäíåå îòðàæåíèå ïðîèçî-
øëî îò ãðàíèöû c x = L.

Îáúåäèíèì âñå ýòè âûðàæåíèÿ â îäíó ôîðìóëó. Åñëè ïåðâîå îòðàæåíèå
ïðîèçîøëî îò òîé æå ãðàíèöû, îò êîòîðîé ïðîèçîøëî ïîñëåäíåå îòðàæåíèå,
òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà èìååò âèä

γ1,a = (x + x′)− aL(l + a1) . (21)

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì

γ1,a = (x− x′)− alL . (22)

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ôîðìóëû ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ïåðåìåíå ìåñòàìè
ïëîñêîñòåé îòðàæåíèé, òàê êàê ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, íåîáõîäèìî ïðî-
èçâåñòè çàìåíû x ⇒ (L − x), a ⇒ (−a) è èçìåíèòü çíàê ïåðåä êîìïîíåíòîé
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âåêòîðà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èçìåíåíèå ïðàâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ëåâóþ ïðè-
âîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà êîìïîíåíò âåêòîðà γµ,a. Òåïåðü, îáúåäèíèì ïîëó-
÷åííûå âûðàæåíèÿ (21) è (22) â îäíó ôîðìóëó. Ñ ýòîé öåëüþ, çàìåòèì, ÷òî
ôîðìóëà (21) ïîëó÷àåòñÿ ïðè íå÷�åòíîì ÷èñëå îòðàæåíèé ëó÷à îò ïëîñêîñòåé
ãðàíèöû ñëîÿ, à âòîðàÿ � ïðè ÷�åòíîì. Ïîýòîìó, ýòè ôîðìóëû çàïèñûâàþòñÿ
åäèíûì îáðàçîì

γ1,a ≡ γ1,a(x, x′) = (x− (−1)lx′)− aL
[
l +

a

2
(1− (−1)l)

]
. (23)

Òàê êàê êîìïîíåíòû γ2,a = y−y′, γ3,a = z−z′ íå çàâèñÿò îò a è l, òî äëèíà
ïóòè, ïðîéäåííîãî ëó÷îì îò ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè r′ äî r ðàâíà

|γµ,a(r, r
′)| = [

(γ1,a(x, x′))2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
] 1

2 . (24)

Íàéä�åì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû çàâèñèò òîëü-
êî îò êîîðäèíàòû x. Òîãäà, â èíòåãðàëå, îïðåäåëÿþùåì ïîòåíöèàë F (r, t),
ìîæíî ÿâíî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì y, z,
òàê êàê ôóíêöèÿ P0[T (x, t)] çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû x. Ïîäñòàâëÿÿ
ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà (20) â (19), âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (24) äëÿ
äëèíû ëó÷à. Ïåðåõîäÿ, äàëåå, ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ρ, φ) â ïëîñêî-
ñòè 〈y, z〉 è ñîâåðøàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ η = |γµ,a(r, r

′)| =
[(γ1,a)

2(x, x′) + ρ2]1/2 â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå, íàéä�åì, â ðåçóëüòàòå, ñëåäóþ-
ùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî η îò |γ1,a(x, x′)|
äî ∞,

F (x, t; T ) = −2πα

L∫

0

P0[T (x′, t)]
∑
a=±

∞∑

l=0

θl[|γ1,a(x, x′)|+ α−1]e−α|γ1,a(x,x′)|dx′ .

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ÿâíîå âûðàæåíèå (23) äëÿ γ1,a(x, x′) è âûïîëíèâ ñóììè-
ðîâàíèå ïî a è l, íàõîäèì ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà F (x, t; T ), êîòîðûé, êàê
åñòåñòâåííî áûëî îæèäàòü, íå çàâèñèò îò y è z,

F (x, t; T ) = −4π

L∫

0

G(x, x′)P0[T (x′, t)]dx′ , (25)

ãäå
G(x, x′) = α|x− x′| exp[−α|x− x′|] + exp[−α|x− x′|]+

+
αLθ exp(−2αL)

(1− θ2 exp(−2αL))2
[exp(α(x + x′)) + 2θ cosh α(x− x′) + θ2 exp(−α(x + x′))]+

+
αθ

1− θ2 exp(−2αL)

{
θ(x− x′) exp(−2αL) sinh α(x− x′) +

+
1

2
(x + x′)[exp(−α(x + x′))− exp(−2αL) exp(α(x + x′))]

}
+
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+
θ

1− θ2 exp(−2αL)

{
θ exp(−2αL) cosh α(x− x′) +

1

2
exp(−α(x + x′)) +

+
1

2
exp(−2αL) exp(α(x + x′))

}
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå (25) â ôîðìóëû (3) è (4), ìû ïîëó÷à-
åì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íîì
ñëîå. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàâåðøèòü ïîñòàíîâêó íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, íåîá-
õîäèìî äîáàâèòü ê íåìó çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ P0[T ] îò òåì-
ïåðàòóðû è, òåì ñàìûì, ñäåëàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (3), (4) ñàìîñîãëàñîâàí-
íîé. Ôóíêöèÿ P0[T ] îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ èçëó÷åíèå. Â îáùåì, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñëó÷àå, ýòà ôóíêöèÿ
âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì T íå ìåäëåííåå ÷åì T 3.
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Ñìîëêèí Ã.Ã.

Ðàçðåøèìîñòü â Lp-ïðîñòðàíñòâå ïàðíûõ îïåðàòîðîâ
îäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ñâåðòêè ñ ðàçðûâíûì ñèìâîëîì

ñïåöèàëüíîãî òèïà

Â [1] èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü äåéñòâóþùèõ â Lp-ïðîñòðàíñòâå îïåðà-
òîðîâ Òåïëèöà, ñèìâîëû íåêîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Lp-ìóëüòèïëèêàòîðíîìó
àíàëîãó àëãåáðû Äóãëàñà D = H∞ + C. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âî-
ïðîñû ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ ïàðíûõ îïåðàòîðîâ äèñêðåòíîé ñâåðòêè ñ
ñèìâîëîì òàêîãî òèïà.

1. Ïóñòü p ∈ (1,∞); T � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñ îáû÷íîé ìåðîé; Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ñ äèñêðåòíîé ìåðîé; Lp(T) è
Lp(Z) � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé íà T è Z ñîîòâåò-
ñòâåííî; L∞(T) � áàíàõîâà àëãåáðà èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé; L0(Z) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé íà Z. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç L(Lp(Z)) áàíàõîâó àëãåáðó âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïå-
ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â Lp(Z), è ÷åðåç K(Lp(Z)) � èäåàë êîìïàêòíûõ îïåðà-
òîðîâ â L(Lp(Z)). Ïóñòü I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â L(Lp(Z)), P+ � îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà {k ∈ Z : k ≥ 0},
P− = I − P+. Î÷åâèäíî, ÷òî ‖P+‖ = ‖P−‖ = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâåðòêîé ôóíêöèé ϕ(∈ Lp(Z)) è ψ(∈ L0(Z)) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ ϕ ∗ ψ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(ϕ ∗ ψ)(m) =
∑

k∈Z
ϕ(m− k)ψ(k), m ∈ Z.

Ïóñòü F : L2(T) −→ L2(Z) � èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ñëåäóÿ [1], ñ. 48, ÷åðåç Mp îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ a ∈ L1(T), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1)∀ψ ∈ L0(Z) : F(a) ∗ ψ ∈ Lp(Z);

2) sup
ψ∈L0(Z), ψ 6=0

‖F(a) ∗ ψ‖p

‖ψ‖p

< +∞.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè a ∈ Mp, òî íà L0(Z) îïðåäåëåí ëèíåéíûé îãðà-
íè÷åííûé ïî íîðìå Lp(Z) îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó ψ 7→ F(a) ∗ ψ,
íîðìà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ âî âòîðîì óñëîâèè îïðå-
äåëåíèÿ Mp. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî L0(Z) ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â Lp(Z),
òî ïî òåîðåìå Áàíàõà ýòîò îïåðàòîð ïðîäîëæàåòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû äî
îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â Lp(Z). Îáîçíà÷èì åãî CF(a) è áóäåì íàçûâàòü
îïåðàòîðîì îäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ñâåðòêè ñ ÿäðîì F(a).

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [1], ñ. 68-70), ÷òî
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1) ìíîæåñòâî Mp ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé ñ îïðåäåëåííîé íà íåé
íîðìîé ‖a‖Mp = ‖CF(a)‖L(Lp(Z)),

2) Mp ⊂ M2 = L∞(T).
Ïóñòü H∞(T) � ïðîñòðàíñòâî Õàðäè ôóíêöèé èç L∞(T), èìåþùèõ àíà-

ëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âíóòðåííîñòü T; Hp
∞(T) = H∞(T)∩Mp; Cp(T) �

çàìûêàíèå â Mp ìíîæåñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ P = F−1(L0(Z)).
Â [1], c. 76, äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Dp = Hp

∞(T) + Cp(T) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òîé ïîäàëãåáðîé Mp, ïîðîæäåííîé ôóíêöèÿìè èç Hp

∞(T)∪ t̄. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáîáùàåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ñàðàñîíà äëÿ àëãåáðû Äóãëàñà D = D2 (ñì.
[2], ñ. 373). Îáîçíà÷èì D+

p = Dp, D−
p = Dp = {ā : a ∈ Dp}.

Åñëè a ∈ Mp, òî îïåðàòîðû

H±
F(a) = P∓CF(a)P

±, T±
F(a) = P±CF(a)P

±,

íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðàìè Ãàíêåëÿ è Òåïëèöà, ïðèíàäëåæàò
L(Lp(Z)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

CF(a)P
± = H±

F(a) + T±
F(a). (1)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òåîðåìû Ï. Õàðòìàíà
(ñì. [3], ñ. 63) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî p. Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåäåì ëåììó ñ
äîêàçàòåëüñòâîì.

Ëåììà 1. Åñëè a± ∈ D±
p , òî H±

F(a±) ∈ K(Lp(Z)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a+ = h+ + c, ãäå h+ ∈ Hp

∞(T), c ∈ Cp(T). Òîãäà
H+
F(a+) = H+

F(h+) + H+
F(c). Î÷åâèäíî, ÷òî H+

F(h+) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî H+
F(c) ∈

K(Lp(Z)). Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn}+∞
n=1 ⊂ P ,

÷òî lim
n→+∞

‖c− cn‖Mp = 0. Òîãäà

lim
n→+∞

‖H+
F(c) −H+

F(cn)‖ = lim
n→+∞

‖H+
F(c−cn)‖ ≤

≤ lim
n→+∞

‖CF(c−cn)‖ = lim
n→+∞

‖c− cn‖Mp = 0.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû H+
F(cn) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè, òî H+

F(a+) = H+
F(c) ∈

K(Lp(Z)).
Ïóñòü a− ∈ D−

p . Îáîçíà÷èì a+ = ā−. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð
H−
F(a−) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó H+

F(a+) è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå
ïðèíàäëåæèò K(Lp(Z)). •

Ïàðíûìè îïåðàòîðàìè îäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ñâåðòêè áóäåì íàçûâàòü
îïåðàòîðû âèäà:

L = CF(a+)P
+ + CF(a−)P

−, (2)

ãäå a± ∈ D±
p .

2. Ðàññìîòðèì ϕ ∈ Dp. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̃ íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ϕ íà
âíóòðåííîñòü T. Ïóñòü Tr � îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ∈ (0, 1); ϕr � îãðàíè÷åíèå
ϕ̃ íà Tr. ×åðåç G(D±

p ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îáðàòèìûõ â D±
p . Â

ñèëó òåîðåìû Äóãëàñà (ñì. [1], ñ. 81) åñëè ϕ ∈ G(Dp), òî ñóùåñòâóåò òàêîå
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÷èñëî r0, ÷òî ϕr(t) 6= 0, ãäå r0 < r < 1, t ∈ Tr. Ïðè ýòîì èíäåêñ ϕ êîððåêòíî
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ind(ϕ) =
1

2π
∆ arg(ϕr0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dim(ker(L)) ðàçìåðíîñòü ÿäðà îïåðàòîðà L. Îïåðàòîð, ñî-
ïðÿæåííûé ê L, áóäåì îáîçíà÷àòü L∗. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè L ôðåäãîëüìîâ,
òî åãî èíäåêñ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Ind(L) = dim(ker(L))− dim(ker(L∗)).

Òåîðåìà 1. Ïàðíûé îïåðàòîð L âèäà (2) ôðåäãîëüìîâ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

a± ∈ G(D±
p ). (3)

Â ñëó÷àå ôðåäãîëüìîâîñòè:

Ind(L) = −ind(a+ · ā−). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � îïåðàòîð âèäà (2). Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) è
ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî

L = T+
F(a+) + T−

F(a−) + K,

ãäå K = H+
F(a+) + H−

F(a−) ∈ K(Lp(Z)). Ïîñêîëüêó L ôðåäãîëüìîâ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà L−K ôðåäãîëüìîâ, ïðè÷åì Ind(L) = Ind(L−K), òî, íå
íàðóøàÿ îáùíîñòè, äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî K = 0.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Lp(Z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû
ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

Lp(Z) = P+(Lp(Z))⊕ P−(Lp(Z)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T̃±
F(a±) îãðàíè÷åíèå T±

F(a±) íà P±(Lp(Z)). Òîãäà îïåðàòîð L
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ìàòðèöû:

L =

(
T̃+
F(a+) 0

0 T̃−
F(a−)

)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî L ôðåäãîëüìîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôðåäãîëü-
ìîâû îäíîâðåìåííî T̃+

F(a+) è T̃−
F(a−). Â [1], ñ. 78, äîêàçàíî, ÷òî T̃+

F(a±) ôðåäãîëü-
ìîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ (3). Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ T̃−

F(a±).
Ïóñòü L ôðåäãîëüìîâ. Äîêàæåì (4). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L = L+L−, ãäå

L+ =

(
T̃+
F(a+) 0

0 I

)
, L− =

(
I 0

0 T̃−
F(a−)

)
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî L+, L− ôðåäãîëüìîâû. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ind(L) = Ind(L+) + Ind(L−).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

dim(ker(L+)) = dim(ker(T̃+
F(a+))), dim(ker(L∗+)) = dim(ker(T̃+

F(ā+))).

Òîãäà Ind(L+) = Ind(T̃+
F(a+)). Àíàëîãè÷íî, Ind(L−) = Ind(T̃−

F(a−))). Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî

Ind(T̃−
F(a−)) = Ind(T̃+

F(ā−)).

Èçâåñòíî (ñì. [1], ñ. 78), ÷òî Ind(T̃+
F(a+)) = −ind(a+). Òîãäà

Ind(L) = −ind(a+)− ind(ā−) = −ind(a+ · ā−).•

Çàìå÷àíèå 1. Ðàññìîòðèì äâà ïàðíûõ îïåðàòîðà

L1 = CF(a+)P
+ + CF(a−)P

−, L2 = CF(b+)P
+ + CF(b−)P

−,

ãäå a±, b± ∈ D±
p . Î÷åâèäíî, ÷òî L1 + L2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðíûì îïåðàòîðîì.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà P+ + P− = I è ëåììû 1 ïîëó÷àåì

L1L2 = CF(a+)CF(b+)P
+ − CF(a+)H

+
F(b+) + CF(a+)H

−
F(b−)+

+CF(a−)H
+
F(b+) + CF(a−)CF(b−)P

− − CF(a−)H
−
F(b−) =

= CF(a+b+)P
+ + CF(a−b−)P

− + K,

ãäå K ∈ K(Lp(Z)). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé îïåðàòîð L èç íåçàìêíóòîé àëãåá-
ðû, ïîðîæäåííîé ïàðíûìè îïåðàòîðàìè âèäà (2), ïðåäñòàâèì â âèäå

L = CF(c+)P
+ + CF(c−)P

− + K, (5)

ãäå c± ∈ D±
p , K ∈ K(Lp(Z)), è ïîýòîìó ê íåìó ïðèìåíèìà òåðåìà 1.

Çàìå÷àíèå 2. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò Lp-ìóëüòèïëèêàòîðíûé àíà-
ëîã C∗-àëãåáðû Ñàðàñîíà QC âñåõ êâàçèíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé [4]:

QCp = D+
p ∩D−

p .

Â [5] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð èç áàíàõîâîé àëãåáðû U , ïîðîæäåííîé
äåéñòâóþùèìè â L2(Z) ïàðíûìè îïåðàòîðàìè äèñêðåòíîé ñâåðòêè âèäà (2),
ãäå a± ∈ QC, îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå (5), ãäå c± ∈ QC. Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåìà 1 ïðèìåíèìà äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà èç U .

Çàìå÷àíèå 3. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L1 = P+CF(a−) + P−CF(a+),
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ãäå a± ∈ D±
p . Òîãäà L∗1 = CF(ā−)P

+ + CF(ā+)P
−. Ïîñêîëüêó L1 è L∗1 ôðåäãîëü-

ìîâû îäíîâðåìåííî, òî â ñèëó òåîðåìû 1 îïåðàòîð L1 ôðåäãîëüìîâ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ (3). Ïðè÷åì â ñëó÷àå ôðåäãîëüìîâîñòè

Ind(L1) = −Ind(L∗1) = ind(a+ · ā−).

Çàìå÷àíèå 4. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L2 = CF(a−)P
+ + CF(a+)P

−,

ãäå a± ∈ D±
p . Ñ ó÷åòîì (1)

L2 = T+
F(a−) + T−

F(a+) + H+
F(a−) + H−

F(a+).

Âîîáùå ãîâîðÿ, îïåðàòîðû Ãàíêåëÿ H+
F(a−), H−

F(a+) íå ïðèíàäëåæàò èäåàëó
K(Lp(Z)) (ñì. [1], c. 77). Ïîýòîìó ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1, ê îïåðàòîðàì L2 è L∗2 íå ïðèìåíèìû.

Ëèòåðàòóðà

[1] Botcher A., Silbermann B. Analisys of Toeplitz operators Berlin-Heidelberg-
New York: Springer-Verlag. 1990. � 527 p.

[2] Ãàðíåòò Äæ. Îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè Ì.: Ìèð. 1984. �
469 ñ.

[3] Ïåëëåð Â.Â., Õðóùåâ Ñ.Â., Îïåðàòîðû Ãàíêåëÿ, íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ
è ñòàöèîíàðíûå ãàóññîâñêèå ïðîöåññû// Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.
� 1982. � Ò.37, �1(223). � Ñ. 53�124

[4] Sarason D.E. Toeplitz Operators with Piecewise Quasicontinuous Symbols//
Indiana University Mathematics Journal. � 1977. � V.26, �59. � P. 817-838.

[5] Äåóíäÿê Â.Ì., Ñìîëêèí Ã.Ã. Îïåðàòîðû äèñêðåòíîé ñâåðòêè ñ ðàçðûâ-
íûìè ñèìâîëàìè// Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 2007. � Ò.8, �543. �
Ñ. 74-76.

273



Ñîëîäóøêèí Ñ.È.

Ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñ
çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñ ïîñëå-
äåéñòâèåì â óïðàâëåíèè è ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ
ñâåðäëîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ [1]�[3]. Èññëåäîâàíèå
ïðèìûêàåò ê ðàáîòàì [4]�[6].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ïîñëåäåéñòâèåì âèäà

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ) +

∫ 0

−τ

A(s)x(t + s) ds+

Bu(t) + B∆u(t−∆) +

∫ 0

−∆

B(ζ)u(t + ζ) dζ.

(1)

Çäåñü τ è ∆ � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû,
A,Aτ � ïîñòîÿííûå n× n ìàòðèöû,
B, B∆� ïîñòîÿííûå n× r ìàòðèöû,
A(·) �n× n ìàòðèöû ñ íåïðåðûâíûìè íà [−τ ; 0] ýëåìåíòàìè,
B(·) �n× r ìàòðèöû ñ íåïðåðûâíûìè íà [−∆; 0] ýëåìåíòàìè,
x ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð (òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ),
u ∈ Rr � óïðàâëåíèå.

Óïðàâëåíèå ñèñòåìîé (1) îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà êîíå÷íîìåðíîãî
âåêòîðà u(t) ∈ Rr, ïðè ýòîì ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè ïðåäûñòîðèÿ óïðàâëåíèÿ
u(t + ·) = {u(t+ζ), −∆ ≤ ζ < 0}, à òàêæå ïðåäûñòîðèÿ òðàåêòîðèè x(t + ·) =
{x(t + s), −τ ≤ s < 0}.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.
Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÔÄÓ) (1) íåîá-
õîäèìî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t çíàòü âåêòîð x(t), à òàêæå ôóíêöèè
ïðåäûñòîðèè u(t + ζ), −∆ ≤ ζ < 0, è x(t + s), −τ ≤ s < 0. Ïîýòîìó ôàçî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì ÔÄÓ äîëæíî áûòü íå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn,
à íåêîòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ó÷èòûâàÿ ðàçäåëåíèå êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
â ñòðóêòóðå ÔÄÓ, óäîáíî â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàòü
H = Rn×Q(n)[−τ ; 0)×Q(r)[−∆; 0). Çäåñü Q(n)[−τ ; 0) � ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ íà [−τ ; 0) n-ìåðíûõ ôóíêöèé, Q(r)[−∆; 0) � ïðîñòðàíñòâî êóñî-
÷íî-íåïðåðûâíûõ íà [−∆; 0) r-ìåðíûõ ôóíêöèé. Ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû (1) áó-
äåì íàçûâàòü òðîéêó {x(t); x(t + s), s ∈ [−τ ; 0); u(t + ζ), ζ ∈ [−∆; 0)} ∈ H.
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Óñëîâíàÿ çàïèñü ÔÄÓ.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÔÄÓ, ñëåäóÿ [4]. Â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå H ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òðîé-
êè {x(t); x(t + s), s ∈ [−τ ; 0); u(t + ζ), ζ ∈ [−∆; 0)}. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå
{x, y(·), w(·)}
{= x(t); x(t+s), s ∈ [−τ ; 0); u(t+ζ), ζ ∈ [−∆; 0)}, ïðèäåì ê ñëåäóþùåé óñëîâ-
íîé çàïèñè ñèñòåìû (1)

ẋ = Ax+Aτy(−τ)+

∫ 0

−τ

A(s)y(s) ds+Bu(t)+B∆w(−∆)+

∫ 0

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ. (2)

Óïðàâëåíèå.
Ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ òðîéêà {x, y(·), w(·)} ∈ H, ïîýòîìó óïðàâ-
ëåíèå äëÿ ñèñòåìû (2) èùåòñÿ â êëàññå îòîáðàæåíèé u[t, x, y(·), w(·)] : R ×
Rn × Q(n)[−τ ; 0) × Q(r)[−∆; 0) → Rr. Êîíêðåòíî, â êëàññå ëèíåéíûõ îòîáðà-
æåíèé

u[x, y(·), w(·)] = Ex +

∫ 0

−τ

Lτ (s)y(s) ds +

∫ 0

−∆

L∆(ζ)w(ζ) dζ. (3)

Çäåñü E �ïîñòîÿííàÿ r × n ìàòðèöà,
Lτ (·) � r × n ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−τ ; 0] ýëåìåíòàìè,
L∆(·) � r × r ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−∆; 0] ýëåìåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 1 Îòîáðàæåíèå u[t, x(t), y(·), w(·)] : R × Rn × Q(n)[−τ ; 0) ×
Q(r)[−∆; 0) → Rr íàçûâàåòñÿ ñèíòåçîì óïðàâëåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ íà÷àëü-
íûõ äàííûõ {t0, x0(t), y0(·), w0(·)} ∈ R × Rn × Q(n)[−τ ; 0) × Q(r)[−∆; 0) ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {x(t), u(t)}, t > 0, ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî�
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




ẋ = Ax + Aτy(−τ) +

∫ 0

−τ

A(s)y(s) ds + Bu + B∆w(−∆) +

∫ 0

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ

u = Ex +

∫ 0

−τ

Lτ (s)y(s) ds +

∫ 0

−∆

L∆(ζ)w(ζ) ds

(4)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè





x(0) = x0,
x(t0 + s) = y0(s), −τ ≤ s < 0,
u(t0 + ζ) = w0(ζ), −∆ ≤ ζ < 0.

(5)

Ïàðà {x(t), u(t)}, t > 0, íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîöåññîì, à ôóíêöèÿ
x(t), t > 0, � òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (2), ñîîòâåòñòâóþùåé óïðàâëåíèþ (3),
íà÷àëüíîìó ìîìåíòó t0 è íà÷àëüíîé ïîçèöèè p0 = {x0, y0, w0}.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü è äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0.

275



Ñèñòåìà (4), íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé óïðàâëå-
íèþ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (3).

Åñëè ìàòðèöû Lτ (·) è L∆(·) êðîìå òîãî, ÷òî íåïðåðûâíû, èìåþò êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, òî îòîáðàæåíèå (3) áóäåò èìåòü â êàæäîé òî÷êå
{x, y(·), w(·)} ïðîèçâîäíûå:

∂u[x, y(·), w(·)]
∂t

= 0,
∂u[x, y(·), w(·)]

∂x
= E,

∂yu[x, y(·), w(·)] = Lτ (0)x− Lτ (−τ)y(−τ) +

∫ 0

−τ

dLτ (s)

ds
y(s) ds,

∂wu[x, y(·), w(·)] = L∆(0)u− L∆(−∆)w(−∆) +

∫ 0

−∆

dL∆(ζ)

dζ
y(ζ) dζ.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî t îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3), ïðèäåì ê ñèñòåìå




ẋ = Ax + Aτy(−τ) +

∫ 0

−τ

A(s)y(s) ds+

Bu + B∆w(−∆) +

∫ 0

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ,

u̇ = Eẋ + Lτ (0)x− Lτ (−τ)y(−τ) +

∫ 0

−τ

dLτ (s)

ds
y(s) ds+

L∆(0)u− L∆(−∆)w(−∆) +

∫ 0

−∆

dL∆(ζ)

dζ
w(ζ) dζ.

(6)

Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6) âìåñòî ẋ âî âòî-
ðîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå




ẋ = Ax + Aτy(−τ) +
∫ 0

−τ
A(s)y(s) ds+

Bu + B∆w(−∆) +
∫ 0

−∆
B(ζ)w(ζ) dζ,

u̇ = [EA + Lτ (0)]x + [EAτ − Lτ (−τ)]y(−τ) +
∫ 0

−τ

[
EA(s) +

Lτ (s)
ds

]
y(s) ds+

[EB + L∆(0)]u + [EB∆ − L∆(−∆)]w(−∆) +
∫ 0

−∆

[
EB(ζ) +

L∆(ζ)
dζ

]
y(ζ) dζ.

(7)

Òåîðåìà 1 Ïóñòü â ñèñòåìå (4) ìàòðèöû Lτ (·) è L∆(·) íåïðåðûâíû è èìå-
þò êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ïîçè-
öèè p0 = {x0, y0, w0} ∈H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ
{x(·), u(·)}, óäîâëåòâîðÿþùèé

1. ñèñòåìå (4) ïðè t > 0,

2. íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (5),
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3. óñëîâèþ u(0) = Ex0 +

∫ 0

−τ

Lτ (s)y
0(s) ds +

∫ 0

−∆

L∆(ζ)w0(ζ) ds.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé
ïðè t > 0 è óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (7).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåì ïîòîì, à ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå
ñèñòåìû (7) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Eκ[x

0, y0(·), u0, w0(·)], κ > 0, ñîñòî-
ÿùåå èç ïàð ôóíêöèé {x(t), u(t)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. x(·) : [−τ ; κ] → Rn, u(·) : [−∆; κ] → Rr íåïðåðûâíû íà [0; κ];

2. x(0) = x0, u(0) = u0;

3. x(s) = y0(s), s ∈ [−τ ; 0);

4. u(s) = w0(s), s ∈ [−∆; 0).

Ñèñòåìó (7) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå
(

ẋ(t)
u̇(t)

)
= F [t, x, y(·), u, w(·)],

ãäå
F [t, x, y(·), u, w(·)] =




Ax + Aτy(−τ) +

∫ 0

−τ

A(s)y(s) ds+

Bu + B∆w(−∆) +

∫ 0

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ

(EA + Lτ (0))x + (EAτ − Lτ (−τ))y(−τ) +

∫ 0

−τ

[
EA(s) +

Lτ (s)

ds

]
y(s) ds+

(EB + L∆(0))u + (EB∆ − L∆(−∆))w(−∆) +

∫ 0

−∆

[
EB(ζ) +

L∆(ζ)

dζ

]
y(ζ) dζ




.

Ñïðàâåäëèâà (ñì. [4], ñòð. 73)

Òåîðåìà 2 Ïóñòü îòîáðàæåíèå F [t, x, y(·), u, w(·)]
1) ëîêàëüíî ëèïøåöèâî ïî {x, y(·), u, w(·)}, ò.å. äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà D ⊂ Rn × Q(n)[−τ ; 0) × Rr × Q(r)[−∆; 0) ñóùåñòâóþò ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû L1, L2, L3, L4 òàêèå, ÷òî ïðè {x1, y1(·), u1, w1(·)},
{x2, y2(·), u2, w2(·)} ∈ D

∥∥∥F [t, x1, y1(·), u1, w1(·)]− F [t, x2, y2(·), u2, w2(·)]
∥∥∥ 6

6 L1‖x1 − x2‖Rn + L2‖y1(·)− y2(·)‖Q(n)[−τ ;0) + L3‖u1 − u2‖Rr+

L4‖w1(·)− w2(·)‖Q(r)[−∆;0);
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2) íåïðåðûâíî ïî ñäâèãó, ò.å. äëÿ êàæäîé ïÿòåðêè {t0, x0, y0(·), u0, w0(·)} ∈
R×Rn×Q(n)[−τ ; 0)×Rr×Q(r)[−∆; 0) ñóùåñòâóåò κ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
{x(·), u(·)} ∈ Eκ[x

0, y0(·), u0, w0(·)] ôóíêöèÿ Ψ(t) = F [t, x, y(·), u, w(·)] íåïðå-
ðûâíà íà [t0; t0 + κ].

Òîãäà äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ {t0, x0, y0(·), u0, w0(·)} ∈ R × Rn ×
Q(n)[−τ ; 0) × Rr × Q(r)[−∆; 0) ñóùåñòâóåò κ ∈ (0; κ] òàêîå, ÷òî íà îòðåçêå
[t0−min{τ, ∆}; t0+κ] ðåøåíèå ñèñòåìû (7), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòâåòñòâó-
þùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Îòîáðàæåíèå F [t, x, y(·), u, w(·)] óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (7) êàê ñèñòåìó ëè-

íåéíûõ àâòîíîìíûõ ÔÄÓ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ {x(·), u(·)}, ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè





x(t0) = x0,
x(t0 + s) = y0(s), s ∈ [−τ, 0),

u(t0) = Ex0 +

∫ 0

−τ

Lτ (s)y
0(s) ds +

∫ 0

−∆

L∆(ζ)w0(ζ) ds,

u(t0 + ζ) = w0(ζ), ζ ∈ [−∆, 0)

(8)

Çàäà÷à Êîøè (7)�(8) ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
{x∗(·), u∗(·)}. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ðåøåíèå îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0 (ñì. [7]).
Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà {x∗(·), u∗(·)} ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîöåññîì è óäîâëå-
òâîðÿåò ñèñòåìå (4).

Òàê êàê u∗(·), t ≥ 0, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

u̇∗ =

[EA + Lτ (0)]x∗ + [EAτ − Lτ (−τ)]y∗(−τ) +

∫ 0

−τ

[
EA(s) +

dLτ (s)

ds

]
y∗(s) ds+

[EB + L∆(0)]u∗ + [EB∆ − L∆(−∆)]w∗(−∆) +

∫ 0

−∆

[
EB(ζ) +

dL∆(ζ)

dζ

]
y∗(ζ) dζ,

òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ẋ∗ = Ax∗ + Aτy
∗(−τ) +

∫ 0

−τ

A(s)y∗(s) ds+

Bu∗ + B∆w∗(−∆) +

∫ 0

−∆

B(ζ)w∗(ζ) dζ,

ïîëó÷àåì

u̇∗ = Eẋ∗ + Lτ (0)x∗ − Lτ (−τ)y∗(−τ) +

∫ 0

−τ

dLτ (s)

ds
y∗(s) ds+

L∆(0)u∗ − L∆(−∆)w∗(−∆) +

∫ 0

−∆

dL∆(ζ)

dζ
w∗(ζ) dζ.
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Äàëåå èíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ

u∗(t)− u∗(0) = E[x∗(t)− x∗(0)] +

∫ 0

−τ

Lτ (s)y
∗(s) ds−

∫ 0

−τ

Lτ (s)y
0(s) ds+

∫ 0

−∆

L∆(ζ)w∗(ζ) ds−
∫ 0

−∆

L∆(ζ)w0(ζ) ds.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u∗(0) = Ex∗(0) +

∫ 0

−τ

Lτ (s)y
0(s) ds +

∫ 0

−∆

L∆(ζ)w0(ζ) ds, ïîëó-
÷àåì

u∗(t) = Ex∗(t) +

∫ 0

−τ

Lτ (s)y
∗(s) ds +

∫ 0

−∆

L∆(ζ)w∗(ζ) ds.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà (4) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (7), åñëè ìàòðèöû Lτ (·)

è L∆(·) íåïðåðûâíû è èìåþò êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà [−τ, 0) è
[−∆, 0) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàáîòàòü èìåííî ñ òàêèìè ìàòðèöàìè
Lτ (·) è L∆(·) íå îãîâàðèâàÿ ýòî êàæäûé ðàç îñîáî.

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè.
Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñòàáèëèçèðóþùèõ
óïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåìû (1).

Îïðåäåëåíèå 2 Ëèíåéíîå óïðàâëåíèå (3) ñòàáèëèçèðóåò ñèñòåìó (1), åñ-
ëè òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7) àñèìïòîòè÷åñêè x-óñòîé÷èâî, ò.å.
óñòîé÷èâî ïî ïåðåìåííîé x.

Îòìåòèì, ÷òî èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (7) ïî âñåì ïåðåìåííûì ñëå-
äóåò x-óñòîé÷èâîñòü, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîñòðîåíèè
óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî âñÿ ñèñòåìà (7) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â ðàñ-
ñìîòðåíèå íåêîòîðîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà è çàìåíà çàäà÷è
ñòàáèëèçàöèè çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ñîñòîèò èìåí-
íî â ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû, ïîýòîìó ñòðóêòóðó è êîýôôèöèåíòû ôóíêöèî-
íàëà íàäî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû óïðîñòèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó.

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ
ïîñëåäåéñòâèåì ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ðèê-
êàòè (ÎÓÐ) (ïîäðîáíåå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå). Ñåðüåçíîé òðóäíîñòüþ, âîç-
íèêàþùåé íà ïóòè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÓÐ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó àëãåáðàè-
÷åñêèõ, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÎÓÐ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè
è íåýôôåêòèâíûìè, ïîýòîìó îñîáåííî îñòðî âñòàåò âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ñïî-
ñîáîâ óïðîùåíèÿ ñèñòåìû ÎÓÐ è ïîñëåäóþùåãî å¼ ðåøåíèÿ.
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Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ÿâíîãî ñâåäåíèÿ ñèñòåìû ê îäíîìó àëãåáðàè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä îñíîâàí
íà èäåå ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ â ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà.

Îáîáùåííûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà.
Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ àíàëèòè÷åñêîìó êîíñòðóèðîâàíèþ ðåãóëÿ-
òîðîâ, ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âèäà

J∗ =

∫ ∞

0

(
x′Φ0x + u′Mu

)
dt.

Îäíàêî, ïîñêîëüêó âûáîð ñòðóêòóðû ââîäèìîãî ôóíêöèîíàëà ïîä÷èíåí òðå-
áîâàíèÿì çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè, òî âûãîäíåå ðàññìîòðåòü ôóíêöèîíàë âèäà

J = J [x(·), u(·)] =

∫ ∞

0

[
x′Φ0x + u′Mu+

2x′
∫ 0

−τ

Φ1(s)y(s) ds +

∫ 0

−τ

y′(s)Φ2(s)y(s) ds+
∫ 0

−τ

∫ 0

−τ

y′(s)Φ3(s, ν)y(ν) ds dν + y′(−τ)Φ4y(−τ)+

2x′
∫ 0

−∆

Ψ1(s)w(s) ds +

∫ 0

−∆

w′(s)Ψ2(s)w(s) ds+
∫ 0

−∆

∫ 0

−∆

w′(s)Ψ3(s, ν)w(ν) ds dν + w′(−∆)Ψ4w(−∆)+

2y′(−τ)

∫ 0

−∆

Υ1(s)w(s) ds + y′(−τ)Υ2(s)w(−∆)+

2

∫ 0

−τ

∫ 0

−∆

y′(s)Υ3(s, ν)w(ν) ds dν
]
dt.

(9)

Çäåñü Φ0 è Φ4 � ïîñòîÿííûå ñèììåòðè÷íûå n×n ìàòðèöû; Φ1(s) � n×n ìàò-
ðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−τ ; 0] êîýôôèöèåíòàìè; Φ2(s) � ñèììåò-
ðè÷íàÿ n× n ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−τ ; 0] êîýôôèöèåíòàìè;
Φ3(s, ν) � n×n ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−τ ; 0]×[−τ ; 0] êîýôôè-
öèåíòàìè; Ψ1(s) � n×r ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−∆; 0] êîýôôè-
öèåíòàìè; Ψ2(s) � ñèììåòðè÷íàÿ r× r ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà
[−∆; 0] êîýôôèöèåíòàìè; Ψ3(s, ν) � r × r ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè
íà [−∆; 0] × [−∆; 0] êîýôôèöèåíòàìè; Ψ4 � ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ r × r
ìàòðèöà; Υ1(s) � n × r ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−∆; 0] êîýô-
ôèöèåíòàìè; Υ2 � ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ n× r ìàòðèöà;Ψ3(s, ν) � n× r
ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−τ ; 0] × [−∆; 0] êîýôôèöèåíòàìè; M
ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ r × r ìàòðèöà.

Ìàòðèöû Φ0, ..., Υ3 ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè çàðàíåå íå ôèêñèðîâàííûìè ïà-
ðàìåòðàìè; ðàñïîðÿæàÿñü èìè ìû ñìîæåì óïðîñòèòü ñèñòåìó ÎÓÐ è ïðåä-
ëîæèì ýôôåêòèâíûé ìåòîä å¼ ðåøåíèÿ.
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Âñå ñëàãàåìûå êðîìå âòîðîãî â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè îáîçíà÷èì
Z = Z[x(·), u(·)]. Òåïåðü J ìîæíî çàïèñàòü êîðîòêî òàê

J [x(·), u(·)] =

∫ ∞

0

[
Z[x(·), u(·)] + u′Mu

]
dt.

Îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.

Ïðè ïîñòðîåíèè ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå òåîðèè ÀÊÎÐ ïðèíöèïèàëü-
íûì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû ÎÓÐ, îïèñûâàþùåé êîýôôèöè-
åíòû óïðàâëåíèÿ. Íèæå ìû âûâåäåì ÎÓÐ. Îòìåòèì, ÷òî ÎÓÐ âûâîäÿòñÿ íà
îñíîâå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W [x, y(·), w(·)] � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
êà÷åñòâà äëÿ çàäà÷è (4), (9) â ïîçèöèè {x, y(·), w(·)} ∈ H.

Òåîðåìà 3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (4), (9) è
W [x, y(·), w(·)] èìååò âèä

W = W [x, y(·), w(·)] = x′Px+

2x′
∫ 0

−τ

D(s)y(s) ds +

∫ 0

−τ

∫ 0

−τ

y′(s)R(s, ν)y(ν) ds dν +

∫ 0

−τ

y′(s)Π(s)y(s) ds+

2x′
∫ 0

−∆

Λ(s)w(s) ds +

∫ 0

−∆

∫ 0

−∆

w′(s)Θ(s, ν)w(ν) ds dν +

∫ 0

−∆

w′(s)Ξ(s)w(s) ds+

2

∫ 0

−τ

∫ 0

−∆

y′(s)β(s, ν)w(ν) ds dν + 2y′(−τ)

∫ 0

−∆

γ(s)w(s) ds.

(10)
Çäåñü

1. P � ñèììåòðè÷íàÿ n× n ìàòðèöà

2. ýëåìåíòû n × n ìàòðèö D(·) è Π(·) íåïðåðûâíû è êóñî÷íî-
äèôôåðåíöèðóåìû íà [−τ, 0]

3. ýëåìåíòû n × r ìàòðèö Λ(·) è Ξ(·) íåïðåðûâíû è êóñî÷íî-
äèôôåðåíöèðóåìû íà [−∆, 0]

4. ýëåìåíòû n× n ìàòðèöû R(·, ·) è å¼ ïðîèçâîäíûõ ∂R(s, ν)

∂s
è ∂R(s, ν)

∂s
íåïðåðûâíû âñþäó íà [−τ, 0] × [−τ, 0] èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ëèíèþ
s = ν

5. ýëåìåíòû n× r ìàòðèöû Θ(·, ·) è å¼ ïðîèçâîäíûõ ∂Θ(s, ν)

∂s
è ∂Θ(s, ν)

∂s
íåïðåðûâíû âñþäó íà [−∆, 0]× [−∆, 0] èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, ëèíèþ
s = ν

6. äëÿ ìàòðèöû R(·, ·) âûïîëíåíî óñëîâèå R(s, ν) = R′(ν, s) íà [−τ, 0] ×
[−τ, 0]

281



7. äëÿ ìàòðèöû Θ(·, ·) âûïîëíåíî óñëîâèå Θ(s, ν) = Θ′(ν, s) íà [−∆, 0] ×
[−∆, 0].

8. ýëåìåíòû n × r ìàòðèöû β(·, ·) è å¼ ïðîèçâîäíûõ ∂β(s, ν)

∂s
è ∂β(s, ν)

∂s
íåïðåðûâíû âñþäó íà [−τ, 0]× [−∆, 0],

9. ýëåìåíòû n×r ìàòðèöû γ(·) íåïðåðûâíû è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìû
íà [−∆, 0]

Òîãäà ìàòðèöû P, D(·), R(·, ·), Π(·), Λ(·), Θ(·, ·), Ξ(·) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû ÎÓÐ
P ′A + A′P + D(0) + D′(0) + Π(0) + Φ0 = [P ′B + Λ(0)]K[B′P + Λ′(0)]
dD(s)

ds
= P ′A(s) + A′D(s) + R(0, s)− [P ′B + Λ(0)]K[B′D(s) + β′(s, 0)] + Φ1(s)

dΛ(s)

ds
= P ′B(s) + A′Λ(s) + β(0, s)− [P ′B + Λ(0)]K[B′Λ(s) + Θ(0, s)] + Ψ1(s)

d Π(s)

ds
= Φ2(s)

d Ξ(s)

ds
= Ψ2(s)

∂R(s, ν)

∂s
+

∂R(s, ν)

∂ν
= D′(s)A(ν) + A′(ν)D(s)−

[D′(s)B + β(s, 0)]K[B′D(ν) + β′(ν, 0)] + Φ3(s, ν)
∂Θ(s, ν)

∂s
+

∂Θ(s, ν)

∂ν
= Λ′(s)B(ν) + B′(ν)Λ(s)−

[Λ′(s)B + Θ(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)] + Ψ3(s, ν)
∂β(s, ν)

∂s
+

∂β(s, ν)

∂ν
= D′(s)B(ν) + A′(s)Λ(s)−

[D′(s)B + β(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)] + Υ3(s, ν)
d γ(s)

ds
= A′

τΛ(s)− β(−τ, s) + γ(0)K[B′Λ(s) + Θ(0, s)] + Υ1(s)

(11)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

D(−τ) = P ′Aτ + γ(0)K[B′P + Λ′(0)]
Λ(−∆) = P ′B∆

Π(−τ) = Φ4 + γ(0)Kγ′(0)
Ξ(−∆) = Ψ4

R(−τ, s) = A′
τD(s) + γ(0)K[B′D(s) + β′(s, 0)]

Θ(−∆, s) = B′
∆Λ(s)

β′(s,−∆) = B′
∆D(s)

γ(−∆) = Υ2

(12)

è óñëîâèÿìè ñèììåòðèè P = P ′, R(s, ν) = R′(ν, s), Θ(s, ν) = Θ′(ν, s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñâîéñòâ ìàòðèö
D(·), R(·, ·), Π(·), Λ(·), Θ(·, ·), Ξ(·), β(·, ·) ôóíêöèîíàë W [x, y(·), w(·)] ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíî äèôôåðåíöèðóåìûì â êàæäîé ïîçèöèè (x, y(·), w(·)) ∈ H.
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Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

α(u) =
∂W ′[x, y(·), w(·)]

∂x

[
Ax + Aτy(−τ) +

∫ 0

−τ

A(s)y(s) ds+

Bu + B∆w(−∆) +

∫ 0

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ

]
+

∂yW [x, y(·), w(·)] + ∂wW [x, y(·), w(·)] + Z[x, y(·), w(·)] + u′Mu.
(13)

Òàê êàê ôóíêöèîíàë W [(x, y(·), w(·)] íå óáûâàåò âäîëü äîïóñòèìûõ òðà-
åêòîðèé, à âäîëü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ïîñòîÿíåí, òî îïòèìàëüíîå ñòàáè-
ëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå u∗(x, y(·), w(·)) äîëæíî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ
α(u) è, áîëåå òîãî, α(u∗(x, y(·), w(·)) = 0. Ôóíêöèÿ α(u) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìîé îòíîñèòåëüíî u ∈ Rr; ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂2α(u)

∂2u
= 2(Ξ(0) + M) > 0,

çíà÷åíèå u∗, ìèíèìèçèðóþùåå α(u), ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ñîîòíîøåíèÿ

∂α(u)

∂u
= 0.

Íàéäåì ãðàäèåíò è èíâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå.

∂W

∂x
= 2Px + 2

∫ 0

−τ

D(s)y(s) ds + 2

∫ 0

−∆

Λ(s)w(s) ds,

∂yW = 2x′D(0)x− 2x′D(−τ)y(−τ)− 2x′
∫ 0

−τ

dD(s)

ds
y(s) ds+

x′
∫ 0

−τ

(R(0, s) + R′(s, 0))y(s) ds− y′(−τ)

∫ 0

−τ

(R(−τ, s) + R′(s,−τ))y(s) ds−
∫ 0

−τ

∫ 0

−τ

y′(s)
(

∂R(s, ν)

∂s
+

∂R(s, ν)

∂ν

)
y(ν) ds+

x′Π(0)x− y′(−τ)Π(−τ)y(−τ)−
∫ 0

−τ

y′(s)
d Π(s)

ds
y(−τ) ds+

2x′
∫ 0

−∆

β(0, s)w(s) ds− 2y′(−τ)

∫ 0

−∆

β(−τ, s)w(s) ds−

2

∫ 0

−τ

∫ 0

−∆

y′(s)
∂β(s, ν)

∂s
w(ν) ds dν,
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∂wW = 2x′Λ(0)u− 2x′Λ(−∆)w(−∆)− 2x′
∫ 0

−∆

d Λ(s)

ds
w(s) ds+

u′
∫ 0

−∆

(Θ(0, s) + Θ′(s, 0))w(s) ds− w′(−∆)

∫ 0

−∆

(Θ(−∆, s) + Θ′(s,−∆))w(s) ds−
∫ 0

−∆

∫ 0

−∆

w′(s)
(

∂Θ(s, ν)

∂s
+

∂Θ(s, ν)

∂ν

)
w(ν) ds+

u′Ξ(0)u− w′(−∆)Ξ(−∆)w(−∆)−
∫ 0

−∆

w′(s)
d Ξ(s)

ds
w(−∆) ds+

2

∫ 0

−τ

y′(s)β(s, 0) dsu− 2

∫ 0

−τ

y′(s)β(s,−∆) dsw(−∆)−

2

∫ 0

−τ

∫ 0

−∆

y′(s)
∂β(s, ν)

∂ν
w(ν) ds dν+

2y′(−τ)γ(0)u− 2y′(−τ)γ(−∆)w(−∆)− 2y′(−τ)

∫ 0

−∆

d γ(s)

ds
w(s) ds,

∂α(u)

∂u
= B′∂W

∂x
+ 2Λ′(0)x +

∫ 0

−∆

(Θ(0, s) + Θ′(s, 0))w(s) ds+

2

∫ 0

−τ

β′(s, 0)y(s) ds + 2γ′(0)y(−τ) + 2Ξ(0)u + 2Mu = 0.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ∂W
∂x

è âûðàçèâ u, ïîëó÷èì

u∗ = −[Ξ(0) + M ]−1

[
B′

(
Px +

∫ 0

−τ

D(s)y(s) ds +

∫ 0

−∆

Λ(s)w(s) ds

)
+

γ′(0)y(−τ)Λ′(0)x +

∫ 0

−∆

Θ(0, s)w(s) ds +

∫ 0

−τ

β′(s, 0)y(s) ds

]
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå K = [Ξ(0) + M ]−1, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ u∗ â âèäå

u∗ = −K

[(
B′P + Λ′(0)

)
x +

∫ 0

−τ

(
B′D(s)y(s) + β′(s, 0)

)
y(s) ds+

γ′(0)y(−τ) +

∫ 0

−∆

(
B′Λ(s) + Θ(0, s)

)
w(s) ds

]
.

(14)

Îïóñòèì ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðàâåíñòâå α(u∗) = 0, ò.ê. îíè íå ïðåäñòàâëÿ-
þò ïðèíöèïèàëüíîé ñëîæíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî òðîéêà {x, y(·), w(·)} ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì èç H, ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë
α(u∗(x, y(·), w(·))) ðàâåí íóëþ, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Îòñþäà
è ïîëó÷àåì èñêîìûå óðàâíåíèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íî-
ñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ßâíûå ðåøåíèÿ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè.

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ ÿâíûõ ðåøåíèé ÎÓÐ. Ïîä-
õîä îñíîâàí íà ïîäõîäÿùåì âûáîðå ìàòðèö Φ0, Φ1, Φ2, Φ3, Φ4, Ψ1, Ψ2, Ψ3, Ψ4,
Υ1, Υ2, Υ3 â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà (9). Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ìàòðèöû
Φ0, ..., Υ3 ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû P, D(s), R(s, ν), Λ(s), Θ(s, ν), β(s, ν),
γ(s) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óïðîñòèòü ñèñòåìó.

Φ0 = Cφ0

Φ1 = −P ′A(s)−R(0, s) + [P ′B + Λ(0)]K[B′D(s) + β′(s, 0)]
Φ2 = φ(s)
Φ3 = −D′(s)A(ν)− A′(ν)D(s) + [D′(s)B + β(s, 0)]K[B′D(ν) + β′(ν, 0)]
Φ4 = Cφ4

Ψ1 = −P ′B(s)− β(0, s) + [P ′B + Λ(0)]K[B′Λ(s) + Θ(0, s)]
Ψ2 = ψ(s)
Ψ3 = −Λ′(s)B(ν)−B′(ν)Λ(s) + [Λ′(s)B + Θ(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)]
Ψ4 = Cψ4

Υ1(s) = −A′
τΛ(s) + β(−τ, s) + γ(0)K[B′Λ(s) + Θ(0, s)] + υ(s)

Υ2 = −
∫ 0

−∆

υ(s) ds

Υ3 = −D′(s)B(ν)− A′(s)Λ(s) + [D′(s)B + β(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)]
(15)

Çäåñü Cφ0, Cφ4, Cψ4, φ(s), ψ(s), υ(s)-ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçìåðíîñòåé.

Ñèñòåìà ÎÓÐ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåñîâûì ìàòðèöàì (15), çàìåòíî óïðî-
ùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

P ′A + A′P + D(0) + D′(0) + Π(0) + Cφ0 = [P ′B + Λ(0)]K[B′P + Λ′(0)]
dD(s)

ds
= A′D(s)

dΛ(s)

ds
= A′Λ(s)

d Π(s)

ds
= φ2(s)

d Ξ(s)

ds
= ψ2(s)

∂R(s, ν)

∂s
+

∂R(s, ν)

∂ν
= 0

∂Θ(s, ν)

∂s
+

∂Θ(s, ν)

∂ν
= 0

∂β(s, ν)

∂s
+

∂β(s, ν)

∂ν
= 0

d γ(s)

ds
= υ(s)

(16)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

D(−τ) = P ′Aτ

Λ(−∆) = P ′B∆

Π(−τ) = Cφ4

Ξ(−∆) = Cψ4

R(−τ, s) = A′
τD(s)

Θ(−∆, s) = B′
∆Λ(s)

β′(s,−∆) = B′
∆D(s)

γ(−∆) = −
∫ 0

−∆

υ(s) ds

(17)

è óñëîâèÿìè ñèììåòðèè P = P ′, R(s, ν) = R′(ν, s), Θ(s, ν) = Θ′(ν, s).

Òåîðåìà 4 Ïóñòü â ñèñòåìå ÎÓÐ Cφ0, Cφ4, Cψ4 � ñèììåòðè÷íûå ìàò-
ðèöû; φ(s) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà
[−τ ; 0] êîýôôèöèåíòàìè; ψ(s), υ(s) � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ñ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûìè íà [−∆; 0] êîýôôèöèåíòàìè . Ïóñòü P ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

PA + A′P + eA′τPAτ + A′
τPeAτ +

∫ 0

−τ

φs(ζ) dζ + Cφ4 + Cφ0 =

[PB + eA′∆PB∆]K[B′P + B∆PeA∆],

à ìàòðèöû D(s), Λ(s), Π(s), Σ(s), R(s, ν), Θ(s, ν), β(s, ν), γ(s) çàäàíû ïî
ôîðìóëàì

D(s) = eA′(s+τ)P ′Aτ , Π(s) =

∫ s

−τ

φ2(ζ) dζ + Cφ4,

Λ(s) = eA′(s+∆)P ′B∆, Ξ(s) =

∫ s

−∆

ψ2(ζ) dζ + Cψ4,

R(s, ν) =

{
T (s)D(ν), (s, ν) ∈ Ωτ1,
D′(s)T ′(ν), (s, ν) ∈ Ωτ2

Θ(s, ν) =

{
Q(s)Λ(ν), (s, ν) ∈ Ω∆1,
Λ′(s)Q′(ν), (s, ν) ∈ Ω∆2

β(s, ν) = D′(s− ν −∆)B∆, γ(s) =

∫ s

0

υ(ζ) dζ,

ãäå
Ωτ1 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0]× [−τ, 0] : s < ν},
Ωτ2 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0]× [−τ, 0] : s > ν},

Ω∆1 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0]× [−∆, 0] : s < ν},
Ω∆2 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0]× [−∆, 0] : s > ν},
T (s) = A′

τe
−A′(s+τ), Q(s) = B′

∆e−A′(s+∆).

Òîãäà ìàòðèöû P, D(s), Π(s), R(s, ν), Λ(s), Ξ(s), Θ(s, ν), β(s, ν), γ(s) ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèåì ÎÓÐ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ íàèáîëåå òðóäíûõ ñëó÷àåâ
Ìàòðèöà R(s, ν). Â îáëàñòè Ωτ1 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0] × [−τ, 0] : s < ν} èìååì
R(s, ν) = T (s)D(ν), ïîýòîìó ∂R(s, ν)

∂s
+

∂R(s, ν)

∂ν
=

d T (s)

ds
D(ν)+T (s)

d D(s)

ds
=

d T (s)

ds
D(ν) + T (s)A′D(ν) =

(
d T (s)

ds
+ T (s)A′

)
D(ν) = 0. Ïîñêîëüêó D(ν) 6=

0, òî èìååì d T (s)

ds
= −T (s)A′. Îòêóäà ïîëó÷àåì T (s) = CT e−A′(s+τ).

Êîíñòàíòó CT íàéäåì èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ R(−τ, ν) = T (−τ)D(ν) =
[ãðàíè÷íîå óñëîâèå] = A′

τD(ν); ñëåäîâàòåëüíî, T (−τ) = A′
τ . Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû T (−τ) = CT e0; ñîïîñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì CT = A′
τ

è
R(s, ν) = A′

τe
−A′(s+τ)D(ν), (s, ν) ∈ Ωτ1.

Â îáëàñòè Ωτ2 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0]× [−τ, 0] : s > ν} ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî.
Ìàòðèöà β(s, ν). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∂β(s, ν)

∂s
+

∂β(s, ν)

∂ν
= 0, ò.å. âîñüìîãî

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (16) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå β(s, ν) = β̃(s − ν). Â ñèëó
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ èìååì β(s,−∆) = β̃(s + ∆) = [ãðàíè÷íîå óñëîâèå] =
D′(s)B∆. Îòêóäà íàõîäèì β̃(s− ν) = D′(s− ν −∆)B∆ è â èòîãå ïîëó÷àåì

β(s, ν) = D′(s− ν −∆)B∆.

Ìàòðèöà γ(s). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ d γ(s)

ds
= υ(s), ò.å. ïîñëåäíåãî óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû (16), èìååò âèä γ(s) =

∫ s

−∆

υ(ζ) dζ+Cγ. Êîíñòàíòó Cγ îïðåäåëèì

èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ γ(−∆) = −
∫ 0

−∆

υ(s) ds, ïîëó÷èì Cγ = −
∫ 0

−∆

υ(s) ds.

Â èòîãå èìååì
γ(s) =

∫ s

0

υ(ζ) dζ.

Âèä îñòàëüíûõ ìàòðèö óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâà-
íèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè.

Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óïðàâëåíèå, íàé-
äåííîå â õîäå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÓÐ íå îáÿçàòåëüíî ñòàáèëèçèðóåò ñèñòåìó
ñ çàïàçäûâàíèåì. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòàáèëèçèðóåìîñòè äàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5 Ïóñòü âåñîâîé ôóíêöèîíàë (9) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûì íà H. Åñëè
1) ìàòðèöû P, D,R, Π, Λ, Θ, Ξ, β, γ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ÎÓÐ,
2) êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë (10) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì
íà H,
òîãäà ñèñòåìà (1) ñòàáèëèçèðóåìà è óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (14)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ËÊÇÐ (1),(3) â êëàññå ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé, à
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëü-
íîé ïîçèöèè {x, y(·), w(·)}, èìååò âèä (10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (1) ñîîòâåòñòâóþùàÿ
óïðàâëåíèþ (14) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë (10) êàê ôóíêöèî-
íàë Ëÿïóíîâà äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàòðèöû P, D,R, Π, Λ, Θ,
Ξ, β, γ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ÎÓÐ, ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà
(10) â ñèëó ñèñòåìû (1) èìååò âèä

Ẇ(1) = −Z[x, y(·), w(·)]− u′Mu.

Êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë Z[x, y(·), w(·)] ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûì, ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèîíàë Ẇ(1) áóäåò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-
íûì íà H. Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà (1), ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ (14),
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òàðàñåíêî Î.Â., ßêîâåö Â.Ï.

Óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè âûðîæäåííûõ
ëèíåéíûõ ïðîöåññîâ

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

B(t)
dx

dt
= A(t)x + C(t)u(t), (1)

ãäå A(t), B(t) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà, C(t) � (n×m)-ìàòðèöà,
x(t) � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u(t) � m-ìåðíûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ,
detB(t) ≡ 0, ∀t ∈ I = [0; T ].

Âîïðîñû óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ ïðîöåññîâ äàííîãî
òèïà â ñëó÷àå, êîãäà detB ≡ 0, èññëåäîâàëèñü â îñíîâíîì äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
ïðîöåññîâ, êîãäà ìàòðèöû A, B, C ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè [1]. Äëÿ ïåðåìåí-
íûõ ìàòðèö ðàññìàòðèâàëñÿ ëèøü ñëó÷àé, êîãäà B(t) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
[2, 3, 4].

Â ðàáîòå [1] ââåäåíî ïîíÿòèå R-óïðàâëÿåìîñòè è C-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòå-
ìû (1). Ñîãëàñíî [1] ñèñòåìà (1) ñ÷èòàåòñÿ C-óïðàâëÿåìîé, åñëè ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîãî óïðàâëåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ t1 åå ìîæíî ïåðåâåñòè èç ëþáîãî
äîïóñòèìîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå çàäàííîå ñîñòîÿíèå x(t1) = x1. Åñëè æå åå
ìîæíî ïåðåâåñòè èç ëþáîãî äîïóñòèìîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå äîñòèæèìîå ñî-
ñòîÿíèå, òî îíà íàçûâàåòñÿ R-óïðàâëÿåìîé. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâîì äîïóñòè-
ìûõ óïðàâëåíèé u(t) îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî x0 è êëàññà óïðàâëåíèé Ω(x0; I)
íàçûâàþò òàêèå u(t), äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(0) = x0 (2)

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì, à ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé íå ïóñòîå � ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ñîñ-
òîÿíèé.

Â äàííîé ðàáîòå èñõîäÿ èç òåîðåìû î ïðèâîäèìîñòè âûðîæäåííîé ëèíåé-
íîé ñèñòåìû ê öåíòðàëüíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, äîêàçàíîé â [5], íàéäåíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (1).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû, à èìåí-
íî:

1. rankB(t) = const = n− r, ∀t ∈ [0; T ];

2. ìàòðèöà B(t) èìååò íà [0; T ] ïîëíûé æîðäàíîâ íàáîð âåêòîðîâ îòíîñè-
òåëüíî îïåðàòîðà L(t) = A(t) − B(t) d

dt
, êîòîðûé ñîñòîèò èç r öåïî÷åê

ϕ
(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r, äëèíû s1, s2, . . . , sr;
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3. A(t), B(t) ∈ C3p−2[0; T ], C(t), u(t) ∈ Cp−1[0; T ], ãäå p = maxi=1,rsi.

Ïóñòü Ψ(t) = [ψ(s1)
1 (t), . . . , ψ(1)

1 (t);ψ(s2)
2 (t), . . . , ψ(1)

2 (t); . . . ;ψ(sr)
r (t), . . . , ψ(1)

r (t)] �
(n × s)-ìàòðèöà (s = s1 + s2 + . . . + sr), ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòîð-ñòîëáöîâ
ψ

(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r, êîòîðûå îáðàçîâóþò æîðäàíîâû öåïî÷êè ìàòðèöû

B∗(t) îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L∗(t) = A∗(t) + d
dt

B∗(t).
Ñîãëàñíî [5] ñèñòåìà (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2) ðàçðåøèìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
p−1∑
i=0

I i di

dti
[Ψ∗(0)C(0)u(0)] +

p−1∑
i=0

I i di

dti
[Ψ∗(0)A(0)]x0 = 0, (3)

ãäå I = diag[I1, I2, . . . , Ir], Ij, j = 1, r � íèëüïîòåíòíûé áëîê Æîðäàíà ðàç-
ìåðíîñòè sj. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1 Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1�3, òî ìíîæåñòâîì äîïóñòè-
ìûõ óïðàâëåíèé ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñò-
âî âåêòîð-ôóíêöèé u(t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3), à ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé îáðàçîâóþò òå âåêòîðû x0, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñò-
âóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî óïðàâëåíèå u(t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3).

Êàê ïîêàçàíî â [6] ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1�3 îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ (1)

B(t)
dx

dt
= A(t)x, (4)

èìååò îáùåå ðåøåíèå òèïà Êîøè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
åå (n − s) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn−s(t) ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (4), ñîñòàâëåííóþ èç ýòèõ ðåøåíèé, à ÷åðåç
Yn−s(t) � ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

d

dt
(B∗(t)y) = −A∗(t)y. (5)

Ïóñòü Φ(t) =
[
ϕ

(1)
1 (t), . . . , ϕ(s1)

1 (t);ϕ(1)
2 (t), . . . , ϕ(s2)

2 (t); . . . ; ϕ(1)
r (t), . . . , ϕ(sr)

r (t)
]
�

ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n×s), ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòîðîâ, êîòîðûå îáðàçîâóþò
ïîëíûé æîðäàíîâ íàáîð ìàòðèöû B(t) îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L(t).

Ñîñòàâèì (n× n)-ìàòðèöû

P (t) = [Yn−s(t), Ψ(t)]∗, Q(t) = [Xn−s(t), Φ(t)], (6)

êîòîðûå [6] áóäóò íåîñîáåííûìè ïðè âñåõ t ∈ [0; T ]. Ïðîèçâåäÿ â ñèñòåìå (1)
çàìåíó x = Q(t)y è óìíîæèâ ñëåâà íà ìàòðèöó P (t), ïðèâåäåì åå ê âèäó

(
En−s 0

0 I

)
dy

dt
=

(
0 0
0 Es

)
y +

(
Y ∗

n−s(t)C(t)u(t)
R(t)Ψ∗(t)C(t)u(t)

)
,

ãäå R(t) = [Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1, à Es, En−s � åäèíè÷íûå ìàòðèöû s-ãî è (n− s)-
ãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî.
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Îáîçíà÷èâ y = col(y1, y2), ãäå y1 � (n−s)-ìåðíûé âåêòîð, à y2 � s-ìåðíûé,
áóäåì èìåòü

dy1

dt
= G(t)u(t), (7)

I
dy2

dt
= y2 + F (t)u(t), (8)

ãäå
G(t) = Y ∗

n−s(t)C(t), (9)

F (t) = R(t)Ψ∗(t)C(t). (10)

Ïóñòü y0 = col(y0
1, y

0
2) � äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (7), (8), à y1 =

col(y1
1, y

1
2) � ïðîèçâîëüíî çàäàííîå. Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì y(0) = y0 áóäåò

y1(t) = y0
1 +

t∫

0

G(τ)u(τ)dτ ; y2(t) = −
p−1∑
i=0

I i di

dti
[F (t)u(t)].

Òîãäà óïðàâëåíèå u(t) ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ y0 â ñîñòîÿíèå y1 çà
êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè t1 ∈ [0; T ], åñëè îíî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

t1∫

0

G(τ)u(τ)dτ = y1
1 − y0

1 (11)

ñ óñëîâèåì
p−1∑
i=0

I i di

dti
[F (t1)u(t1)] + y1

2 = 0. (12)

Áóäåì èñêàòü åãî â âèäå

u(t) = G∗(t)ξ + ω(t), (13)

ãäå ξ � ïîñòîÿííûé (n − s)-ìåðíûé âåêòîð, à ω(t) � m-ìåðíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

t1∫

0

G(τ)ω(τ)dτ = 0. (14)

Ïîäñòàâèâ (13) â (11), (12), ïîëó÷èì

W (0, t1)ξ = y1
1 − y0

1, (15)

p−1∑
i=0

I i di

dti
[F (t1)ω(t1)] = −

p−1∑
i=0

I i di

dti
[F (t1)G

∗(t1)]ξ − y1
2, (16)
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ãäå

W (0, t1) =

t1∫

0

G(τ)G∗(τ)dτ.

Åñëè
detW (0, t1) 6= 0, (17)

òî èç óðàâíåíèÿ (15) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð ξ ïðè ëþáûõ çàäàííûõ
y0

1, y1
1:

ξ = W−1(0, t1)(y
1
1 − y0

1).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè ω(t) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
p−1∑
i=0

I i di

dti
[F (t)ω(t)] = −

p−1∑
i=0

I i di

dti
[F (t)G∗(t)]ξ − y1

2.

Åñëè îíî èìååò ðåøåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t1, òî ðàâåíñòâî
(16) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî F (t)ω(t) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

F (t)ω(t) = −F (t)G∗(t)ξ − y1
2. (18)

Îáîçíà÷èì
C(t)ω(t) = v(t). (19)

Òîãäà, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (9), (10), óðàâíåíèÿ (14), (19) çàïèøåì â âèäå
t1∫

0

Y ∗
n−s(τ)v(τ)dτ = 0, (20)

Ψ∗(t)v(t) = d(t), (21)

ãäå
d(t) = −Ψ∗(t)C(t)G∗(t)ξ −R−1(t)y1

2.

Ñîîòíîøåíèå (20) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè

Y ∗
n−s(t)v(t) = 0, ∀t ∈ [0; t1]. (22)

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè v(t) èìååì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé (21), (22), êîòîðóþ ñîãëàñíî (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ

P (t)v(t) = d̃(t),

ãäå d̃(t) = col(0; d(t)), îòêóäà

v(t) = P−1(t)d̃(t).

Íàêîíåö, ÷òîáû íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ ω(t), íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíå-
íèå (19). Îíî áóäåò ðàçðåøèìî, åñëè m ≥ n è rankC(t) = n íà [0; t1].
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ [0; T ] âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (17)
è óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (19), òî ñèñòåìó (7),
(8), à çíà÷èò, è èñõîäíóþ ñèñòåìó (1) çà âðåìÿ t1 ìîæíî ïåðåâåñòè èç ëþ-
áîãî äîïóñòèìîãî ñîñòîÿíèÿ (êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (3) è çàâèñèò
îò óïðàâëåíèÿ) â ëþáîå çàäàííîå ñîñòîÿíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà áóäåò C-óïðàâëÿåìîé. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî óñëîâèå (17), òî
ñèñòåìà (1) áóäåò R-óïðàâëÿåìîé, ïîñêîëüêó åå ìîæíî ïåðåâåñòè èç ñîñòîÿ-
íèÿ y0 = col(y0

1, y
0
2) â ñîñòîÿíèå y1 = col(y1

1, y
1
2), ãäå (n − s)-ìåðíûå âåêòîðû

y0
1, y1

1 � ïðîèçâîëüíî çàäàííûå, à s-ìåðíûå âåêòîðû y0
2, y1

2 ïîä÷èíåíû óïðàâ-
ëåíèþ u(t), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (13), â êîòîðîé ω = 0.

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàíà òàêàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1�3, à òàêæå ñëåäóþùèå:

a) det

[
t1∫
0

Y ∗
n−s(τ)C(τ)C∗(τ)Yn−s(τ)dτ

]
6= 0 ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ [0; T ];

b) m ≥ n;

c) rankC(t) = n,∀t ∈ [0; t1],
ãäå Yn−s(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (5), ñîïðÿæåííîé ê îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìå (4), ñîîòâåòñòâóþùåé (1).

Òîãäà ñèñòåìà (1) C-óïðàâëÿåìà.
Åñëè æå âûïîëíÿþòñÿ ëèøü óñëîâèÿ 1�3 è a), òî äàííàÿ ñèñòåìà áóäåò

R-óïðàâëÿåìîé.
Óñëîâèå à) ðàâíîñèëüíî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû ñ ìàòðèöåé W (0, t1). Òàê æå, êàê è â [2], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî
âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

C∗(t)Yn−s(t)c = 0

íå èìååò ðåøåíèé, îòëè÷èìûõ îò íóëåâîãî, îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ âåêòî-
ðîâ c.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàíî óðàâíåíèå âûõîäà

z(t) = D(t)x(t), (23)

ãäå D(t) � (r×n)-ìàòðèöà, z(t) � r-ìåðíûé âåêòîð âûõîäà. Íàéäåì óñëîâèÿ
íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (1), (23).

Êàê ïîêàçàíî â [6], ïðè âûïîëíåííèè óñëîâèé 1�3 ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè äëÿ ñèñòåìû (1) ñ äîïóñòèìûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x(0) = x0 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) = Xn−s(t)Y
∗
n−s(0)B(0)x0 + x̃(t), (24)

ãäå
x̃(t) =

t∫
0

Xn−s(τ)Y ∗
n−s(τ)C(τ)u(τ)dτ

− Φ(t)
p−1∑
i=0

I i di

dti
[Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1Ψ∗(t)C(t)u(t),
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åñëè ìàòðèöû Xn−s(t), Yn−s(t) îïðåäåëåíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíî-
øåíèå

Y ∗
n−s(t)B(t)Xn−s(t) = E. (25)

Òîãäà âûõîä

z(t) = D(t)Xn−s(t)Y
∗
n−s(0)B(0)x0 + D(t)x̃(t).

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà ìàòðèöó X∗
n−s(t)D

∗(t). Ïîëîæèâ x0 =
Xn−s(0)c è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (25), ïîëó÷èì

X∗
n−s(t)D

∗(t)D(t)Xn−s(t)c = X∗
n−s(t)D

∗(t)z(t)−X∗
n−s(t)D

∗(t)D(t)x̃(t),

îòêóäà

N(0, t1)c =

t1∫

0

X∗
n−s(τ)D∗(τ)z(τ)dτ − γ(0, t1), (26)

ãäå

N(0, t1) =

t1∫

0

X∗
n−s(τ)D∗(τ)D(τ)Xn−s(τ)dτ, (27)

γ(0, t1) =

t1∫

0

X∗
n−s(τ)D∗(τ)D(τ)x̃(τ)dτ.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ [0; T ] detN(0, t1) 6= 0, òî èç (26) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð c, à çíà÷èò, è x0, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïî èçâåñòíîìó
âûõîäó z(t) íà îòðåçêå [0; t1] îïðåäåëèòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1):

x0 = Xn−s(0)N−1(0, t1)

t1∫

0

X∗
n−s(τ)D∗(τ)z(τ)dτ −Xn−s(0)N−1(0, t1)γ(0, t1).

À ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà (1), (23) âïîëíå íàáëþäàåìà.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3 Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1�3 è

det




t1∫

0

X∗
n−s(τ)D∗(τ)D(τ)Xn−s(τ)dτ


 6= 0

ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ [0; T ], ãäå Xn−s(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû (4), òî ñèñòåìà (1), (23) âïîëíå íàáëþäàåìà íà [0; t1].
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Ôðîëîâà Å.Â.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ è

îãðàíè÷åííûõ íà ïîëóïîëîñå ôóíêöèé

Ðàçëè÷íûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [1] ïðèâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì
ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè âèäà

x = Kx + f, (1)

ãäå K = L + M + N , îïåðàòîðû L, M , N îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(Lx)(t, s) =

∫ +∞

a

l(t, s, τ)x(τ, s) dτ, (Mx)(t, s) =

∫ d

c

m(t, s, σ)x(t, σ) dσ,

(Nx)(t, s) =

∫ +∞

a

∫ d

c

n(t, s, τ, σ)x(τ, σ) dσdτ ;

t, τ ∈ [a, +∞), s, σ ∈ [c, d], l,m, n � çàäàííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè, à èíòåãðà-
ëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.

Îïåðàòîðû L è M íàçûâàþò îáû÷íî ÷àñòè÷íî-èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðà-
ìè, òàê êàê íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåòñÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, ïðè
ýòîì îïåðàòîð K íàçûâàþò îïåðàòîðîì ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè. Ñâîéñòâà
îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ îíè
èçó÷àþòñÿ, è ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ îáû÷íûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü äîñòà-
òî÷íî áîëüøîé âðåìåííîé ïðîìåæóòîê, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñâîé-
ñòâà îïåðàòîðà K è óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) â êëàñ-
ñàõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà íåîãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå D = [a,∞)×[c, d]. Ýòè
ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ è óðàâíåíèé, èçó-
÷àåìûõ â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [a, b] × [c, d]. Ïðîñòûå
ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ìîãóò áûòü
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûìè, à îïðåäåëåííûå íà D èõ ðåøåíèÿ íå ïðèíàäëå-
æàò âûáðàííîìó êëàññó ôóíêöèé íà D.

Â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ è
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè èçó÷àëèñü â [1-5].

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà
I − K è óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) â ïðîñòðàíñòâå
C(D) � íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà D ôóíêöèé.

Èç [6] âûòåêàåò
Òåîðåìà 1. Åñëè îïåðàòîð K äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå C(D), òî îí

íåïðåðûâåí.
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Ïóñòü Ω ∈ {
[a, +∞), [c, d], D

}
è ω ∈ {τ, σ, (τ, σ)}. Èçìåðèìàÿ íà D × Ω

ôóíêöèÿ u(t, s, ω) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â öåëîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ‖u(t1, s1, ·) − u(t2, s2, ·)‖L1(Ω) < ε ïðè |t1 − t2|,
|s1 − s2| < δ, è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè ‖u(t, s, ·)‖L1(Ω)≤ U < ∞.

Êðèòåðèè äåéñòâèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðî-
ñòðàíñòâå C(D) íåèçâåñòíû. Íåïîñðåäñòâåííûìè îöåíêàìè äîêàçûâàþòñÿ
ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà K â C(D).

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð K ñ íåïðåðûâíûìè â öåëîì è èíòåãðàëüíî îãðà-
íè÷åííûìè ÿäðàìè l, m, n äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå C(D) è íåïðåðûâåí.
Ïðè ýòîì

‖K‖ ≤ sup
(t,s)∈D




+∞∫

a

|l(t, s, τ)| dτ +

d∫

c

|m(t, s, σ)| dσ +

+∞∫

a

d∫

c

|n(t, s, τ, σ)| dσdτ


 .

Ïóñòü ÿäðà l, m, n èìåþò âèä

l(t, s, τ) =

p∑
i=1

li(t)l̄i(s)ai(τ), m(t, s, σ) =

q∑
j=1

mj(t)m̄j(s)bj(σ), (2)

n(t, s, τ, σ) =
r∑

k=1

nk(t)n̄k(s)ck(τ, σ),

ãäå li, l̄i (i = 1, . . . , p), mj, m̄j (j = 1, . . . , q), nk, n̄k (k = 1, . . . , r) � íåïðå-
ðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè;

∫ +∞
a

|ai(τ)|dτ < A < ∞ (i = 1, . . . , p),∫ d

c
|bj(σ)|dσ < B < ∞ (j = 1, . . . , q),

∫ +∞
a

∫ d

c
|ck(τ, σ)|dσdτ < C < ∞

(k = 1, . . . , r); à ñèñòåìû ôóíêöèé {ai | i = 1, . . . , p}, {bj | j = 1, . . . , q}
îðòîíîðìèðîâàíû.

Î÷åâèäíî, ÿäðà (2) íåïðåðûâíû â öåëîì è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óðàâíåíèÿ

(I − L)x = f, (3)

(I −M)x = f. (4)
Óðàâíåíèå (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x(t, s) = f(t, s) +

p∑
i=1

li(t)l̄i(s)

∫ +∞

a

ai(τ)x(τ, s) dτ,

èëè
x(t, s) = f(t, s) +

p∑
i=1

yi(s)li(t)l̄i(s), (5)

ãäå
yi(s) =

∫ +∞

a

ai(τ)x(τ, s) dτ. (6)
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Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (6), ïîëó÷èì

yi(s) =

∫ +∞

a

ai(τ)f(τ, s) dτ +

p∑
j=1

∫ +∞

a

ai(τ)yj(s)lj(τ)l̄j(s) dτ.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

fi(s) =

∫ +∞

a

ai(τ)f(τ, s) dτ, µij(s) =

∫ +∞

a

ai(τ)lj(τ)l̄j(s) dτ,

ïîëó÷èì ñèñòåìó

yi(s)−
p∑

j=1

yj(s)µij(s) = fi(s) (i = 1, . . . , p). (7)

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

D1(s) =

∣∣∣∣∣∣∣

1− µ11(s) . . . −µ1p(s)
... . . . ...

−µp1(s) . . . 1− µpp(s)

∣∣∣∣∣∣∣
. (8)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷èì ñèñòåìó

zj(t)−
q∑

k=1

zk(t)νjk(t) = fj(t) (j = 1, . . . , q), (9)

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé åñòü íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ

D2(t) =

∣∣∣∣∣∣∣

1− ν11(t) . . . −ν1q(t)
... . . . ...

−νq1(t) . . . 1− νqq(t)

∣∣∣∣∣∣∣
, (10)

ãäå
zj(t) =

∫ d

c

bj(σ)x(t, σ) dσ, fj(t) =

∫ d

c

bj(σ)f(t, σ) dσ,

νjk(t) =

∫ d

c

bj(σ)mk(t)m̄k(σ) dσ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3) è ñèñòåìó (7). Åñëè îïðåäåëèòåëü D1(s) 6= 0,
òî, î÷åâèäíî, ñèñòåìà (7) è óðàâíåíèå (3) èìåþò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå è
îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C(D), îïåðàòîð I−L îáðàòèì
è åãî îáðàòíûé èìååò âèä

(I − L)−1x(t, s) = x(t, s) +

∫ +∞

a

r1(t, s, τ)x(τ, s) dτ, (11)

ãäå

r1(t, s, τ) =
1

D1(s)

p∑
i=1

p∑
j=1

D1ji(s)li(t)l̄i(s)aj(τ) (12)
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� ðåçîëüâåíòíîå ÿäðî îïåðàòîðà L. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå ñèñòåìû (7) èìå-
åò âèä

yi(s) =
1

D1(s)

p∑
j=1

D1ji(s)fj(s),

ãäå D1ji(s) � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij (i, j = 1, . . . , p) â (8).
Îòñþäà, (5) è ðàâåíñòâà äëÿ fj(s) ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3)

x(t, s) = f(t, s) +

∫ +∞

a

1

D1(s)

p∑
i=1

p∑
j=1

D1ji(s)li(t)l̄i(s)aj(τ)f(τ, s) dτ.

Ñ ó÷åòîì (12) èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò (11). Â ñèëó íåðàâåí-
ñòâà D1(s) 6= 0, íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé D1(s), D1ji(s) (i, j = 1, . . . , p),
l̄i(s) (i = 1, . . . , p), íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè li(t) (i = 1, . . . , p) è ñóì-
ìèðóåìîñòè aj(τ) (j = 1, . . . , p) r1(t, s, τ) � íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ.

Åñëè òåïåðü |D2(t)| ≥ β > 0, òî ñèñòåìà (9) è óðàâíåíèå (4) òàêæå èìåþò
åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
C(D). Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (I −M)−1 ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèì â
âèäå

(I −M)−1x(t, s) = x(t, s) +

∫ d

c

r2(t, s, σ)x(t, σ) dσ, (13)
ãäå

r2(t, s, σ) =
1

D2(t)

q∑
i=1

q∑
j=1

D2ji(t)mi(t)m̄i(s)bj(σ), (14)

D2(t) � îïðåäåëèòåëü (10), à D2ji � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà bij

(i, j = 1, . . . , q) â (10).
Â ñèëó íåðàâåíñòâà |D2(t)| ≥ β > 0, íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé m̄i(s) (i =

1, . . . , q), íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè D2(t), D2ji(t) (i, j = 1, . . . , q), mi(t)
(i = 1, . . . , q) è ñóììèðóåìîñòè bj(σ) (j = 1, . . . , q) r2(t, s, σ) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé.

Òàê êàê

I −K = (I − L)(I −M)− (LM + N) = (I −M)(I − L)− (ML + N),

òî óðàâíåíèå (1) ñ ÿäðàìè (2) ïðè D1(s) 6= 0 è |D2(t)| ≥ β > 0 ðàâíîñèëüíî
óðàâíåíèÿì

(I −H)x = u, (15)
(I − P )x = v, (16)

ãäå H = (I − M)−1(I − L)−1(LM + N), P = (I − L)−1(I − M)−1(ML + N),
u = (I − M)−1(I − L)−1f , v = (I − L)−1(I − M)−1f . Åñëè òåïåðü îáðàòèìû
îïåðàòîðû I −H è I − P , òî îáðàòèì è îïåðàòîð I −K.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óðàâíåíèå (15). Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Ôóáè-
íè è ñ ó÷åòîì (2), (12) è (14) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî H � êîìïàêòíûé èíòåãðàëü-
íûé îïåðàòîð ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì

∑k
i=1 hi(t)h̄i(s)gi(τ, σ), ãäå hi, h̄i (i =
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1, . . . , k) � íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè,
∫ +∞

a

∫ d

c
|gi(τ, σ)|dσdτ <

G < ∞ (i = 1, . . . , k). Óðàâíåíèå (15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x(t, s) = u(t, s) +
k∑

i=1

hi(t)h̄i(s)

∫ +∞

a

∫ d

c

gi(τ, σ)x(τ, σ) dσdτ.

Òîãäà

x(t, s) = u(t, s) +
k∑

i=1

hi(t)h̄i(s)yi, (17)

ãäå
yi =

∫ +∞

a

∫ d

c

gi(τ, σ)x(τ, σ) dσdτ. (18)

Ïîäñòàâëÿÿ (17) â (18), ïîëó÷èì ñèñòåìó

yi −
k∑

j=1

yjµij = wi (i = 1, . . . , k). (19)

Çäåñü

wi =

∫ +∞

a

∫ d

c

gi(τ, σ)u(τ, σ) dσdτ, µij =

∫ +∞

a

∫ d

c

gi(τ, σ)hj(τ)h̄j(σ) dσdτ.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

1− µ11 . . . −µ1k
... . . . ...

−µk1 . . . 1− µkk

∣∣∣∣∣∣∣
. (20)

Åñëè ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (19) è óðàâíåíèå (15) èìåþò åäèíñòâåííîå íåïðå-
ðûâíîå è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå, à îïåðàòîð I−H îáðàòèì. Ðåøåíèå ñèñòåìû
(19) èìååò âèä

yi =
1

∆

k∑
j=1

∆jiwj (i = 1, . . . , k),

ãäå ∆ji � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà cij (i, j = 1, . . . , k) â (20).
Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (15) áóäåò

x(t, s) = u(t, s) +

∫ +∞

a

∫ d

c

r3(t, s, τ, σ)u(τ, σ) dσdτ, (21)

ãäå

r3(t, s, τ, σ) =
1

∆

k∑
i=1

k∑
j=1

∆1jihi(t)h̄i(s)gj(τ, σ)

� íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u(t, s) â (21), ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

x(t, s) = f(t, s) +

∫ +∞

a

r1(t, s, τ)f(τ, s) dτ +

∫ d

c

r2(t, s, σ)f(t, σ) dσ (22)

+

∫ +∞

a

∫ d

c

r(t, s, τ, σ)f(τ, σ) dσdτ,

ãäå
r(t, s, τ, σ) = r3(t, s, τ, σ) + r2(t, s, σ)r1(t, σ, τ)

+

∫ +∞

a

r3(t, s, τ1, σ)r1(τ1, σ, τ) dτ1 +

∫ d

c

r3(t, s, τ, σ1)r2(τ, σ1, σ) dσ1

+

∫ +∞

a

∫ d

c

r3(t, s, τ1, σ1)r2(τ1, σ1, σ)r1(τ1, σ, τ) dσ1dτ1.

r1, r2, r (r1, r2, r3) � íàçûâàþò ðåçîëüâåíòíûìè ÿäðàìè îïåðàòîðà K ñ ÷àñò-
íûìè èíòåãðàëàìè (îïåðàòîðîâ L, M è H ñîîòâåòñòâåííî).

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âûòåêàåò
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ÿäðà l,m, n îïåðàòîðà K èìåþò âèä (2) è D1(s) 6= 0,

|D2(t)| ≥ β > 0, ∆ 6= 0. Òîãäà îïåðàòîð I−K îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå C(D),
à óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (22).

Îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà I − P ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Õîðüêîâà Ò. À.

Îäíîðîäíûå βββ-ðàâíîìåðíûå àëãåáðû íà ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

Ââåäåíèå

Ïóñòü Cb(X) � àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X.

Ñ ïîìîùüþ ïîäàëãåáðû C0(X), ñîñòîÿùåé èç òåõ ôóíêöèé àëãåáðû Cb(X),
êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü â áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ïîëóíîðì
{Pg}g∈C0(X) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Pg(f) = sup
X
|fg|, f ∈ Cb(X)

Èçâåñòíî: òîïîëîãèÿ íà Cb(X), ïîðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì Pg,
g ∈ C0(X), ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëîé, àëãåáðà Cb(X) ïîëíà â ýòîé òîïîëî-
ãèè, ïðîñòðàíñòâî ñîïðÿæåííîå ê Cb(X) ñîâïàäàåò ñ ðåãóëÿðíûìè êîíå÷íûìè
áîðåëåâñêèìè ìåðàìè íà X.

Òîïîëîãèÿ íà Cb(X), ïîðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì Pg, g ∈ C0(X),
íàçûâàåòñÿ β-òîïîëîãèåé. Àëãåáðó Cb(X), íàäåëåííóþ β-òîïîëîãèåé, áóäåì
â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü C(X)β.

Çàìêíóòóþ ïîäàëãåáðó A àëãåáðû C(X)β íàçûâàþò β-ðàâíîìåðíîé, åñ-
ëè îíà ñîäåðæèò êîíñòàíòû è ðàçäåëÿåò òî÷êè ìíîæåñòâà X. Âïåðâûå β-
ðàâíîìåðíûå àëãåáðû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [1].

Çàìåòèì, åñëè X êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî β-òîïîëîãèÿ íà C(X)β ñîâ-
ïàäàåò ñ ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèåé, è β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà â ýòîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé àëãåáðîé.

Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Êàæäûé ýëåìåíò γ èç G
ïîðîæäàåò îïåðàòîð ñäâèãà Tγ : C(X)β → C(X)β, (Tγf)(α) = f(γα). Ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðû ñäâèãà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè
â β-òîïîëîãèè. Åñëè β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà A íà G èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãîâ ýëåìåíòàìè ãðóïïû G, òî àëãåáðó A íàçûâàþò G-îäíîðîäíîé
(èëè ïðîñòî îäíîðîäíîé). Îäíîðîäíûå β-ðàâíîìåðíûå àëãåáðû íà ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà: β-ðàâíîìåðíûå
àëãåáðû, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ íåêîòîðîé ïîäïîëóãðóïïîé ãðóïïû õàðàêòå-
ðîâ ãðóïïû G è êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òàêèìè. Ïåðâûé êëàññ β-ðàâíîìåðíûõ
àëãåáð èìååò áîëåå ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ, ÷åì âòîðîé. Â äàííîé ðàáîòå óêà-
æåì îáùèå ñâîéñòâà β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð, íå àêöåíòèðóÿ âíèìàíèå êàêîìó
êëàññó îíè ïðèíàäëåæàò.
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�1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.

Ïðîñòðàíñòâî M(X) âñåõ ðåãóëÿðíûõ êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà ëî-
êàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì
C(X)∗β âñåõ íåïðåðûâíûõ â β-òîïîëîãèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà C(X)β.
Ïîýòîìó âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ñòîóíà � Âåéåðøòðàññà.

Ëåììà 1 Ïóñòü A � òàêàÿ β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà íà X, ÷òî âìåñòå ñ
êàæäîé ôóíêöèåé f èç A ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ f òàêæå ïðèíàäëåæèò A.
Òîãäà A = C(X)β.

Ïóñòü F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà
X, è Cb(F ) � àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ìíîæå-
ñòâå F . Àëãåáðó Cb(F ) â β-òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé ôóíêöèÿìè èç C0(F ),
áóäåì îáîçíà÷àòü C(F )β.

Ëåììà 2 Ïóñòü F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X. β-òîïîëîãèÿ íà Cb(F )
ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé íà F β-òîïîëîãèåé àëãåáðû C(X)β.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Ëåììà 3 Ïóñòü K � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî â M(X) è K⊥ = {f ∈
C(X)β : f ⊥ K}. Òîãäà K⊥ � çàìêíóòîå â β-òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâî â
C(X)β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåòü {fi}i∈I â K⊥ β-ñõîäèòñÿ ê f0 èç C(X)β. Çàôèê-
ñèðóåì ìåðó µ èç K, è ïóñòü g òàêàÿ ôóíêöèÿ â C0(X), ÷òî ìåðà ν = 1

g
µ òàêæå

ïðèíàäëåæèò M(X). Òîãäà limI Pg(fi − f0) = 0, ò. å. limI supX |fig − f0g| = 0.
Ïîýòîìó, ∣∣∣∣

∫

X

(fig − f0g)dν

∣∣∣∣ = 0.

Íî
∫

X
(fig − f0g)dν =

∫
(fi − f0)dµ = − ∫

f0dµ. Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

f0dµ = 0,
ò. å. f0 èç K⊥. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü A � β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà íà X. A⊥ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìåð
íà X, îðòîãîíàëüíûõ ê àëãåáðå A. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F â X íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïèêà äëÿ àëãåáðû A, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f â A òàêàÿ,
÷òî f(x) = 1, åñëè x ∈ F è |f(x)| < 1 åñëè x ∈ X \ F .

Ëåììà 4 Ïóñòü F � ìíîæåñòâî ïèêà äëÿ àëãåáðû A. Òîãäà ñóæåíèå A íà
F åñòü β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà íà F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãåáðà A ïîëíà â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè è â ýòîé òîïî-
ëîãèè A åñòü ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà. Ïóñòü 4(A) ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêà-
òèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ àëãåáðû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
F â 4(A). Ìíîæåñòâî F åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà F̃ = {m ∈ 4(A) :
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m(f) = 1}, ãäå f � ôóíêöèÿ èç A, äîñòèãàþùàÿ ïèêà íà ìíîæåñòâå F . Ïóñòü
Ã � ïðåäñòàâëåíèå Ãåëüôàíäà àëãåáðû A. Òîãäà ìíîæåñòâî F̃ åñòü ìíîæåñòâî
ïèêà äëÿ àëãåáðû Ã. Ïîýòîìó µ| eF ñóæåíèå ìåðû µ èç Ã⊥, ïðîñòðàíñòâà âñåõ
ìåð íà 4(A) îðòîãîíàëüíûõ ê àëãåáðå Ã, íà ìíîæåñòâî F̃ òàêæå ïðèíàäëå-
æèò Ã⊥. Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî X åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
4(A), è A⊥ åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî â Ã⊥, A⊥ = Ã⊥ ∩ M(X). Ñëåäîâàòåëü-
íî, µ|F ïðèíàäëåæèò A⊥, äëÿ ëþáîãî µ èç A⊥. Ò. î. (A⊥|F )⊥ = A|F , è A|F
β-çàìêíóòàÿ ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà íà F . Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F â X íàçûâàåòñÿ p-ìíîæåñòâîì äëÿ A, åñëè F
åñòü ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ïèêà àëãåáðû A.

Ñëåäñòâèå 2 Åñëè F � p-ìíîæåñòâî ïèêà äëÿ A, òî ñóæåíèå A íà F åñòü
β-ðàâíîìåðíàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû C(F )β.

Åñëè p-ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî òàêóþ òî÷êó íàçûâàþò p-
òî÷êîé. Çàìûêàíèå â X âñåõ p-òî÷åê àëãåáðû A áóäåì íàçûâàòü β-ãðàíèöåé
Øèëîâà àëãåáðû A. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ó áàíàõîâûõ àëãåáð âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò ãðàíèöà Øèëîâà. Íèæå ïðèâåäåì ïðèìåð β-ðàâíîìåðíîé àíòèñèììåò-
ðè÷íîé àëãåáðû íå èìåþùåé β-ãðàíèöó Øèëîâà.

Ïóñòü D = {z ∈ C : |z| < 1} � îòêðûòûé åäèíè÷íûé äèñê êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C, è A � àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà
D. Ýòà àëãåáðà åñòü β-ðàâíîìåðíàÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ àëãåáðà íà D è ó íåå
íåò β-ãðàíèöû Øèëîâà.

�2. Îäíîðîäíûå βββ-ðàâíîìåðíûå àëãåáðû.

Âåçäå â ýòîé ðàáîòå áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî G � ñâÿçíàÿ σ-êîìïàêòíàÿ
àáåëåâà ãðóïïà. Ïðîñòðàíñòâî M(G) âñåõ ðåãóëÿðíûõ êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ
ìåð íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå G ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì
C(G)∗β âñåõ íåïðåðûâíûõ â β-òîïîëîãèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ àëãåáðû
C(G)β. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, M(G) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé îòíîñè-
òåëüíî íîðìû � ïîëíîé âàðèàöèè è ïðîèçâåäåíèÿ � ñâåðòêè. Ïðîñòðàíñòâî
L(G) âñåõ ìåð èç M(G) àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû Õààðà µ
ãðóïïû G åñòü çàìêíóòûé èäåàë â M(G). Èçâåñòíî, ÷òî L(G) = L1(G, µ) ∗ µ,
ãäå f ∗ µ � ñâåðòêà ôóíêöèè f è ìåðû µ.

Ïóñòü A � îäíîðîäíàÿ β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà íà G. Ñïåêòðîì àëãåáðû
A áóäåì íàçûâàòü ïîëóãðóïïó S(A) = A∩ Ĝ. Ïóñòü A⊥ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ
ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà G, îðòîãîíàëüíûõ ê àëãåáðå A. Äëÿ ëþáûõ
ξ èç A⊥ è ζ èç M(G) ñâåðòêà ξ ∗ ζ òàêæå ïðèíàäëåæèò A⊥, ò. å. A⊥ èäåàë â
àëãåáðå M(G). Â ÷àñòíîñòè, L(G) ∗A⊥ åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî êàê â A⊥, òàê è
â L(G).

Ëåììà 5 Ïðîñòðàíñòâî LA(G) = A⊥ ∩ L(G) ïëîòíî â β∗-òîïîëîãèè â A⊥.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L⊥A(G) = {f ∈
C(G)β : f ⊥ LA(G)} ñîâïàäàåò ñ A.

Àëãåáðà L(G) îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé, ñõîäÿ-
ùåéñÿ â *-ñëàáîé òîïîëîãèè ê ìåðå Äèðàêà δe, ñîñðåäîòî÷åííîé â åäèíè÷íîì
ýëåìåíòå ãðóïïû G. Òàê êàê δe ∗ η = η, äëÿ ëþáîãî η ∈ M(G), è îïåðàöèÿ
ñâåðòêè ñîõðàíÿåò ñõîäèìîñòü â *-ñëàáîé òîïîëîãèè, òî L(G)∗A⊥ ñîäåðæèòñÿ
â LA(G) è ïëîòíî â *-ñëàáîé òîïîëîãèè â A⊥. Îòñþäà, L⊥A(G) = A. Ëåììà
äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1 S(A) � íåòðèâèàëüíàÿ çàìêíóòàÿ ïîäïîëóãðóïïà ãðóïïû Ĝ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî äóàëüíîå ê L1(G,µ) åñòü L∞(G,µ). Ïóñòü
H∞ çàìûêàíèå àëãåáðû A â *-ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L∞(G,µ). Ïðî-
ñòðàíñòâî (H∞)⊥ â L1(G,µ) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì LA(G).
Ïîýòîìó H∞ 6= L∞(G,µ). Èç îäíîðîäíîñòè àëãåáðû A ñëåäóåò îäíîðîäíîñòü
è ïðîñòðàíñòâà H∞. Òàêèì îáðàçîì, H∞ � *-ñëàáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â L∞(G,µ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 40(7) èç [2], ñïåêòð S(H∞) àëãåáðû
H∞ ýòî íåòðèâèàëüíàÿ çàìêíóòàÿ ïîäïîëóãðóïïà ãðóïïû Ĝ. Ïîêàæåì, ÷òî
S(A) = S(H∞). Î÷åâèäíî, S(A) ñîäåðæèòñÿ â S(H∞). Ïóñòü χ � õàðàêòåð
èç S(H∞). Òîãäà χ îðòîãîíàëüíà ê ïðîñòðàíñòâó LA(G) è, ñëåäîâàòåëüíî, χ
ïðèíàäëåæèò A (ñì. ëåììó 5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÃðàíèöàØèëîâà áàíàõîâûõ àëãåáð â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàâíîìåðíûõ àëãåáð
îòðàæàåò ìíîãèå ñâîéñòâà ñàìîé àëãåáðû. Äëÿ β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð ýòî íå
òàê, íå êàæäàÿ β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà èìååò β-ãðàíèöó Øèëîâà. Â ñëó÷àå
æå ñ îäíîðîäíûìè β-ðàâíîìåðíûìè àëãåáðàìè, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìû
ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà β-ãðàíèöà Øèëîâà ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ, ò. å. ñ ãðàíèöåé G.

Ëåììà 6 Ïóñòü A � β-ðàâíîìåðíàÿ îäíîðîäíàÿ àëãåáðà íà ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïå G. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà èç G ÿâëÿåòñÿ p-òî÷êîé
äëÿ àëãåáðû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî e � åäè-
íè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G, ÿâëÿåòñÿ p-òî÷êîé äëÿ àëãåáðû A. Ïóñòü

F = {α ∈ G : χ(α) = 1, äëÿ âñåõ χ èç S(A)}.
Î÷åâèäíî, F � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è F 6= G, ñîãëàñíî
òåîðåìå 1. Ôóíêöèÿ f(α) = 1+χ(α)

2
, ãäå χ õàðàêòåð èç S(A), äîñòèãàåò ïèêà

íà ìíîæåñòâå Fχ = {α ∈ G : χ(α) = 1}, ò. å. Fχ � åñòü ìíîæåñòâî ïèêà äëÿ
àëãåáðû A. Ïîýòîìó F = ∩S(A)Fχ åñòü p-ìíîæåñòâî äëÿ A.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, àëãåáðà AF , ïîëó÷åííàÿ ñóæåíèåì àëãåáðû A íà
ìíîæåñòâî F , ÿâëÿåòñÿ β-ðàâíîìåðíîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû C(F )β. Èç îä-
íîðîäíîñòè àëãåáðû A ñëåäóåò îäíîðîäíîñòü àëãåáðû AF . Ïî òåîðåìå 1, ïîä-
ïîëóãðóïïà S(AF ) åñòü íåòðèâèàëüíîå ìíîæåñòâî â F̂ � ãðóïïå õàðàêòåðîâ
ãðóïïû G. Ìíîæåñòâî

F1 = {α ∈ F : χ(α) = 1, äëÿ âñåõ χ èç S(AF )}
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áóäåò p-ìíîæåñòâîì äëÿ àëãåáðû AF è, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ðàâíîìåðíûõ
àëãåáð, äëÿ àëãåáðû A. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî e � p-
òî÷êà äëÿ A. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 β-ãðàíèöà Øèëîâà îäíîðîäíîé β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû A ñîâïà-
äàåò ñ ãðóïïîé G.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 5.

�3. Àíòèñèììåòðè÷íûå ñâîéñòâà βββ-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð.

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F â X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì àíòèñèììåòðèè
äëÿ àëãåáðû A, åñëè èç óñëîâèÿ, ÷òî ñóæåíèå f èç A íà F � âåùåñòâåííàÿ íà
F ôóíêöèÿ, ñëåäóåò, ÷òî f íà F ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ìíîæåñòâî
F íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ìíîæåñòâîì àíòèñèììåòðèè äëÿ àëãåáðû A,
åñëè F åñòü ìíîæåñòâî àíòèñèììåòðè è íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî
ìíîæåñòâà àíòèñèììåòðèè äëÿ àëãåáðû A. Ïî òåîðåìå Áèøîïà � Øèëîâà,
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðå-
ñåêàþùåãîñÿ ñåìåéñòâà ìàêñèìàëüíûõ ìíîæåñòâ àíòèñèììåòðèè äëÿ ðàâíî-
ìåðíîé àëãåáðû A (ñì. [3]). È. Ãëèêñáåðã îáîáùèë ýòó òåîðåìó íà ñëó÷àé
β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð (ñì. [4]). Â äàííîì ïàðàãðàôå îïèøåì ìàêñèìàëüíûå
ìíîæåñòâà àíòèñèììåòðèè β-ðàâíîìåðíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáð íà ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

Ëåììà 7 Ïóñòü A � β-ðàâíîìåðíàÿ îäíîðîäíàÿ àëãåáðà íà ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïå G, è F � ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àíòèñèì-
ìåòðèè àëãåáðû A, ñîäåðæàùåå åäèíè÷íûé ýëåìåíò e ãðóïïû G. Òîãäà F �
ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îäíîðîäíîñòè àëãåáðû A ñëåäóåò, ÷òî åñëè F � ìíî-
æåñòâî àíòèñèììåòðèè, òî βF òàêæå ìíîæåñòâî àíòèñèììåòðèè, äëÿ ëþáîãî
β èç G. Äåéñòâèòåëüíî. Ïóñòü βF íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì àíòèñèììåòðèè.
Òîãäà íàéäåòñÿ f èç A òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ñóæåíèå f íà βF åñòü âåùåñòâåí-
íàÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ fβ èç A, fβ(α) = f(βα), áóäåò
íåïîñòîÿííîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé íà F . Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè F � ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àíòèñèì-
ìåòðèè äëÿ A, òî βF � òàêæå ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àíòèñèììåòðèè äëÿ
ëþáîãî β èç G. Òàê êàê ìàêñèìàëüíûå ìíîæåñòâà àíòèñèììåòðèè ëèáî íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîïàäàþò è ìíîæåñòâî F ñîäåðæèò åäèíè÷íûé ýëåìåíò,
òî β−1F , äëÿ ëþáîãî β èç G, òàêæå ñîäåðæèò åäèíè÷íûé ýëåìåíò, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, β−1F = F , ò. å. F � ãðóïïà. Çàìêíóòîñòü ãðóïïû F î÷åâèäíà. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïîïóòíî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîå ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àíòèñèì-
ìåòðèè àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñìåæíîñòè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå F .
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Ïóñòü B � ïîäàëãåáðà àëãåáðû A, ïîðîæäåííàÿ âñåìè âåùåñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè àëãåáðû A. Î÷åâèäíî, àëãåáðà B çàìêíóòà â β-òîïîëîãèè è èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ýëåìåíòàìè ãðóïïû G. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî

F = {α ∈ G : f(α) = f(e), äëÿ âñåõ f èç B}
åñòü ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, è êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç B ïî-
ñòîÿííà íà êëàññàõ ñìåæíîñòè βF , β ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðó B ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðîé ïîäàëãåáðîé B̃ àëãåáðû C(G/F )β, ãäå G/F �
ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå F ; êàæäîé ôóíêöèè f(α) èç B ìîæ-
íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ f([α]) = f(α), ãäå [α] = αF � êëàññ
ñìåæíîñòè ýëåìåíòà α ïî ïîäãðóïïå F .

Ëåììà 8 Àëãåáðà B̃ ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé C(G/F )β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ñîãëàñíî ëåììå 1, ÷òî B � β-
çàìêíóòàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû C(G/F )β.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {f̃n}∞n=1 èç B̃ ñõîäèòñÿ â β-òîïîëîãèè
ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f̃0. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî f̃0 òàêæå ïðèíàäëåæèò B̃.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn}∞n=1 â A ÿâëÿåòñÿ β-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

Ïóñòü g ôóíêöèÿ èç C0(G). Ðàññìîòðèì íà ãðóïïå G/F ôóíêöèþ φ:

φ(α) = sup
αF

|g|.

Òàê êàê ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ U ×V ,
ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â F , à V � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ãðóïïå G/F , è,
ïðè ýòîì, ôóíêöèÿ â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
äâóõ ïåðåìåííûõ, òî φ òàêæå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ôàêòîð ãðóïïå G/F .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò C0(G/F ). Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[αn]}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê "áåñêîíå÷íîñòè"â G/F , òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αnβn}∞n=1, ãäå αnβn òàêîé ýëåìåíò êëàññà ñìåæíîñòè
αnF , ÷òî |g(αnβn)| = supαnF |g|, òàêæå ñõîäèòñÿ ê "áåñêîíå÷íîñòè"â G, íî

lim
n→∞

|g(αnβn)| = 0, (g ∈ C0(F )).

Îòñþäà φ ïðèíàäëåæèò C0(G/F ). Ñëåäîâàòåëüíî,

Pg (fn − fm) = sup
G
|gfn − gfm| = sup

α∈G

(
sup
αF

|gfn − gfm|
)

=

= sup
[α]

∣∣∣φf̃n − φf̃m

∣∣∣ = Pφ

(
f̃n − f̃m

)
.

Èç óñëîâèÿ {f̃n}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê f̃0 ñëåäóåò, ÷òî {f̃n}∞n=1 β-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè â C(G/F )β. Ïðèâåäåííîå âûøå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî {fn}∞n=1 �
β-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â A, è, ñëåäîâàòåëüíî, f0 ïðèíàäëåæèò A. Òà-
êèì îáðàçîì, f̃0 ïðèíàäëåæèò àëãåáðå B̃, è, ñëåäîâàòåëüíî, B̃ � β-çàìêíóòàÿ
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ðàâíîìåðíàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû C(G/F )β. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ñòîóíà �
Âåéåðøòðàññà äëÿ β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð, ïîëó÷èì B̃ = C(G/F )β. Ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû

(a) A � àíòèñèììåòðè÷íàÿ β-ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðà íà G

(b) Ïîëóãðóïïà S(A) íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) ⇒ (b) � î÷åâèäíî.
(b) ⇒ (a). Ïðåäïîëîæèì, S(A) íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó. Äî-

ïóñòèì, A íå àíòèñèììåòðè÷íàÿ àëãåáðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B β-çàìêíóòóþ
ïîäàëãåáðó àëãåáðû A, ïîðîæäåííóþ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Ñîãëàñíî
ëåììå 8, àëãåáðà B̃ ñîâïàäàåò ñ C(G/F )β. Ïîýòîìó B̃ ñîäåðæèò âñå õàðàêòåðû
ãðóïïû G, êîòîðûå ðàâíû åäèíèöå íà F . Îòñþäà S(A) ñîäåðæèò íåòðèâèàëü-
íóþ ãðóïïó. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Øàìèí Ð.Â., Ãåîãäæàåâ Â.Â.

Ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé,
îïèñûâàþùèõ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû

Ïðîáëåìàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí èäåàëüíîé æèäêîñòè ïî-
ñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (íàïðèìåð, [1], [2], [3]). Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåì, âîç-
íèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòüþ, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëå-
äîâàíèÿ, òàê è äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ñî
ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè.

Ïóñòü èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü çàíèìàåò îáëàñòü â ïëîñêîñòè
(x, y), îãðàíè÷åííóþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ

−∞ < y ≤ η(x, t),

−∞ < x < ∞, t > 0.

Ñ÷èòàÿ äâèæåíèå æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíûì, ìû èìååì

v(x, y, t) = ∇Φ(x, y, t),

ãäå v(x, y, t) � äâóìåðíîå ïîëå ñêîðîñòåé, Φ(x, y, t) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé. Èç
óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè div v = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆Φ(x, y, t) = 0.

Ñ óðàâíåíèåì ∆Φ = 0 ñâÿçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

(ηt + Φxηx − Φy)|y=η(x,t) = 0,

(Φt +
1

2
|∇Φ|2 + gy)|y=η(x,t) = 0,

Φy|y=−∞ = 0,

çäåñü g � óñêîðåíèå ïîëÿ òÿæåñòè.
Êàê èçâåñòíî, ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Äüÿ÷åíêî,
ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [4].

Ðàññìîòðèì èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî àíàëè-
òè÷íûõ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè {w = u + iv : v < 0} ôóíêöèé R(w, t) è
V (w, t):

Rt = i(P(V R + V R)Rw − (P(V R + V R))wR),

Vt = i((P(V R + V R))Vw − (P(V V ))wR) + g(R− 1),
(1)
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ãäå P =
1

2
(I + iH), H � îïåðàòîð Ãèëüáåðòà. Ôóíêöèè R è V ÿâëÿþòñÿ 2π-

ïåðèîäè÷íûìè ïî ïåðåìåííîé u è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
R(w, t) → 1, |w| → ∞, Im w ≤ 0,

V (w, t) → 0, |w| → ∞, Im w ≤ 0.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû, à òàêæå êîíñòðóêòèâíàÿ îöåíêà âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ: [2], [5], [6], [7], [8].

Îïèøåì ïðîåêöèîííóþ ñõåìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.
Ïóñòü N ≥ 1 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåííîé çàäà÷è.
Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

RN(u, t) = 1 +
N∑

k=1

rk(t)e
−iku, V N(u, t) =

N∑

k=1

vk(t)e
−iku. (2)

Ââåäåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ ¾∗¿, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé äëÿ ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèé âèäà (2). Ïóñòü A =

N∑
k=−N

ake
−iku, B =

N∑
k=−N

bke
−iku. Òîãäà äëÿ

C = AB èìååì C =
2N∑

k=−2N

cke
−iku. Îïåðàöèþ ¾∗¿ ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

A ∗ B =
N∑

k=−N

cke
−iku. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ RN è V N áóäåì èñêàòü êàê

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
RN

t = i(UN ∗RN
u − UN

u ∗RN),

V N
t = i(UN ∗ V N

u −BN
u ∗RN) + g(RN − 1),

(3)

ãäå UN = P(V N ∗R
N

+ V
N ∗RN), B = P(V N ∗ V

N
).

Îïèøåì ñõåìó íàøåãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
1. Âûáèðàåì âðåìåííîé èíòåðâàë, íà êîòîðîì áóäåì èññëåäîâàòü íàøè

ðåøåíèÿ � ôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T .

2. Âûáèðàåì ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè � ôèêñèðóåì ÷èñëî N > 1

3. Ôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî β.

4. Âûáèðàåì ÷èñëî α òàêîå, ÷òî 0 < α < β.

5. Ñòðîèì ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå äàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R0(u) = 1 +
N∑

k=1

(ξr
ke
−αk)e−iuk,

V0(u) =
N∑

k=1

(ξv
ke
−αki)e−iuk,

(4)

ãäå ξr
k, ξv

k , k = 1, 2, . . . , N ñóòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [−1, 1].
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6. Íàõîäèì ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, âû-
áðàííûìè íà ïðåäûäóùåì øàãå.

7. Íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåêðàùàåì â ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî
èç äâóõ óñëîâèé: 1) t = T , 2) íà òåêóùåì øàãå ïî âðåìåíè íàðóøåíî
îäíî èç óñëîâèé:

|rN
k (t)| ≤ e−βk,

|vN
k (t)| ≤ e−βk,

(5)

äëÿ âñåõ k = 1, . . . , N è t < T .

8. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ ¾íåóäà÷åé¿, à âî
âòîðîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ ¾óñïåøíî¿.

Ñ÷èòàÿ, ïàðàìåòðû T , N , β ôèêñèðîâàííûìè, ìû èìååì ñëó÷àéíîå ñîáû-
òèå κ(α), çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà α. Ýòî ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü äâà âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ çíà÷åíèÿ: ¾óñïåõ¿ è ¾íåóäà÷à¿. Ïðèïèøåì
çíà÷åíèþ ¾óñïåõ¿ ÷èñëîâîå çíà÷åíèå 1, à çíà÷åíèþ ¾íåóäà÷à¿ � ÷èñëîâîå
çíà÷åíèå 0. Òàêèì îáðàçîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó κ(α).
Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñ âåðîÿòíîñòüþ
pα ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 è ñ âåðîÿòíîñòüþ qα = 1 − pα ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
0. Ïîñêîëüêó íàøà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, òî ìîæíî ãî-
âîðèòü î ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ (0, β).

Ðàçóìååòñÿ, ìû íå çíàåì èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû κ(α), ïîýòîìó ìû áóäåì ïîëó÷àòü ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ
âåðîÿòíîñòåé pα è qα, ïðîâîäÿ ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Êàê èç-
âåñòíî íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî
÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ. Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé íåñìåùåííîé îöåíêîé
ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé. Â äîïîëíåíèå ê ïîëó÷åííîé îöåíêå âåðîÿòíîñòè
¾óñïåõà¿ (âûõîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èç èññëåäóåìîé îáëàñòè, ò.å. íàðóøå-
íèÿ íåðàâåíñòâ (5)) ìû áóäåì âû÷èñëÿòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íàøåé
îöåíêè.

Îïèøåì ïàðàìåòðû íàøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Èññëåäóåìûé âðåìåííîé èíòåðâàë [0, 10]
Ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè 1024
Øàã ïî âðåìåíè 0.001
Ïàðàìåòð β 0.040475
Êîëè÷åñòâî ñåðèé âû÷èñëåíèé 1000

Ïàðàìåòð β âûáðàí èç óñëîâèÿ

β = − ln 10−9

(N/2)
.

Ïåðåìåííûé ïàðàìåòð α ìû áóäåì âûáèðàòü èç ìíîæåñòâà Ω = {0.55; 0.65;
0.75; 0.85; 0.95; 1.05; 1.15; 1.25; 1.35; 1.45; 1.55}. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà α ìû ïðîâåäåì ñåðèþ èç 1000 èñïûòàíèé. Íà îñíîâå ýòîé âûáîðêå
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ìû îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îòðåçêå [0, 10] ðåøåíèå èç êëàññà (4)
íàðóøèò óñëîâèå (5).

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè pα îò çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà α. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà α âåðîÿòíîñòü
¾óñïåõîâ¿, ò.å. íàðóøåíèÿ óñëîâèé (5), óìåíüøàåòñÿ.
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Øàïîøíèêîâ Ê.Ñ.

Ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ïðèñóòñòâèè ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì è áåñêîíå÷íîé

ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ

Ìíîãèå èíæåíåðíûå çàäà÷è òðåáóþò ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðèñóò-
ñòâèè òîíêèõ ôåððîìàãíèòíûõ ñëîåâ (îáîëî÷åê, ïëàñòèí). Èõ òîëùèíà ìîæåò
áûòü î÷åíü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè.
Åñëè ôåððîìàãíåòèê íå íàñûùåí, îáû÷íîé èäåàëèçàöèåé ÿâëÿåòñÿ íàäåëåíèå
âûøåóïîìÿíóòûõ ñëîåâ èäåàëüíûìè ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè. Â òàêîé ïîñòà-
íîâêå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðèñóò-
ñòâèè ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì è áåñêîíå÷íîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ.

Â äàííîé ðàáîòå îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà îðòîãîíàëüíûõ ïðî-
åêöèé ê ðåøåíèþ òàêîãî ðîäà çàäà÷ è ïîêàçûâàåòñÿ åãî ïðàêòè÷åñêàÿ ýôôåê-
òèâíîñòü. Òåîðèÿ ýòîãî ìåòîäà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòà è íàãëÿäíà, áëàãîäàðÿ
ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîäõîäó, à ïîëó÷àåìàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ýêîíîìíà â òîì
ñìûñëå, ÷òî åå ðàçìåðíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ñòåïåíè äèñêðåòèçàöèè ïî-
âåðõíîñòåé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå Ω = E3 â ïðèñóòñòâèè êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèïøèöåâûõ ïî-
âåðõíîñòåé Γ′1, Γ

′
2, . . . , Γ

′
N ñ áåñêîíå÷íîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ, êîòîðûå

âìåñòå ñ çàäàííûìè èñòî÷íèêàìè δ ïåðâè÷íîãî ïîëÿ H0 óìåùàåòñÿ â øàðå
ΩR ñ ãðàíèöåé ΓR äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà R. Âíåøíþþ ñðåäó áóäåì
ñ÷èòàòü îäíîðîäíîé ñ êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ
µ = const (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è
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Â îòíîøåíèè çàäàííûõ èñòî÷íèêîâ ïðèìåì, ÷òî èõ ìàãíèòíîå ïîëå äî
âíåñåíèÿ íàìàãíè÷èâàåìîé ïîâåðõíîñòè îáëàäàëî êîíå÷íîé ýíåðãèåé, òî åñòü

∫

Ω

|H0|2dΩ < ∞. (1)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ïîíèìàòü ïîä H0 íàïðÿæåííîñòü ýêâèâàëåíòíîãî
â ñìûñëå [1] ïîëÿ, ò. å. ñîâïàäàþùåãî ñ èñõîäíûì íà Γ′k, k = 1, N , íî óäîâëå-
òâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó (1).

Äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íàøåé ïîñòàíîâêå ïîëó÷èì êðàåâóþ çà-
äà÷ó:

ϕ∗ = 0 âíå Γ′, ϕ∗ = Ck − ϕ0 íà Γ′k, k = 1, N, ϕ∗ (M) −→
M→∞

0, (2)

ãäå ϕ∗ � ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ðåàêöèè ïî-
âåðõíîñòåé Γ′k; Ck = const, k = 1, N ; ϕ0 � ïîòåíöèàë ïåðâè÷íîãî (íåâîçìó-
ùåííîãî) èëè åìó ýêâèâàëåíòíîãî â ñìûñëå [1] ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè H0, êî-
òîðîå äî âíåñåíèÿ íàìàãíè÷èâàåìûõ ïîâåðõíîñòåé îáëàäàëî êîíå÷íîé ýíåð-
ãèåé

∫
Ω

|H0|2 dΩ < ∞. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ϕ0 îïðåäåëåí õîòÿ
áû íà Γ. Çäåñü Γ � îáúåäèíåíèå îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé
Γk, k = 1, N , òàêèõ ÷òî Γk = Γ′k ∪ Γ′′k; Γ′′k � äîïîëíåíèÿ Γ′k äî çàìêíóòûõ
ïîâåðõíîñòåé Γk, Γ′ =

N⋃
k=1

Γ′k, Γ′′ =
N⋃

k=1

Γ′′k.
Ê çàäà÷å (2) äîáàâèì óñëîâèå

∮

Σ

∂ϕ∗

∂n
dΓ = 0 (3)

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Σ, îòñòîÿùåé îò Γ′ íà ïî-
ëîæèòåëüíîå ðàññòîÿíèå, è íåðàâåíñòâî

∫

Ω

|∇ϕ∗|2dΩ < ∞, (4)

îçíà÷àþùåå, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì ýíåðãèÿ ïîëÿ ðåàêöèè
êîíå÷íà.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4) áóäåò åñòåñòâåííî èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3)
â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1

2 (Ω) ñ îäíîé èç ïîäõîäÿùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ìåò-
ðèê.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî H (Ω), ââåäåííîå â [2]. Îíî ñîñòîèò èç âåùå-
ñòâåííûõ ôóíêöèé {ψ} ñ êîíå÷íûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå â Ω, êâàäðàòè÷íî-
ñóììèðóåìûõ â øàðå ΩR, ãàðìîíè÷åñêèõ âíå ΩR, à òàêæå èìåþùèõ íóëåâûå
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íà ΓR è èñ÷åçàþùèõ â áåñêîíå÷íî-óäàëåííîé òî÷êå. Ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â H (Ω) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈ψ1, ψ2〉H =

∫

Ω

∇ψ1∇ψ2dΩ, ‖ψ‖H =
√
〈ψ, ψ〉H. (5)
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Ïðîèçâîäíûå â (5) ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà [3], à èíòåãðàë � â ñìûñëå
Ëåáåãà [3].

Ñîãëàñíî [2], èìååò ìåñòî îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå: H (Ω) = H∗ (Ω) ⊕
H0

σ (Ω), ãäå H∗ (Ω) îáðàçîâàíî ôóíêöèÿìè, ïðèíèìàþùèìè íà Γk ïîñòîÿííûå
çíà÷åíèÿ, à H0

σ (Ω) � ôóíêöèÿìè, ïðåñäñòàâèìûìè â âèäå ïîòåíöèàëîâ ïðî-
ñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòÿìè, ðàñïðåäåëåííûìè íà Γ è èìåþùèìè íà Γk íóëåâûå
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, òî åñòü

ψ ∈ H0
σ (Ω) ⇒ ψ (M) =

1

4π

∮

Γ

σ (Q)

rQM

dΓQ,

∮

Γk

σdΓ = 0 k = 1, N. (6)

Ïëîòíîñòè σ â (6) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ñîãëàñíî
[2] îïðåäåëÿþòñÿ íà Γ êàê ôóíêöèîíàëû íà îñíîâå ïåðâîãî òîæäåñòâà Ãðèíà
[4]. Ïîýòîìó áóäåì ïîíèìàòü îïåðàöèè, âûïîëíÿåìûå íàä ýëåìåíòàìè H0

σ (Ω),
êàê îïåðàöèè íàä ñõîäÿùèìèñÿ ïî íîðìå (5) ê ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì
H0

σ (Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç ïëîòíîãî â H0
σ (Ω) ìíîæåñòâà. Ðîëü òàêîãî

ìíîæåñòâà ñîãëàñíî [2] ìîæåò èãðàòü ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëîâ ñ îãðàíè÷åí-
íûìè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ïëîòíîñòÿìè.

Íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, H0
σ (Ω) = H

0(1)
σ (Ω) ⊕ H

0(2)
σ (Ω), ãäå

H
0(1)
σ (Ω) îáðàçîâàíî ïîòåíöèàëàìè ñ íóëåâûìè ïëîòíîñòÿìè íà Γ′′, H

0(2)
σ (Ω)

� ïîòåíöèàëàìè, ïðèíèìàþùèìè íà Γ′k ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî
â ðàìêàõ íàøåé çàäà÷è ϕ∗ ∈ H

0(1)
σ (Ω).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ϕ0 íà Γ äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåä ôóíêöèè èç
W 1

2 (ΩR) (ïðàâèëüíîé íåïðåðûâíîñòè ϕ0 íà Γ äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî), ñîãëàñ-
íî [5] ïðè ïîäõîäÿùåé êàëèáðîâêå êîíñòàíòû åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
çíà÷åíèÿ íà Γ íåêîòîðîé ôóíêöèè èç H (Ω). Òî åñòü ϕ0 ìîæíî ïðîäîëæèòü
â Ω è ôàêòè÷åñêè çàìåíèòü èñõîäíîå ïåðâè÷íîå ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå ýêâè-
âàëåíòíûì ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, ýòî ïðîäîëæåíèå ïîíàäîáèòñÿ íàì òîëüêî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà, òî
åñòü, äîñòàòî÷íî ëèøü ôàêòà åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Äàëåå îïðåäåëèì ïîòåíöèàë ϕ ýêâèâàëåíòíîãî ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ â
âèäå ϕ = ϕ0+ϕ∗. Òîãäà èç êðàåâîãî óñëîâèÿ çàäà÷è (2) è ïðèíàäëåæíîñòè ϕ0,
ϕ∗ ïðîñòðàíñòâàì H (Ω), H

0(1)
σ (Ω) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ϕ ∈ H∗ (Ω) ⊕

H
0(2)
σ (Ω).
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïðîåêöèè èçâåñò-

íîãî ïîòåíöèàëà ϕ0 íà ïîäïðîñòðàíñòâî H
0(1)
σ (Ω), à èìåííî

ϕ∗ = −Pϕ0,

ãäå P � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ H (Ω) â H
0(1)
σ (Ω).

Ðåøåíèå çàäà÷è îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê íàõî-
æäåíèþ êîîðäèíàò {ci}n

i=1 èçâåñòíîãî ïîëÿ ϕ0 â íåêîòîðîì áàçèñå {ϕi}n
i=1

èç ïîäïðîñòðàíñòâà H
0(1)
σ (Ω). Òîãäà ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî äàííîìó áàçèñó

áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ∗ ∼=
n∑

i=1

ciϕi.

316



Êîîðäèíàòû ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé Ãðàììà:



(ϕ1, ϕ1)H . . . (ϕ1, ϕn)H

. . . . . . . . .
(ϕn, ϕ1)H . . . (ϕn, ϕn)H







c1

. . .
cn


 = −




(ϕ0, ϕ1)H

. . .
(ϕ0, ϕn)H


 . (7)

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäîáíûì âçÿòü ïîòåí-
öèàëû ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ôèíèòíûìè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ïëîòíîñòÿìè σi,
ðàâíûìè íóëþ íà Γ′′ è îáëàäàþùèìè íà Γ′k, k = 1, N íóëåâûìè ñðåäíèìè
çíà÷åíèÿìè. Âûáðàííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé îá-
ðàçóåò ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ñìûñëå àïïðîêñèìàòèâíîé ñõîäèìîñòè â H0

σ (Ω).
Îñòàåòñÿ ëèøü ïîçàáîòèòüñÿ î åå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.

Ïðè òàêîì âûáîðå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ýëåìåíòû îñíîâíîé ìàòðèöû
è ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû (7) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

〈ϕi, ϕk〉H =
1

4π

∫

Γ′

σi (M)

∫

Γ′

σk (Q)

rQM

dΓQdΓM , i, j = 1, N (8)

〈ϕ0, ϕi〉H =

∫

Γ′

σiϕ
0dΓi = 1, N. (9)

Ïðè÷åì, ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîé âûøå ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ ôóíê-
öèé {ϕk}n

k=1 îêàçûâàåòñÿ îñóùåñòâèìûì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâîëÿþùèõ
ïîëó÷èòü óäîáíîå äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíèå âûðàæåíèÿ (8).
Èç (9) âèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî çíàíèÿ çíà÷åíèé ϕ0 òîëüêî
íà Γ′, ãäå ýêâèâàëåíòíîå ïåðâè÷íîå ïîëå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì. Ïîýòîìó, êàê
îòìå÷àëîñü âûøå, ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïîëÿ íå òðåáóåòñÿ.

Î÷åâèäíî, ìàòðèöà ñèñòåìû (7) ñèììåòðè÷íà. Ñîãëàñíî [6], èòåððàöèîí-
íûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ òàêèìè ìàòðèöàìè ñõîäèòñÿ
ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëåííàÿ ìîäåü ìåòîäà îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé
ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ, ïîëó÷àåìîé ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê èíòå-
ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ðîäà ñî ñëàáîîñîáûì ÿäðîì. Îäíàêî, ïðè îá-
îñíîâàíèè îïèñàííîé çäåñü ìîäåëè íå ïðèøëîñü îáðàùàòüñÿ ê òåîðèè èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà ñëîæíîé, õîòÿ è ñîäåðæàòåëüíîé [5, 7].

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ïðîãðàììíûé ïàêåò, ðàçðàáîòàí-
íûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà âûñîêîãî óðîâíÿ Microsoft Visual C# 2005. Ïðè-
ìåðû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïëàñòèí ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.
Ïåðâè÷íîå ïîëå ñîçäàåñÿ âèòêîì ñ òîêîì, ðàñïîëîæåííûì íàä ïëàñòèíàìè.
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Ðèñ. 2: Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ ðåàêöèè
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ßêîâåö Â.Ï., Âèðà Ì.Á.

Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé äâóõòî÷å÷íûõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäåííîé ñèíãóëÿðíî

âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x + f(t, ε), (1)

Mx(0, ε) + Nx(1, ε) = d, (2)

ãäå x(t, ε) - èñêîìûé n-ìåðíûé âåêòîð, t ∈ [0; 1]; ε ∈ (0; ε0]− ìàëûé âåùåñò-
âåííûé ïàðàìåòð, h ∈ N ; A(t, ε), B(t) - âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíîçíà÷-
íûå (n× n)-ìàòðèöû, d, f(t, ε) - n-ìåðíûå âåêòîðû-ñòîëáöû; M,N − (n× n)-
ìàòðèöû ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òàêèå óñëîâèÿ:
1) ìàòðèöû A(t, ε), B(t, ε) è âåêòîð f(t, ε) äîïóñêàþò íà îòðåçêå [0; 1]

ðàâíîìåðíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

A(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkAk(t); B(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkBk(t); f(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkfk(t); (3)

2) êîýôôèöèåíòû Ak(t), Bk(t), fk(t) ðàçëîæåíèé (3) áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðîâàíû íà îòðåçêå [0; 1];

3)
det B0(t) = 0, ∀t ∈ [0; 1]. (4)

Êðàåâûå çàäà÷è òèïà (1),(2) èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [1-3] ïðè óñëîâèè
B(t, ε) = E, ãäå E−åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðè ýòîì â [1] äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìï-
òîòèêè èõ ðåøåíèé èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, à â [2],[3]- ìåòîä
ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1),(2) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëü-
òàòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), îñóùåñòâë¼í-
íîãî â ðàáîòàõ [4],[5].

Ïóñòü ïðåäåëüíûé ïó÷îê ìàòðèö

A0(t)− λB0(t) (5)

ðåãóëÿðíûé [6] è èìååò ïîñòîÿííóþ êðîíåêåðîâó ñòðóêòóðó ïðè âñåõ
t ∈ [0; 1]. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòîò ïó÷îê èìååò ëèøü ïðîñòûå ýëå-
ìåíòàðíûå äåëèòåëè, à èìåííî: n − 1 êîíå÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé è
îäèí - áåñêîíå÷íûé. Òîãäà [5] ìàòðèöà A0(t) áóäåò èìåòü n − 1 ñîáñòâåííûõ
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âåêòîðîâ ϕi(t), i = 1, n− 1, îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû B0(t), êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λi(t), i = 1, n− 1, à ìàòðèöà B0(t) - îäèí
ñîáñòåííûé âåêòîð ϕ̃(t), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò å¼ íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ. Åñëè ψi(t), i = 1, n− 1 - íóëè ìàòðèö (A0 − λiB0)

∗, à ψ̃(t) - íóëü
ìàòðèöû B∗

0(t), òî èõ ìîæíî îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøå-
íèÿ

(B0ϕi, ψi) = δij, i, j = 1, n− 1, (6)

(A0ϕ̃, ψ̃) = 1, (7)

ãäå δij− ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðû ψi, i = 1, n− 1, ψ̃ îïðåäåëåíû èìåííî

òàê.
Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû îáùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ïî-

ñòðîåíîãî â ðàáîòàõ [1],[2] ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) áóäåì èñêàòü â
âèäå

x(t, ε) =
n−1∑
i=1

ui(t, ε) exp(ε−h

∫ t

αi

λi(t, ε)dt)+

+v(t, ε) exp(ε−h−1

∫ t

αn

ξ−1(t, ε)dt) + ṽ(t, ε), (8)

ãäå αi, i = 1, n - ÷èñëà, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû íèæå,ui(t, ε), i = 1, n− 1;
v(t, ε), ṽ(t, ε) - n− ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè,λi(t, ε), i = 1, n− 1, ξ(t, ε) - ñêà-
ëÿðíûå ôóíêöèè, èçîáðàæàþùèåñÿ ôîðìàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè:

ui(t, ε) =
∞∑

k=0

εku
(i)
k (t), λi(t, ε) =

∞∑

k=0

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1, (9)

v(t, ε) =
∞∑

k=0

εkvk(t), ξ(t, ε) =
∞∑

k=0

εkξk(t), ṽ(t, ε) =
∞∑

k=0

εkṽk(t). (10)

Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (9),(10) ìîæíî îïðåäåëèòü òàê,
÷òîáû âåêòîð (8) ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðÿë ñèñòåìó (1) è êðàåâîå óñëîâèå (2).
Ïîäñòàâèâ âåêòîð (8) â ñèñòåìó (1) è ïðèðàâíÿâ âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ
ýêñïîíåíòàõ, à òàêæå âûðàæåíèÿ áåç ýêñïîíåíò, áóäåì èìåòü

εhB(t, ε)(us(t, ε))
′ + λs(t, ε)B(t, ε)us(t, ε) = A(t, ε)us(t, ε), s = 1, n− 1; (11)

εh+1ξ(t, ε)B(t, ε)(v(t, ε))′ + B(t, ε)v(t, ε) = εξ(t, ε)A(t, ε)v(t, ε); (12)

εhB(t, ε)(ṽ(t, ε))′ = A(t, ε)ṽ(t, ε) + f(t, ε). (13)

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ðåøèì ìåòîäîì [7]. Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèÿ (9),
(10) ïðèðàâíÿâ â (11) êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì

(A0(t)− λ
(s)
0 (t)B0(t))u

(s)
0 = 0, (14)

(A0(t)− λ
(s)
0 (t)B0(t))u

(s)
k = b

(s)
k (t), k = 1, 2, ..., s = 1, n− 1, (15)
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ãäå
b
(s)
k (t) = λ

(s)
k (t)B0(t)u

(s)
0 (t) + g

(s)
k (t), k = 1, 2, ..., s = 1, n− 1, (16)

g
(s)
k (t) =

k−1∑
i=1

k−i∑
j=0

λ
(s)
i Bju

(s)
k−i−j + λs

k∑
j=1

Bju
(s)
k−j −

k∑
i=1

Aiu
(s)
k−i +

k−h∑
i=0

Bi(u
(s)
k−h−i)

′.

Èç óðàâíåíèÿ (14) íàéä¼ì

u
(s)
0 (t) = c

(s)
0 ϕs(t), λ

(s)
0 (t) = λs(t), s = 1, n− 1. (17)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè - îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ b
(s)
k (t) ê

âåêòîðó ψs(t) - èç óðàâíåíèé (15) áóäåì èìåòü

u
(s)
k (t) = Hs(t)b

(s)
k (t) + c

(s)
k ϕs(t), s = 1, n− 1, (18)

ãäå Hs(t) = (A0(t)− λ
(s)
0 (t)B0(t))

− - ìàòðèöà, ïîëóîáðàòíàÿ ê ìàòðèöå
A0(t)− λ

(s)
0 (t)B0(t), à c

(s)
k - ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ

èç êðàåâûõ óñëîâèé.
Ïîäñòàâëÿÿ (17),(18), â (16), âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðîâ b

(s)
k (t) ïðåîáðàçóåì

ê âèäó

b
(s)
k (t) =

k−1∑
i=0

c
(s)
i b̃

(s)
k−i,

b̃
(s)
k (t) = λ

(s)
k (t)B0(t)ϕs(t) + m

(s)
k (t),

m
(s)
k (t) =

k−1∑
i=1

k−1−i∑
j=0

λ
(s)
i (t)Bj(t)Hs(t)̃b

(s)
k−i−j(t) + λ

(s)
0

k−1∑
j=1

Bj(t)Hs(t)̃b
(s)
k−j(t)−

−
k−1∑
i=1

Ai(t)Hs(t)̃b
(s)
k−i(t) +

k−1−h∑
i=0

Bi(t)(Hs(t)̃b
(s)
k−h−i(t))

′ +
k−1∑
i=0

λ
(s)
i (t)Bk−i(t)ϕs(t)−

−Ak(t)ϕs(t) + Bk−h(t)(ϕs(t))
′, s = 1, n− 1, k = 1, 2, . . . .

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (6), èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷èì

λ
(s)
k (t) = −(m

(s)
k (t), ψs(t)), s = 1, n− 1. (19)

Àíàëîãè÷íî, ðåøàÿ óðàâíåíèå (12), ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû

(B1ϕ(t), ψ(t)) 6= 0, ∀t ∈ [0; 1], (20)

ïîëó÷èì

vk(t) =
k−1∑
i=0

c
(n)
i G(t)ãk−i(t) + c

(n)
k ϕ̃, k = 1, 2, . . . ; (21)

ãk(t) = ξk−1(t)A0(t)ϕ̃(t) + nk(t), k = 1, 2, . . . ;
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ãäå

nk(t) =
k−2∑
i=0

k−2−i∑
j=0

ξi(t)Aj(t)G(t)ãk−1−i−j(t)−
k−1∑
i=1

Bi(t)G(t)ãk−i(t)−

−
k−h−1∑

i=0

k−h−2−i∑
j=0

ξi(t)Bj(t)(G(t)ãk−h−1−i−j(t))
′ +

k−2∑
i=0

ξi(t)Ak−1−i(t)ϕ̃(t)−Bkϕ̃(t)−

−
k−h−1∑

i=0

ξi(t)Bk−h−1−i(t)(ϕ̃(t))′, k = 1, 2, . . . ;

G(t) = B−
0 (t)- ìàòðèöà, ïîëóîáðàòíàÿ ê ìàòðèöå B0(t),

ξ0(t) = (B1ϕ̃(t), ψ̃(t)), (22)

ξk−1 = −(nk(t), ψ̃(t)), k = 2, 3, . . . , (23)

c
(n)
k , k = 0, 1, . . . ,- ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Íàêîíåö, íàëîæèâ óñëîâèå

det A0(t) 6= 0, ∀t ∈ [0; 1], (24)

èç (13) ïîëó÷èì ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîåôèöèåíòîâ
ṽk(t), k = 0, 1, . . . :

ṽ0(t) = −A−1
0 (t)f0(t),

ṽk(t) = A−1
0 (t)[

k−h∑
i=0

Bi(t)(ṽk−h−i(t))
′−

k∑
i=1

Ai(t)ṽk−i(t)−fk(t)], k = 1, 2, . . . . (25)

Ðàññìîòðèì òåïåðü m−ïðèáëèæåíèÿ, îáîðâàâ ðÿäû (9),(10)íà m-ì ÷ëåíå:

u
(k)
m (t, ε) =

∑m
j=0 u

(k)
j (t)εj; λ

(k)
m (t, ε) =

∑m
j=0 λ

(k)
j (t)εj; k = 1, n− 1;

vm(t, ε) =
∑m

j=0 vj(t)ε
j; ṽm(t, ε) =

∑m
j=0 ṽj(t)ε

j; ξm(t, ε) =
∑m

j=0 ξj(t)ε
j.

(26)

Èññëåäóåì ïîî÷åð¼äíî äâà ñëó÷àÿ:
1)óñòîé÷èâûé ñëó÷àé, êîãäà

Reλ(i)
m (t, ε) 6 0, i = 1, n− 1, Reξm(t, ε) 6 0, ∀t ∈ [0; 1], (27)

2)óñëîâíî óñòîé÷èâûé ñëó÷àé, êîãäà

Reλ
(i)
m (t, ε) 6 0, i = 1, l, Reλ

(j)
m (t, ε) ≥ 0, i = l + 1, n− 1,

Reξm(t, ε) ≥ 0, ∀t ∈ [0; 1].

(28)

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2) ïðåäñòàâèì â âèäå
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xm(t, ε) =
n−1∑
i=1

u(i)
m (t, ε)exp(ε−h

∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+vm(t, ε)exp(ε−h−1

∫ t

0

ξ−1
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε). (29)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â êðàåâîå óñëîâèå (2), ïîëó÷èì

M

n−1∑
i=1

u(i)
m (0, ε) + Mvm(0, ε) + Mṽm(0, ε)+

+N

n−1∑
i=1

u(i)
m (1, ε)exp(ε−h

∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt) + Nvm(1, ε)exp(ε−h−1

∫ 1

0

ξ−1
m (t, ε)dt)+

+Nṽm(1, ε) = d. (30)

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (27)

exp(ε−h

∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt) = o(εm+1), i = 1, n− 1,

exp(ε−h−1

∫ t

0

ξ−1
m (t, ε)dt) = o(εm+1),

òî, ïðåíåáðåãàÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëàãàåìûìè, âìåñòî (30) ðàññìîòðèì ðà-
âåíñòâî

M

n−1∑
i=1

u(i)
m (0, ε) + Mvm(0, ε) + Mṽm(0, ε) + Nṽm(1, ε)− d = 0, (32)

èç êîòîðîãî îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè c
(k)
i , i = 1, n, k = 0,m.

Ïðèðàâíèâàÿ â (32) êîåôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà è ó÷èòûâàÿ (26), èìååì

M

n−1∑
i=1

u
(i)
k (0) + Mvk(0) + Mṽk(0) + Nṽk(1)− δk,0d = 0, k = 0,m. (33)

Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ (18), (21), (25), ïîëó÷èì

M

n−1∑
j=1

(
k−1∑
i=0

c
(j)
i Hj(0)̃b

(j)
k−i(0) + c

(j)
k ϕj(0)) + M(

k−1∑
i=0

c
(n)
i G(0)ã

(n)
k−i(0) + c

(n)
k ϕ̃(0))+

+MA−1
0 (0)[

k−h∑
i=0

Bi(0)(ṽk−h−i(0))′ −
k∑

i=1

Ai(0)ṽk−i(0)− fk(0)]+
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+NA−1
0 (1)[

k−h∑
i=0

Bi(1)(ṽk−h−i(1))′ −
k∑

i=1

Ai(1)ṽk−i(1)− fk(1)]− δk,0d = 0, (34)

k = 0,m.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

det M 6= 0. (35)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

ck = col(c
(1)
k , c

(2)
k , . . . , c

(n)
k ), k = 0, 1, . . . ;

U0 = (ϕ1(0), ϕ2(0), . . . , ϕn−1(0), ϕ̃(0));

Φk = (H1(0)̃b
(1)
k (0), H2(0)̃b

(2)
k (0), . . . , Hn−1(0)̃b

(n−1)
k (0), G(0)ãk(0)), k = 1, 2, . . . ;

lk = A−1
0 (0)[

k−h∑
i=0

Bi(0)(ṽk−h−i(0))′ −
k∑

i=1

Ai(0)ṽk−i(0)− fk(0)]+

+M−1NA−1
0 (1)[

k−h∑
i=0

Bi(1)(ṽk−h−i(1))′ −
k∑

i=1

Ai(1)ṽk−i(1)− fk(1)]−M−1δk,0d,

k = 0, 1, . . . .

Òîãäà ðàâåíñòâà (34) çàïèøóòñÿ â âèäå
k∑

i=1

Φick−i + U0ck + lk = 0, k = 0,m. (36)

Ââèäó íåîñîáåííîñòè ìàòðèöû U0 îòñþäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðû
ck:

c0 = −U−1
0 l0,

ck = −U−1
0 (lk +

k∑
i=1

Φick−i), k = 1,m. (37)

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (29), ïîñòðîåíîå òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2).
Ïîäñòàâèâ (29) â äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå

L(x) = εhB(t, ε)
dx

dt
− A(t, ε)x− f(t, ε), (38)

èìååì

L(xm) =
n−1∑
i=1

[εhB(t, ε)(u(i)
m (t, ε))′ + λ(i)

m (t, ε)B(t, ε)u(i)
m (t, ε)− A(t, ε)u(i)

m (t, ε)]×

× exp(ε−h

∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt) +

1

εξm(t, ε)
[B(t, ε)vm(t, ε)− εξm(t, ε)A(t, ε)vm(t, ε)+
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+εh+1ξm(t, ε)B(t, ε)(vm(t, ε))′] exp(ε−h−1

∫ t

0

ξ−1
m (t, ε)dt)− [εhB(t, ε)(ṽm(t, ε))′−

−A(t, ε)ṽm(t, ε)− f(t, ε)]

Ñîãëàñíî óêàçàííîìó àëãîðèòìó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé λm(t, ε), ξm(t, ε) è
âåêòîð-ôóíêöèé u

(i)
m (t, ε), vm(t, ε), ṽm(t, ε) âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîá-

êàõ ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà O(εm+1). Êðîìå òîãî, â ñèëó óñëîâèÿ (20)
ôóíêöèÿ ξ−1

m (t, ε) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, íå çàâè-
ñÿùåé îò ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

L(xm) =
n−1∑
i=1

εm+1ai(t, ε) exp(ε−h

∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+εman(t, ε) exp(ε−h−1

∫ t

0

ξ−1
m (t, ε)dt) + εm+1b(t, ε),

ãäå ai(t, ε), i = 1, n, b(t, ε) -n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åíûå íà [0; 1]. Ó÷èòûâàÿ (31), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâèì â âèäå

L(xm) = εma(t, ε),

ãäå a(t, ε)− âåêòîð-ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ íà [0, 1] ïðè ε → 0.
Ïóñòü x(t, ε)− òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). Îáîçíà÷èì

ym(t, ε) = xm(t, ε)− x(t, ε). (39)

Òîãäà âåêòîð ym(t, ε) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

εhB(t, ε)
dym

dt
= A(t, ε)ym + εma(t, ε), (40)

Mym(0, ε) + Nym(1, ε) = εm+1b(ε), (41)

ãäå b(ε)− îãðàíè÷åíûé n−ìåðíûé âåêòîð.
Êàê ïîêàçàíî â [4,ñ.81], óñëîâèå (20) îáåçïå÷èâàåò íåîñîáåííîñòü ìàòðèöû

B(t, ε) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Ïîñêîëüêó

det B(t, ε) = ε(B1ϕ̃, ψ̃) + O(ε2),

òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà B−1(t, ε) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè ε = 0 è å¼
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B−1(t, ε) = ε−1Q(t, ε),

ãäå Q(t, ε)−íåêîòîðàÿ n × n− ìàòðèöà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ íà [0; 1].
Óìíîæèâ ñèñòåìó (40) ñëåâà íà ε−h−1Q(t, ε), ïîëó÷èì

dym

dt
= Ã(t, ε)ym + εm−h−1Q(t, ε)a(t, ε), (42)
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ãäå
Ã(t, ε) = ε−h−1Q(t, ε)A(t, ε).

Íàðÿäó ñ êðàåâîé çàäà÷åé (42), (41) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíî-
ðîäíóþ çàäà÷ó

dx

dt
= Ã(t, ε)x, (43)

Mx(0, ε) + Nx(1, ε) = 0, (44)

a òàêæå ñèñòåìó, ñîïðÿæ¼íóþ ñ (43)

dx

dt
= −Ã∗(t, ε)x. (45)

Ñîãëàñíî [5] ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû (43) â äàí-
íîì ñëó÷àå èìååò âèä

X(t, ε) = (Um(t, ε) + O(εm)) exp(ε−h

∫ t

0

Λm(t, ε)dt), (46)

ãäå Λm = diag{λ(1)
m (t, ε), . . . , λ

(n−1)
m (t, ε), ε−1ξ−1

m (t, ε)}, Um(t, ε) =
∑m

k=0 Uk(t), a
ìàòðèöû Ui(t) ñîñòîÿò èç âåêòîð-ñòîëáöîâ, îïðåäåë¼ííûõ ïî ôîðìóëàì (18),
(21), â êîòîðûõ c

(s)
0 = 1, c

(s)
i = 0, i = 1, n.

Ïîäîáíóþ ñòðóêòóðó èìååò è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîïðÿæ¼íîé ñèñ-
òåìû (45):

Y (t, ε) = (Ûm(t, ε) + O(εm)) exp(−ε−h

∫ t

0

Λ∗m(t, ε)dt), (47)

ãäå Ûm(t, ε)− ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî òîìó æå àëãîðèò-
ìó, ÷òî è ýëåìåíòû ìàòðèöû Um(t, ε); Λ∗−ìàòðèöà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼íàÿ
ñ Λm. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (42) ïðåäñòàâèì â âèäå

ym(t, ε) = (Um(t, ε) + O(εm))exp(ε−h

∫ t

0

Λm(t, ε)dt)c+

+

∫ t

0

(Um(t, ε) + O(εm))exp(ε−h

∫ t

τ

Λm(t, ε)dt)×

×(Û∗
m(τ, ε) + O(εm))q(τ, ε)dτ, (48)

ãäå
q(t, ε) = εm−h−1Q(t, ε)a(t, ε).

Îïðåäåëèâ âåêòîð c èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (41), è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (27),
(31), ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (42),
(41):

ym(t, ε) = (Gq)(t, ε) + (Um(t, ε) + O(εm)) exp(ε−h

∫ t

0

Λm(t, ε)dt)×
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×([MUm(0, ε)]−1 + O(εm))εm+1b(ε), (49)

ãäå (Gq)(t, ε) - îïåðàòîð Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (40),(41), òî åñòü ðåøåíèå
ïîëóîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (42), (44). Âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (49)-
ðåøåíèå ïîëóîäíîðîäíîé çàäà÷è (43), (41). Îïåðàòîð Ãðèíà äëÿ äàíîãî ñëó-
÷àÿ èìååò âèä

(Gq)(t, ε) =

∫ 1

0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ, (50)

ãäå G0(t, τ, ε) - ìàòðèöà Ãðèíà îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (43), (44), êîòîðàÿ
èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

G0(t, τ, ε) =





−(Um(t, ε) + O(εm)) exp(ε−h
∫ t

0
Λm(t, ε)dt)×

×([MUm(0, ε)]−1 + O(εm))NUm(1, ε)×

× exp(ε−h
∫ 1

τ
Λm(s, ε)ds)(Û∗

m(τ, ε) + O(εm)),

åñëè 0 6 t < τ 6 1,

(Um(t, ε) + O(εm)) exp(ε−h
∫ t

τ
Λm(s, ε)ds)×

×(Û∗
m(τ, ε) + O(εm))− (Um(t, ε) + O(εm))×

× exp(ε−h
∫ t

0
Λm(t, ε)dt)([MUm(0, ε)]−1 + O(εm))×

×NUm(1, ε) exp(ε−h
∫ 1

τ
Λm(s, ε)ds)(Û∗

m(τ, ε) + O(εm)),

åñëè 0 6 τ 6 t 6 1.

(51)

Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (49) ê îöåíêàì ïî íîðìå, ïîëó÷èì

‖ym(t, τ, ε)‖ 6 εm−h−1

∫ 1

0

‖G0(t, τ, ε)‖ · ‖Q(τ, ε)‖ · ‖a(τ, ε)‖dτ+

+εm+1(‖Um(t, ε) + O(εm+1)‖)‖ exp(ε−h

∫ t

0

Λm(t, ε)dt)‖×

×‖[MUm(0, ε)]−1 + O(εm)‖ · ‖b(ε)‖. (52)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (27) è îãðàíè÷åíîñòü âñåõ ìàòðè÷íûõ è âåêòîðíûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â (52), áóäåì èìåòü

‖ym(t, ε)‖ 6 εm−h−1c, (53)

ãäå c- íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε. Âîçâðàòèâøèñü ê çàìåíå
(39), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó

‖xm(t, ε)− x(t, ε)‖ 6 εm−h−1c. (54)

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 6 Åñëè ïó÷îê ïðåäåëüíûõ ìàòðèö (5) èìååò íà îòðåçêå [0; 1] n−1
ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé è îäèí áåñêîíå÷íûé è âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ (20), (24),(27), (35), òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε êðàåâàÿ
çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîé ôîðìóëîé

x(t, ε) =
n−1∑
i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

t∫

0

λ(i)
m (t, ε)dt) + vm(t, ε) exp(ε−h−1

t∫

0

ξ−1
m (t, ε)dt)+

+ṽm(t, ε) + O(εm−h−1),

ãäå u
(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; vm(t, ε), ṽm(t, ε)− n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè,

λ
(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1, ξm(t, ε)− ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèåñÿ â âè-

äå ðàçëîæåíèé (26), êîåôèöèåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðå-
êóððåíòíûõ ôîðìóë (17)-(19), (21)-(23), (25), (37).

Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â óñëîâíî óñòîé÷èâîì ñëó÷àå èùåì
â âèäå

xm(t, ε) =
l∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

t∫

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (t, ε) exp(−ε−h

1∫

t

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+vm(t, ε) exp(−ε−h−1

1∫

t

ξ−1
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε). (55)

Ïîäñòàâèâ (55) â êðàåâîå óñëîâèå (2), ïîëó÷èì

M

l∑
i=1

u(i)
m (0, ε) + M

n−1∑

i=l+1

u(i)
m (0, ε) exp(−ε−h

∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+Mvm(0, ε) exp(−ε−h−1

∫ 1

0

ξ−1
m (t, ε)dt) + Mṽm(0, ε)+

+N

l∑
i=1

u(i)
m (1, ε) exp(ε−h

∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+N

n−1∑

i=l+1

u(i)
m (1, ε) + Nvm(1, ε) + Nṽm(1, ε) = d. (56)
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Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (28) è ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà o(εm+1), âìå-
ñòî (56) ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

M

l∑
i=1

u(i)
m (0, ε) + Mṽm(0, ε) + N

n−1∑

i=l+1

u(i)
m (1, ε) + Nvm(1, ε) + Nṽm(1, ε) = d,

èç êîòîðîãî îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè c
(k)
i , i = 1, n, k = 0,m. Ïðè-

ðàâíèâàÿ â í¼ì êîåôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε ñ ó÷åòîì (26),
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

M

l∑
s=1

u
(s)
k (0) + Mṽk(0) + N

n−1∑

s=l+1

u
(s)
k (1) + Nvk(1) + Nṽk(1) = δk,0d, k = 0,m.

Èñïîëüçóÿ (18), (21), (25), ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå

M

l∑
s=1

(
k−1∑
i=0

c
(s)
i Hs(0)̃b

(s)
k−i(0) + c

(s)
k ϕs(0)) + N

n−1∑

s=l+1

(
k−1∑
i=0

c
(s)
i Hs(1)̃b

(s)
k−i(1)+

+c
(s)
k ϕs(1)) + N(

k−1∑
i=0

c
(n)
i G(1)ãk−i(1) + c

(n)
k ϕ(1)) = δk,0d−Mṽk(0)−Nṽk(1),

k = 0,m. (57)

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

det(Mϕ1(0),Mϕ2(0), . . . ,Mϕl(0), Nϕl+1(1), . . . , Nϕn−1(1), Nϕ̃(1)) 6= 0. (58)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

l̃k = Mṽk(0) + Nṽk(1)− δk,0d, k = 0, 1, . . . ,

Ũ0 = (Mϕ1(0), Mϕ2(0), . . . , Mϕl(0), Nϕl+1(1), . . . , Nϕn−1(1), Nϕ̃(1)),

ck = col(c
(1)
k , c

(2)
k , . . . , c

(n)
k ),

Φk = (MH1(0)̃b
(1)
k (0), . . . , MHl(0)̃b

(l)
k (0),

NHl+1(1)̃b
(l+1)
k (1), . . . , NHn−1(1)̃b

(n−1)
k (1), NG(1)ãk(1)).

Òîãäà ðàâåíñòâà (57) ïðèíèìàþò âèä
k∑

i=1

Φ̃ick−i + Ũ0ck + l̃k = 0, k = 0,m,

îòêóäà:
c0 = −Ũ−1

0 l̃0,

ck = −Ũ−1
0 (l̃k +

k∑
i=1

Φ̃ick−i), k = 1,m. (59)
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Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
(55), êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (42) èç êðàåâûì
óñëîâèåì (41), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âåêòîð íåâÿçêè

ym(t, ε) = x(t, ε)− xm(t, ε).

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû (43) èçîá-
ðàæàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëîé

X(t, ε) = [Um(t, ε) + O(εm)]diag{exp(ε−h

∫ t

0

Λ(1)
m (t, ε)dt),

exp(−ε−h

∫ 1

t

Λ(2)
m (t, ε)dt)},

ãäå
Λ(1)

m = diag{λ(1)
m (t, ε), . . . , λ(l)

m (t, ε)},
Λ(2)

m = diag{λ(l+1)
m (t, ε), . . . , λ(n−1)

m (t, ε), ε−1ξ−1
m (t, ε)},

Um(t, ε) =
∑m

k=0 Uk(t), a ìàòðèöû Uk(t) ñîñòîÿò èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, îïðåäå-
ëÿþùèõñÿ ïî ôîðìóëàì (18), (21), â êîòîðûõ c

(s)
0 = 1, c

(s)
i = 0, i = 1, n, [4, 5].

Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâèì è ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñîïðÿæ¼íîé ñèñòåìû
(45):

Y (t, ε) = [Ûm(t, ε) + O(εm)]diag{exp(−ε−h

∫ t

0

Λ(1)∗
m (t, ε)dt),

exp(ε−h

∫ 1

t

Λ(2)∗
m (t, ε)dt)},

ãäå Û
(i)
m (t, ε), i = 1, 2− ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

Y (1)
m (t, ε) = diag{exp(ε−h

∫ t

0

Λ(1)
m (t, ε)dt), 0};

Y (2)
m (t, ε) = diag{0, exp(−ε−h

∫ 1

t

Λ(2)
m (t, ε)dt)},

ãäå íóëåâûå áëîêè èìåþò ðàçìåðíîñòü (n− l)×(n− l) è (l× l) ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà

X(t, ε) = X1(t, ε) + X2(t, ε),

ãäå
Xi(t, ε) = [Um(t, ε) + O(εm)]Y (i)

m (t, ε), i = 1, 2,

è îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (42) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ym(t, ε) = X(t, ε)c +

∫ t

0

X1(τ, ε)Y
∗(τ, ε)q(τ, ε)dτ +

∫ t

1

X2(τ, ε)Y
∗(τ, ε)q(τ, ε)dτ.
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Îïðåäåëÿÿ ïîñòîÿííûé âåêòîð c èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (41)è, ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå óñëîâèå (28), äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (40), (41) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

ym(t, ε) = (Gq)(t, ε) + εm+1X(t, ε)([MU (1)
m (0, ε); NU (2)

m (1, ε)]+

+O(εm))−1b(ε). (60)

Çäåñü U
(1)
m (t, ε)− ïðÿìîóãîëüíàÿ (n× l)− ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ âåêòîðû u
(i)
m (t, ε), i = 1, l, U

(2)
m (t, ε)− (n × n − l)− ìàòðèöà, ñòîëáöàìè

êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû u
(i)
m (t, ε), i = l + 1, n− 1, vm(t, ε).

(Gq)(t, ε) =

∫ 1

0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ, (61)

ãäå G0(t, τ, ε)- ìàòðèöà Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (43), (44), êîòîðàÿ èìååò ñëå-
äóþùóþ ñòðóêòóðó:

G0(t, τ, ε) =





(U
(1)
m (t, ε) + O(εm)) exp(ε−h

∫ t

τ
Λ

(1)
m (s, ε)ds)×

×[Û
(1)∗
m (τ, ε) + O(εm)] + Km(t, τ, ε),

åñëè 0 6 τ < t 6 1,

(U
(2)
m (t, ε) + O(εm)) exp(−ε−h

∫ τ

t
Λ

(2)
m (s, ε)ds)×

×(Û
(2)∗
m (τ, ε) + O(εm)) + Km(t, τ, ε),

åñëè 0 6 t 6 τ 6 1.

â êîòîðîé

Km(t, τ, ε) = (Um(t, ε) + O(εm))(Y (1)
m (t, ε) + Y (2)

m (t, ε))×

×([MU (1)
m (0, ε); NU (2)

m (1, ε)] + O(εm))−1×

×[(MU (2)
m (0, ε) + O(εm)) exp(−ε−h

∫ τ

0

Λ2(s, ε)ds)(Û (2)∗
m (τ, ε) + O(εm))−

−(NU (1)
m (1, ε) + O(εm)) exp(ε−h

∫ 1

τ

Λ1(s, ε)ds)(Û (1)∗
m (τ, ε) + O(εm))].

Èñõîäÿ èç óñëîâèé (28), (58), íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå ìàòðè÷-
íûå è âåêòîðíûå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (60), (61), ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
ïðè âñåõ t ∈ [0; 1] è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Òîãäà, îöåíèâ ïî íîðìå ñîîòíîøåíèå
(60), ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó âèäà (53), (54).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 4 Åñëè ïó÷îê ïðåäåëüíûõ ìàòðèö (5) èìååò íà îòðåçêå [0; 1] n−1
ïðîñòûõ êîíå÷íûõ åëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé è îäèí - áåñêîíå÷íûé è âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ (20), (24), (28), (58), òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε êðàåâàÿ
çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, èçîáðàæàþùååñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé ôîðìóëîé

x(t, ε) =
l∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

∫ t

1

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+vm(t, ε) exp(ε−h−1

∫ t

1

ξm(t, ε)dt) + ṽm(t, ε) + O(εm−h−1),

ãäå u
(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; vm(t, ε), ṽm(t, ε)− n−ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè,

λ
(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1, ξm(t, ε)−ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ

â âèäå ðàçëîæåíèé (26), êîåôèöèåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë (17)-(19), (21)-(23), (25), (59).
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ßøàãèí Å.È.

Óñëîâèÿ ïðîäîëæåíèÿ òî÷å÷íûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ñ
àëãåáðû l1(S) íà àëãåáðó AS

Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, Ĝ � å¼ ãðóïïà õàðàêòåðîâ. Äëÿ
àääèòèâíîé ãðóïïû Γ, èçîìîðôíîé Ĝ, ÷åðåç S îáîçíà÷èì ïîëóãðóïïó å¼ ïî-
ðîæäàþùóþ, ò.å. Γ = S−S. Äëÿ a ∈ Γ ïóñòü χa � ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð.
Êàæäóþ ôóíêöèþ f ∈ C(G) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà
Ôóðüå

f '
∑

cf
aχ

a

ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå
cf
a =

∫

G

fχ−adσ

(σ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Õààðà ãðóïïû G). Ìíîæåñòâî òåõ a ∈ Γ, äëÿ êî-
òîðûõ cf

a 6= 0, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sp(f).
Ïóñòü l1S(G) � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ íåïðåðûâíûõ íà G ôóíêöèé, ñïåêòð êî-
òîðûõ ñîäåðæèòñÿ â S, è ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Åñëè

f ∈ l1S(G) , f =
∑
a∈S

cf
aχ

a ,

òîãäà
||f ||1 =

∑
a∈S

|cf
a|

åñòü l1-íîðìà ôóíêöèè f . Îòîáðàæåíèå

f → f̃ =
∑
α∈S

f(a)χa(α)

ïîðîæäàåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó l1(S) è l1S(G). Ïîïîëíåíèå
l1S(G) â sup

G
-íîðìå åñòü àëãåáðà AS âñåõ òåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà G,

ñïåêòð êîòîðûõ ïðèíàæëåæèò S.
Òàê êàê

||f ||1 6 ||f ||∞ = sup
G
|f | ,

êàæäîå òî÷å÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû AS ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì íà àëãåáðå l1(S). Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Â ìíîæåñòâå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ àëãåáðû l1(S) îáîçíà÷èì
÷åðåç IdS ïîëóãðóïïó èäåìïîòåíòîâ.

Òåîðåìà 1 Êàæäîå òî÷å÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íà l1(S) â òî÷êå p ∈ IdS

ðàñøèðÿåòñÿ äî òî÷å÷íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ýòîé æå òî÷êå íà AS.

333



Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå òî÷å÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂ íà l1(S) â òî÷êå
p ∈ IdS èìååò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

∂(f) =

∫

Gp

fχ−adσp .

Ïîýòîìó
|∂(f)| 6

∫

Gp

|f |dσp 6 sup
G
|f | = ||f ||∞ ,

è ôóíêöèîíàë ∂ : l1(S) → C ðàñøèðÿåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíà-
ëà ∂AS

: AS → C. Î÷åâèäíî, ∂AS
� òî÷å÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íà AS â

òî÷êå p. 2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ : S → [0, 1] � ïîëîæèòåëüíûé ïîëóõàðàêòåð è
ν : S → [0,∞], ν = − ln ξ, � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåñ íà S. Ïóñòü

Sν
+ = {a− b ∈ Γ : a, b ∈ Sν

0 è ν(b) 6 ν(a)} .

Î÷åâèäíî, Sν
+ � ïîäïîëóãðóïïà ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùàÿ Sν

0 . Îïðåäåëèì íîâóþ
ïîëóãðóïïó S+ = Sν

+ ∪ (Sν
+ + Sν

∞).

Ëåììà 1 Âåñ ν : S → [0,∞] ìîæíî ïðîäîëæèòü äî âåñà ν̃ : S+ → [0,∞].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

Sν
+ ∩ (Sν

+ + Sν
∞) = Ø .

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü a ∈ Sν
+ ∩ (Sν

+ + Sν
∞). Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

a = d− c , d, c ∈ Sν
+ ,

à ñ äðóãîé
a = b− l + v , b, l ∈ Sν

+ , v ∈ Sν
∞ .

Îòñþäà d + l = b + c + v. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê d + l ∈ Sν
0 , à

b + c + v ∈ Sν
∞. Òåïåðü îïðåäåëÿÿ îòîáðàæåíèå ν̃ : S+ → [0,∞], à òàêæå,

ïîëàãàÿ

ν̃(a) =

{
ν(d)− ν(c), åñëè a = d− c ∈ Sν

+ (d, c ∈ Sν
0 );

∞ , åñëè a ∈ Sν
+ + Sν

∞ ,

íàäî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ν̃ : S+ → [0,∞] îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè a = d − c è a = b − l, d, c, b, l ∈ S∞0 , òîãäà d + l = b + c.
Îòñþäà ν(d) + ν(l) = ν(b) + ν(c) è, ñëåäîâàòåëüíî, ν(d) − ν(c) = ν(b) − ν(l).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a = d− c, b = d1 − c1, d, c, d1, c1 ∈ Sν

0 , òîãäà

ν̃(a) + ν̃(b) = ν(d)− ν(c) + ν(d1)− ν(c1) = ν(d + d1)− ν(c + c1) = ν̃(a + b) . 2
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé ïîëóãðóïïû
S+, ïîýòîìó àëãåáðà l1(S) � ïîäàëãåáðà àëãåáðû l1(S+). Ïîýòîìó ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë mξ̃, ïîðîæä¼ííûé ïîëóõàðàêòåðîì ν̃ : S+ → [0, 1],
ξ̃ = exp(−ν̃), ñîâïàäàåò íà l1(S) ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ôóíêöèîíàëîì mξ,
ξ = exp(−ν). Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû mξ̃ è mξ èìå-
þò îáùóþ ïðåäñòàâëÿþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà G. Îáîçíà÷èì ýòó ìåðó
÷åðåç µξ. Ïóñòü M(G) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà
G. Íàïîìíèì, ñâ¼ðòêîé ìåð µ, ν ∈ M(G) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ìåðà µ ∗ ν, ÷òî
äëÿ ëþáîãî f ∈ C(G) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∫

G

fd(µ ∗ ν) =

∫

G

∫

G

f(α · β)dµ(α)dν(β) .

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå ðàáîòû [2], ñôîðìóëèðóåì åù¼ îäèí ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2 Êàæäîå òî÷å÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂i íà àëãåáðå l1(S) ðàñ-
øèðÿåòñÿ äî òî÷å÷íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà AS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂i ñâÿçàíî ñ ôóíêöèåé
ki : L(ai) → R [2], êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
b ∈ Li = L(ai) è b + c = ai + d, òîãäà ki(b) = ν(c) − ν(d) è ïðè ýòîì
ki(b + l) = ki(b) − ν(l), l ∈ Sν

0 . Ââåä¼ì íà Li ïîðÿäîê. Ñíà÷àëà çàìåòèì,
÷òî åñëè b1, b2 ∈ Li, òîãäà íàéäóòñÿ c1, c2 ∈ Sν

0 òàêèå, ÷òî b1 + c1 = b2 + c2.
Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè Li = L(ai) ñëåäóåò

b1 + d1 = ai + l1, b2 + d2 = ai + l2 äëÿ íåêîòîðûõ d1, l1, d2, l2 ∈ Sν
0 .

Îòñþäà
b1 + d1 + l2 = ai + l1 + l2 = b2 + d2 + l1 .

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü c1 = d1 + l2, c2 = d2 + l1. Äàëåå ïèøåòñÿ b1 < b2,
åñëè c = c1 − c2 ∈ Sν

+, ò.å. ν(c2) < ν(c1). Òàê êàê

ki(b1 + c1) = k(b1)− ν(c1) è ki(b2) = k(b2)− ν(c2) ,

òî ki(b1) = ki(b2)− ν(c1) + ν(c2) = ki(b2)− ν̃(c) , ãäå c = c1 − c2 .

Ñ êàæäûì b ∈ Li îïðåäåëèì ìåðó íà G:

τb = exp ki(b) · µb ∗ σb , ãäå µb = χ−bµξ , σb = χ−bσp

(µξ � îïðåäåë¼ííàÿ âûøå âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, σp � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà
Õààðà ãðóïïû Gp ⊂ G). Ïîðÿäîê, îïðåäåë¼ííûé íà Li , çàäà¼ò ïîðÿäîê è íà
ñåìåéñòâå ìåð

{τb}b∈Li
: τb1 < τb2 , åñëè b1 < b2 .

Ïóñòü b1 < b2. Òîãäà b1 + c = b2, ãäå c ∈ Sν
+. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

G

χb2dτb1 = exp ki(b1)

∫

G

χb2d(µb1 ∗ σb1) =

335



=

∫

G

∫

G

χb2(α · β)χ−b1(α)dµξ(α) · χ−b1(β)dσp =

=

∫

G

χb2−b1(α)dµξ(α) ·
∫

Gp

χb2−b1(β)dσp =

= exp ki(b1) · exp(−ν̃(c)) = exp(ki(b1)− ν̃(c)) = exp ki(b2) .

(Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî χb1|Gp = χb2|Gp èç [1].) Ïîñêîëüêó
sup
b∈Li

ki(b) = Mi < ∞, ñåìåéñòâî ìåð {τb}b∈L1 îãðàíè÷åíî â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå M(G), ñîïðÿæ¼ííîì ê C(G). Ïóñòü ìåðà τ0 � ∗-ñëàáûé ïðåäåë ìåð
τb, b ∈ L1, ïî ââåä¼ííîìó ïîðÿäêó. Òîãäà äëÿ ëþáîãî b1 ∈ L1

∫

G

χb1dτ0 = exp ki(b1) .

Äåéñòâèòåëüíî, ∫

G

χb1dτ0 = lim

∫

G

χb1dτb = exp ki(b1) ,

åñëè b < b1. Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèîíàë ∂ íà àëãåáðå AS:

∂(f) =

∫

G

fdτ0 .

Ââåä¼ííûé íàìè ôóíêöèîíàë ∂ : AS → C � òî÷å÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå â
mξ. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñóæåíèå ∂ íà l1S(G) ⊂ AS ñîâïàäàåò ñ òî÷å÷-
íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ∂i (l1S(G) ' l1(S)), è àëãåáðà l1S(G) ïëîòíà â AS.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∂ åñòü òî÷å÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íà AS. 2
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Óäîäåíêî Í.Í.

Æèçíü ÷åëîâåêà èç ëåãåíäû
Äàííàÿ ñòàòüÿ, ïðåäâàðÿþùàÿ ïóáëèêàöèþ [6] ïîñâÿùåíà æèçíè åå àâ-

òîðà Ìèõàèëà Âèêòîðîâè÷à Ôåäîñååâà, âñÿ æèçíü êîòîðîãî áûëà ñâÿçàíà ñ
Âîðîíåæñêèì óíèâåðñèòåòîì. Îí áûë ó÷àñòíèêîì ìíîãèõ ñîáûòèé, ïðîèçî-
øåäøèõ â æèçíè óíèâåðñèòåòà.

Â 1998 ãîäà áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ [4], ïîñâÿùåííàÿ èñòîðèè ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ óíèâåðñèòåòà äî 1952 ãîäà,
êîãäà â Âîðîíåæ ïðèåõàë Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèé (1920-1997). Â îñíîâíîì â
íåé ðàññêàçûâàåòñÿ î æèçíè ôàêóëüòåòà, íà÷èíàÿ ñ 1930 ãîäà, êîãäà åå àâòîð
Â.È.Ñîáîëåâ (1913-1995) ïîñòóïèë â Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò. ×òî êàñàåòñÿ
ïåðèîäà ñ 1918 ãîä ïî 1930, òî îí íàïèñàë ñëåäóþùåå: "Î òîì, êàê ïðîòåêàëà
ó÷åáíàÿ è íàó÷íàÿ ðàáîòà íà ôèçìàòå â ïåðèîä ñ 1918 ïî 1931 ãîä, ÿ çíàþ
òîëüêî ïî ðàññêàçàì çàâ. êàôåäðîé îáùåé ôèçèêè ïðîôåññîðà Í.À.Ñàõàðîâà
è äîöåíòà Ì.Â.Ôåäîñååâà, àëãåáðàèñòà".

Äàëåå îí ïîâåñòâóåò î ïðîôåññîðàõ Â.Ã.Àëåêñååâå (1866-1943) è
À.Ê.Ñóøêåâè÷å (1882-1928), äîöåíòå Í. Ï. Ñàìáèêèíå (1882-1928) ðàáîòàâ-
øèõ â ýòî âðåìÿ íà ôèçìàòå.

Ñêàæó íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè ñòàòüè. Â 2003 ãîäó ÿ ïîçíàêîìèëñÿ
ñ äî÷åðüþ Ì.Â.Ôåäîñååâà Åêàòåðèíîé Ìèõàéëîâíîé Ôåäîñååâîé (1937-2005),
êîòîðàÿ ïåðåäàëà ìíå ðóêîïèñü ñòàòüè [6]. Íåçàäîëãî äî êîí÷èíû îíà ïðîñèëà
ìåíÿ íàïèñàòü ñòàòüþ î åå îòöå, ïðåäóïðåäèâ î òîì, ÷òî ýòî áóäåò òðóäíî
ñäåëàòü, ââèäó íåîðäèíàðíîñòè ëè÷íîñòè åå îòöà. Ïóáëèêàöèÿ ýòîé ñòàòüè
è [6] - äàíü óâàæåíèÿ ê ëè÷íîñòè òàêîãî íåçàóðÿäíîãî ÷åëîâåêà, êàêèì áûë
Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷ Ôåäîñååâ.

Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷ Ôåäîñååâ ðîäèëñÿ 9 ÿíâàðÿ (ïî ñ.ñ.) 1896 ãîäà â ã.
Òåòþøè Êàçàíñêîé ãóáåðíèè. Îòåö åãî áûë èç ìåùàí, ìàòü ðàáîòàëà êó-
õàðêîé. Â 1907 ãîäó îíà âûõîäèò çàìóæ çà Â.Ï.Ôåäîñååâà, êîòîðûé â ýòîì
æå ãîäó óñûíîâèë Ìèõàèëà. Â 1916 ãîäó Ìèõàèë ïîñòóïèë Âîëêîâûøñêóþ
ãèìíàçèþ. Îêîí÷èâ â 1918 ãîäó ãèìíàçèþ ñ çîëîòîé ìåäàëüþ îí ïîñòóïèë
íà ìåäèöèíñêèé ôàêóëüòåò Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà, ñîçäàííîãî íà áàçå
ýâàêóèðîâàííîãî Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â ñâîèõ âîñïîìèíàíèÿõ îá ýòîì
âðåìåíè Ì.Â.Ôåäîñååâ ïèñàë [3]: "Ïåðâîíà÷àëüíî ÿ ïîñòóïèë íà ìåäèöèí-
ñêèé ôàêóëüòåò, íî ïîñêîëüêó ïîñåùåíèå ëåêöèé áûëî ñâîáîäíûì, òî ïîìèìî
ýòîãî õîäèë íà ëåêöèè èñòîðè÷åñêîãî è ôèçèêî - ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òîâ. Ïðèåìíûõ ýêçàìåíîâ òîãäà íå áûëî, îíè ïîÿâèëèñü ïîçæå. Ïðèíèìàëè
âñåõ, òðåáîâàëîñü òîëüêî íàïèñàòü çàÿâëåíèå. Ïåðâóþ ëåêöèþ ÿ óñëûøàë
êàê ðàç íà ôèçìàòå 12 íîÿáðÿ 1918ã. , â ïåðâûé äåíü çàíÿòèé Âîðîíåæñêîãî
óíèâåðñèòåòà. Ñåññèé íå áûëî. Ýêçàìåíû ñäàâàëè ïî èíäèâèäóàëüíîé äîãî-
âîðåííîñòè ñ ïðåïîäàâàòåëÿìè. Ýòî áûëî ãîðàçäî ëó÷øå ÷åì ñåé÷àñ, ïîòîìó
÷òî åñëè ñòóäåíò øåë íà ýêçàìåí, òî ñ îñíîâàòåëüíûìè çíàíèÿìè. È "ïðîâà-
ëèâàëèñü"íàäî ñêàçàòü, ðåäêî".
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Íî â êîíå÷íîì èòîãå Ì.Â.Ôåäîñååâ ñäåëàë îêîí÷àòåëüíûé âûáîð â ïîëüçó
ôèçìàòà. ×òî êàñàåòñÿ ìåäèöèíû, òî ïðèâåäåì îäíî ñâèäåòåëüñòâî èç [2]. ". . .
Ôåäîñååâ áûë íå ïðîñòî òàëàíòëèâûì ïðåïîäàâàòåëåì è ñâîáîäíûì è íåçàâè-
ñèìûì ÷åëîâåêîì - ýòî áûë îáðàçîâàíåéøèé ñòàðîé, çàêàëêè èíòåëëèãåíò, â
ñâîå âðåìÿ ïîñåùàâøèé çàíÿòèÿ ñðàçó â òðåõ ÂÓÇàõ, ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷èë
ìåäèöèíó äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òî ê íåìó íà êîíñóëüòàöèþ ïðèõîäèëè âðà÷è
. . . ".

Òÿãà ê çíàíèÿì, äàæå íå ñâÿçàííûì ñ âûáðàííîé ïðîôåññèåé, áûëà õàðàê-
òåðíà äëÿ Ìèõàèëà Âèêòîðîâè÷à. Ïî ðàññêàçàì Ï.È.Ñóøêîâîé, ìíîãèå ãîäû
ïðîæèâøåé â ñåìüå Í.À.Ñàõàðîâà (1875-1951), îáñóæäåíèå ïðîáëåì ôèçèêè
ñ Í.À.Ñàõàðîâûì è áèîëîãèè ñ Á.Ì. Êîçî-Ïîëÿíñêèì (1890-1971), íà÷èíàâ-
øèåñÿ äíåì, çàêàí÷èâàëèñü äàëåêî çà ïîëíî÷ü.

Øëà ãðàæäàíñêàÿ âîéíà, â ñòðàíå öàðèëè ãîëîä è ðàçðóõà. Øëà áîðü-
áà çà âûæèâàíèå. Â ÿíâàðå 1920 ãîäà ñòóäåíò Ôåäîñååâ íà÷àë ñâîþ òðóäî-
âóþ äåÿòåëüíîñòü ïðåïîäàâàòåëåì ìàòåìàòèêè â îäíîé èç øêîë Âîðîíåæ-
ñêîãî ãîðîíî, à ñ ìàðòà 1920 ãîäà îí ðàáîòàåò âîñïèòàòåëåì â äåòäîìå èìåíè
Ê.Ìàðêñà. Ñ 1925 ãîäà Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷ ïðåïîäàâàë äî 1931 ãîäà ìàòå-
ìàòèêó â Âîðîíåæñêîì ñðåäíåì Ðàáî÷åì èíäóñòðèàëüíîì òåõíèêóìå. Â 1926
ãîäó Ì.Â.Ôåäîñååâ îêîí÷èë óíèâåðñèòåò. Îòìåòèì îäèí ëþáîïûòíûé ôàêò:
â ýòîì ãîäó îêîí÷èë ôèçìàò Ï.Ôåîêòèñòîâ, îòåö áóäóùåãî êîñìîíàâòà, Ãåðîÿ
Ñîâåòñêîãî Ñîþçà Ê.Ï.Ôåîêòèñòîâà. Â äåêàáðå 1929 ãîäà îí ñòàë ñâåðõøòàò-
íûì àñïèðàíòîì êàôåäðû ìàòåìàòèêè ïåäàãîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÂÃÓ.

Íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì àñïèðàíòà ñòàë À.Ê.Ñóøêåâè÷, ðåçóëüòàòû êî-
òîðîãî ïî òåîðèè ïîëóãðóïï ê ýòîìó âðåìåíè ïîëó÷èëè ìåæäóíàðîäíîå ïðè-
çíàíèå: â 1928 ãîäó îí âûñòóïèë ñ äîêëàäîì íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìà-
òè÷åñêîì êîíãðåññå â Áîëîíüå, â îáñóæäåíèè ðåçóëüòàòîâ êîòîðîãî ïðèíÿë
ó÷àñòèå Ô.Ý.Ìîëèí(1861-1941). Â ñëåäóþùåì ãîäó Ì.Â.Ôåäîñååâ óæå øòàò-
íûé àñïèðàíò.

Â 1932 ãîäó åìó áûëî ïîðó÷åíî ÷òåíèå ëåêöèé ïî âûñøåé àëãåáðå, òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ÷èñåë.

Â îäíîé èç áåñåä ñ àâòîðîì À. Ì. Ìåëåøèíà ðàññêàçàëà î òîì, êàê îí ÷è-
òàë ëåêöèè ïî âûñøåé àëãåáðå. Â îñíîâó ýòîãî êóðñà áûë ïîëîæåí ó÷åáíèê [5].
Ëåêöèè îòëè÷àëèñü ÿñíîñòüþ èçëîæåíèÿ, ëàêîíè÷íîñòüþ è ïîòîìó õîðîøî
çàïîìèíàëèñü ñòóäåíòàìè. Â îñíîâíîì â ëåêöèÿõ èçëàãàëàñü àëãåáðà ìíîãî-
÷ëåíîâ. Ïîñëåäíþþ ëåêöèþ îí ïîñâÿòèë òåîðèè ãðóïï. Â íåé áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå ãðóïïû, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðóïï, ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû
íåêîòîðûå òåîðåìû èç ýòîé òåîðèè. Â êîíöå ëåêöèè îí îòìåòèë, ÷òî â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ òåîðèè ãðóïï èìååò ìàëî ïðèëîæåíèé â äðóãèõ íàóêàõ. Òðóäíî
ñêàçàòü, íà ÷åì áûëî îñíîâàíî òàêîå çàÿâëåíèå ëåêòîðà. Áóäó÷è ÷åëîâåêîì
î÷åíü ýðóäèðîâàííûì, îí, íàâåðíÿêà, çíàë î ðàáîòàõ Ã.Âåéëÿ(1885-1955) ïî
êâàíòîâîé ìåõàíèêå, íàïèñàííûõ èì â 20-õ - íà÷àëå 30-õ ãîäîâ ïðîøëîãî
âåêà, â êîòîðûõ âàæíóþ, åñëè íå êëþ÷åâóþ ðîëü, èãðàëè ìåòîäû òåîðèè
ãðóïï. Ðàññêàçûâàÿ îá ýòîì, Àëåêñàíäðà Ìèõàéëîâíà ñ èðîíèåé ñêàçàëà :
"Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷ êàê â âîäó ñìîòðåë. Çàíèìàÿñü ôèçèêîé òâåðäîãî òåëà
ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé ÿ èñïîëüçîâàëà ìåòîäû òåîðèè ãðóïï". Ïîñëå îêîí-
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÷àíèÿ àñïèðàíòóðû â 1934 ãîäó Ì.Â.Ôåäîñååâ áûë îñòàâëåí â óíèâåðñèòåòå
â äîëæíîñòè è.î.äîöåíòà, à çàòåì ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ îí ñòàë äîöåíòîì.
4 ìàÿ 1940 ãîäà Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷ çàùèòèë â ó÷åíîì ñîâåòå Õàðüêîâñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ "Îá îäíîì òèïå ñèñòåì ñ äâóìÿ
äåéñòâèÿìè", â îñíîâå êîòîðîé áûëà ðàáîòà [7]. À 9 èþíÿ 1940 ãîäà åìó áûëà
ïðèñóæäåíà ñòåïåíü êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Íåëèøíå îò-
ìåòèòü, ÷òî ðàáîòàë íàä äèññåðòàöèåé Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷ ñàìîñòîÿòåëüíî,
òàê êàê â äåêàáðå 1929 ãîäà À.Ê.Ñóøêåâè÷ ïåðååõàë â Õàðüêîâ, ãäå ðàáîòàë,
çà èñêëþ÷åíèåì âðåìåíè îêêóïàöèè Õàðüêîâà íåìåöêî-ôàøèñòñêèìè âîéñêà-
ìè, äî êîíöà æèçíè â ðÿäå ÂÓÇîâ.

Íà÷àëàñü Âåëèêàÿ Îòå÷åñòâåííàÿ âîéíà. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ðÿä ïðåïî-
äàâàòåëåé ôèçìàòà âûáûë èç ÂÃÓ, êàôåäðà àëãåáðû è ãåîìåòðèè, ãäå ðàáî-
òàë Ì.Â.Ôåäîñååâ, è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà áûëè îáúåäèíåíû â êàôåäðó
âûñøåé ìàòåìàòèêè. Ëåòîì 1942 ãîäà, áóêâàëüíî íà êàíóíå çàõâàòà ãîðîäà,
Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò áûë ýâàêóèðîâàí â Åëàáóãó.

1 îêòÿáðÿ 1942 ãîäà Ì.Â.Ôåäîñååâ áûë íàçíà÷åí çàâåäóþùèì êàôåäðîé
âûñøåé ìàòåìàòèêè, êîòîðîé îí ðóêîâîäèë äî 1 îêòÿáðÿ 1944 ãîäà, êîãäà
áûëè âîññòàíîâëåíû êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà. Â ýòîò æå äåíü îí áûë íàçíà÷åí è.î.çàâåäóþùèì êàôåäðîé àëãåáðû è
ãåîìåòðèè, à 30 àïðåëÿ 1946 ãîäà ìèíèñòåðñòâîì âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ óòâåð-
æäåí çàâåäóþùèì ýòîé êàôåäðîé. 1 îêòÿáðÿ 1950 ãîäà êàôåäðû àëãåáðû è
ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âíîâü ïðåîáðàçîâàíû â êàôåäðó âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ ïðîñóùåñòâîâàëà äî 1953 ãîäà. Ïîñëå î÷åðåäíîãî
åå ðàçäåëåíèÿ Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷ äî 1959 ãîäà ðàáîòàë íà êàôåäðå ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ýòîì ãîäó îí ïåðåøåë íà êàôåäðó àëãåáðû è ãåîìåò-
ðèè. Â 1954 ãîäó ñîçäàåòñÿ êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðàÿ â 1959
ãîäó áûëà ðàçäåëåíà íà êàôåäðó ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è êàôåäðó âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Ñ 5 íîÿáðÿ 1961 ãîäà è äî óõîäà íà ïåíñèþ Ìèõàèë
Âèêòîðîâè÷ ðàáîòàë íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñêîí÷àëñÿ Ìèõàèë
Âèêòîðîâè÷ â 1982 ãîäó. Â ãàçåòå "Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò"áûëî îïóáëè-
êîâàíî ñîîáùåíèå î åãî ñìåðòè(îò 27 ìàÿ).

Ïîêà íè÷åãî íå áûëî ñêàçàíî î òîì, êàêèì ÷åëîâåêîì áûë Ìèõàèë Âèê-
òîðîâè÷. Ïî âîñïîìèíàíèÿì çíàâøèõ åãî ëþäåé îí áûë î÷åíü êîììóíèêà-
áåëüíûì è îáùèòåëüíûì ÷åëîâåêîì. Îí áûë äðóæåí ñ äîöåíòîì Ñàìáèêè-
íûì, ïîääåðæèâàë äðóæåñòâåííûå îòíîøåíèÿ ñ Ä.À.Ðàéêîâûì (1905-1981),
íåïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ ðàáîòàâøèì íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëü-
òåòå â 30-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà. Áëàãîäàðÿ Ìèõàèëó Âèêòîðîâè÷ó ñîõðàíè-
ëèñü íåêîòîðûå ñòèõîòâîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ Í.Ï. Ñàìáèêèíà, ê ñîæàëåíèþ
íåîïóáëèêîâàííûå. Â ñåìåéíîì àðõèâå Ì.Â.Ôåäîñååâà õðàíèëèñü ïèñüìà îò
À.Ê.Ñóøêåâè÷à, Ä.À.Ðàéêîâà è àêàäåìèêà Â.È. Ñìèðíîâà(1882-1974), ñóäüáà
êîòîðûõ àâòîðó íå èçâåñòíà. Ñ íèì ïîääåðæèâàë îòíîøåíèÿ âûïóñêíèê ôèç-
ìàòà ÂÃÓ 1924 ãîäà Í.À.Ðîìàíîâ(1903-1943), ðàáîòàâøèé ñ íà÷àëà 30-õ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà â îäíîé èç ëàáîðàòîðèé àêàäåìèêà È.Ï.Ïàâëîâà(1849-1936).
Ñòóäåíòû ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ðàññêàçûâàëè
àâòîðó î òîì, ÷òî Ìèõàèë Âèêòîðîâè÷, çíàâøèé Ðîìàíîâà, ÷àñòî âñïîìè-
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íàë î íåì. Êàêèõ ëèáî ïîäðîáíîñòåé ýòèõ ðàññêàçîâ îíè, ê ñîæàëåíèþ, íå
çàïîìíèëè.

Â ëè÷íîì äåëå Ì.Â.Ôåäîñååâà èìååòñÿ íåñêîëüêî õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå
íåîáõîäèìî áûëî ïðåäñòàâèòü â ðåêòîðàò, ïî ðàçíûì ïîâîäàì. Â íèõ ïîñòîÿí-
íî ïðèñóòñòâóåò ôðàçà: "Íåîáû÷àéíî òðåáîâàòåëåí ê ñòóäåíòàì". Âûïóñêíèê
ãåîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Àðêàäèé Ïîïîâ ïîñâÿòèë Ìèõàèëó Âèêòîðîâè÷ó
ïîýìó "Áåëüìåñ". Â íåé ïðèñóòñòâóåò òàêîå ÷åòâåðîñòèøèå:

Çóáðèëè, ñïèñ÷èêè, âåçó÷èå -
Ðàâíû ìû áûëè ïðåä ñóäüáîé
Êîãäà Áåëüìåñ, áûâàëè ñëó÷àè,
Ïîëãðóïïû îòïðàâëÿë äîìîé.

Òóò íå ñïàñëè áû íà ýêçàìåíàõ
Íàñ îò êàðàþùåé ðóêè

Íå òî ÷òî ïàïèíû è ìàìèíû,
À äàæå áîãîâû çâîíêè

Îí åäèíèöàìè, íå ïàðàì
Ïî áîëüøåé ÷àñòè ìó÷èë íàñ

Ïðèÿòåëü ìó÷èëñÿ êîøìàðàìè -
Ñäàë íà âîñüìîé ëèøü òîëüêî ðàç

Ì.Â.Ôåäîñååâ ãîâîðèë: "Íà "îòëè÷íî"àëãåáðó çíàåò Ãîñïîäü Áîã, íà "õî-
ðîøî ìîé ó÷èòåëü, ÿ çíàþ íà "óäîâëåòâîðèòåëüíî. "Øïàðãàëüùèêîâ"îí ïà-
òîëîãè÷åñêè íåíàâèäåë. Ñòóäåíòû 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ðàññêàçûâàëè
àâòîðó î òîì, ÷òî çà÷åòêè ñòóäåíòîâ, ïîëó÷èâøèõ "íåóä"îí âûáðàñûâàë â
êîðèäîð.

Ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ïîñëåäíèõ ñòðîê ó ÷èòàòåëÿ âïîëíå ìîæåò ñëîæèòüñÿ
âïå÷àòëåíèå î Ì.Â.Ôåäîñååâå êàê î "äåìîíè÷åñêîé ëè÷íîñòè". Íî òå æå âû-
ïóñêíèêè ïî÷åìó-òî, ïî ïðîøåñòâèè ìíîãèõ ëåò, ñ ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ óíè-
âåðñèòåòà ñ òåïëîòîé è þìîðîì âñïîìèíàëè î íåì. ×èòàòåëü ìîæåò óáåäèòüñÿ
â ýòîì, ïðî÷èòàâ âîñïîìèíàíèÿ âûïóñêíèêà ãåîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà 1944
ãîäà Ð.À. Ñåãåäèíà [1]. Óïîìèíàâøèéñÿ óæå À.Ïîïîâ â [2] íàïèñàë: "Ñîâðå-
ìåííûé þíîøà, íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðîñòî íå ìîæåò ïîâòîðèòü íàøèõ îøèáîê
- ñëèøêîì èçìåíèëàñü äåéñòâèòåëüíîñòü, äà è ñàì òèï ìîëîäåæè. Íî ðèñêíó
óñîìíèòüñÿ - íå òî, ÷òîáû â ñåðüåçíîñòè èçìåíåíèè, à â èõ ðåçóëüòàòèâíî-
ñòè. Èñêëþ÷àåòñÿ ëè âàðèàíò, ÷òî è íûíåøíÿÿ ìîëîäîå ïîêîëåíèå îêàæåòñÿ
"íåíàñòîÿùèì", òî åñòü îáìàíóòûì - èäåàëàìè èíûìè, íî ñòîëü æå áåñïëîä-
íûìè; ëþäüìè îáðàçîâàííûìè, íî áåçäóõîâíûìè; íàäåæäàìè, âíåøíå çàìå-
÷àòåëüíûìè, íî íå îáåñïå÷åííûìè èçíóòðè? Âåäü Ôåäîñååâûõ ó íàñ ïîêà íå
ïðèáàâèëîñü, ñêîðåå - íàîáîðîò. ß ïðîñòî âûáðàë åãî â ñâîèõ âîñïîìèíàíèÿõ,
õîòÿ ìîã áû íàçâàòü åùå íå ìàëî ñâåòëûõ, ÷åñòíûõ ëè÷íîñòåé. Õîòåëîñü áû
ïîñòàâèòü èõ, äàæå óøåäøèõ, â ñòðîé òàêèõ æå ÷åñòíûõ è ñâåòëûõ ñåãîäíÿ.
Ýòî è åñòü òî åäèíñòâåííîå "íàñòîÿùåå", êîòîðîå äîëæíî ïîìî÷ü íàøåìó
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âîçðîæäåíèþ". Ýòè ñëîâà, íàïèñàííûå â "ñìóòíûå"90-å ãîäû, àêòóàëüíûå è
çëîáîäíåâíûå ñåãîäíÿ - ëó÷øèé ïàìÿòíèê "÷åëîâåêó èç ëåãåíäû Ìèõàèëó
Âèêòîðîâè÷ó Ôåäîñååâó.

Ëèòåðàòóðà

1. Ãåîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà. Âåõè èñòîðèè. Âîñïîìèíàíèÿ. Âîðîíåæ. Èçä-âî ÂÃÓ.2004.320ñ. 2.
Ïîïîâ À. Íåíàñòîÿùåå ïîêîëåíèå. ×åðíûé êâàäðàò, �15, 16. 1993. 3.
Ðîæäåííûé ðåâîëþöèåé. Äîêóìåíòû. Âîñïîìèíàíèÿ. Âîðîíåæ. Èçä-âî
ÂÃÓ.1988.448ñ. 4. Ñîáîëåâ Â.È. Îò "Àäàìà"äî Êðàñíîñåëüñêîãî. Â ñá.
"Ìàòåðèàëû ê èñòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÂÃÓ". Âîðîíåæ.
Èçä-âî ÂÃÓ.1998,ñ.3-12. 5. Ñóøêåâè÷ À.Ê. Âûñøàÿ àëãåáðà(ìåòîãðàô.
êóðñ) Âîðîíåæ. 1923.192ñ. 6. Ôåäîñååâ Ì.Â. Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé
ôàêóëüòåò. Â íàñò.ñáîðíèêå ñ. 7. Ôåäîñååâ Ì.Â. Îá îäíîì òèïå ñèñòåì
ñ äâóìÿ äåéñòâèÿìè. Çàï. Õàðüêîâ îá-âî, ò.4, âûï. 18, 1940,ñ.39-56.
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Ôåäîñååâ Ì.Â.

Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò.
Þðüåâñêèé óíèâåðñèòåò ïåðååõàë â Âîðîíåæ â 1918 ãîäó â ñîñòàâå ÷åòû-

ðåõ ôàêóëüòåòîâ: ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî, èñòîðèêî-ôèëîëîãè÷åñêîãî, ìå-
äèöèíñêîãî è þðèäè÷åñêîãî. Íà áàçå ýòîãî óíèâåðñèòåòà è îòêðûëñÿ â 1918
ãîäó Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò.

Ðàçìåùàëñÿ îí â áûâøåì êàäåòñêîì êîðïóñå.
Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ñîñòîÿë â òî âðåìÿ èç òðåõ îòäåëåíèé:

ìàòåìàòè÷åñêîãî, õèìè÷åñêîãî è åñòåñòâåííîãî, Äåêàíîì ôàêóëüòåòà áûë èç-
âåñòíûé êðèñòàëëîãðàô ïðîô. Â. Å. Òàðàñåíêî.

Çàíÿòèÿ íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå íà÷àëèñü 12 íîÿáðÿ 1918
ãîäà. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì îòäåëåíèè èçó÷àëñÿ òîãäà òîò öèêë íàóê, êîòîðûé
èçó÷àåòñÿ ñåé÷àñ íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì è ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòàõ.
Íà íåì áûëè äâå ìàòåìàòè÷åñêèå êàôåäðû: êàôåäðà ÷èñòîé ìàòåìàòèêè è
êàôåäðà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.

Ìàòåìàòèêó ïðåïîäàâàëè ïðèåõàâøèå èç Þðüåâà ìàòåìàòèêè ïðîô. B. Ã.
Àëåêñååâ, âèäíûé â òî âðåìÿ ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè èíâàðèàíòîâ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ôîðì, ïðîô. Ï. Ï. Ãðàâå, ñòàðøèé àññèñòåíò À. À. Ìàðêîâ, àñòðîíîì
Â. Ð. Áåðã, è ìåõàíèê Ñ. Â. Òàðàñåíêî. Êðîìå òîãî, ïðèåõàë èç Ïåòðîãðàäà
ïèòîìåö Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà Í. Ï. Ñàìáèêèí.

Í. Ï. Ñàìáèêèí áûë áëåñòÿùå è ðàçíîñòîðîííå îäàðåííûé ÷åëîâåê. Îí
îêîí÷èë Þðüåâñêèé óíèâåðñèòåò â 1907 ã. è áûë îñòàâëåí ïî êàôåäðå ÷èñòîé
ìàòåìàòèêå äëÿ ïîäãîòîâêè ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ. Îäíàêî, â ðàñïëàòó çà
ðåâîëþöèîííóþ äåÿòåëüíîñòü, êîòîðîé îí ýíåðãè÷íî çàíèìàëñÿ â ñòóäåí÷å-
ñêèå ãîäû, öàðñêîå ïðàâèòåëüñòâî íå äàëî äàëî åìó âîçìîæíîñòè çàíèìàòüñÿ
íàóêîé. Îí áûë ñîñëàí è òîëüêî ñ íàñòóïëåíèåì ðåâîëþöèè 1917 ãîäà ïîëó-
÷èë âîçìîæíîñòü âåðíóòüñÿ â óíèâåðñèòåò.

Â ÷èñëî ñòóäåíòîâ óíèâåðñèòåòà â 1918, 1919 è 1920 ã.ã. ïðèíèìàëèñü âñå
æåëàþùèå, áåç âñÿêèõ ýêçàìåíîâ è äàæå áåç ñïðàâîê îá îáðàçîâàíèè. Ýòî
äåëàëîñü äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü øèðî÷àéøèé äîñòóï ê âûñøåìó îáðàçîâàíèþ
ðàáî÷èì è êðåñòüÿíàì. Âïåðâûå êîëëîêâèóì äëÿ ïîñòóïàþùèõ áûë ïðîâå-
äåí â 1921 ãîäó, ïîçäíåå áûëè ââåäåíû âñòóïèòåëüíûå ýêçàìåíû; îíè áûëè
îäíè è òå æå íà âñå ôàêóëüòåòû. Ñòóäåíòîâ áûëî ìíîãî; íà ìàòåìàòè÷åñêîì
îòäåëåíèè îáó÷àëîñü áîëåå ñòà ÷åëîâåê.

Ïîñåùåíèå ëåêöèè áûëî íå îáÿçàòåëüíî è ñòóäåíòû ïîñåùàëè èõ íå î÷åíü
àêêóðàòíî. Íî äèñöèïëèíà íà ëåêöèÿõ áûëà áåçóêîðèçíåííàÿ, õîòÿ íåêîòî-
ðûå ëåêöèè áûëè âåñüìà ìàëî ïðèãîäíû äëÿ ñëóøàòåëåé.

Â ïåðâûå ãîäû ðåâîëþöèè, â ñâÿçè ñ ðàçðóõîé, âûçâàííîé âîéíîé, óñëîâèÿ
äëÿ îáó÷åíèÿ áûëè ÷ðåçâû÷àéíî òÿæåëûå. Íå òîëüêî ñòóäåíòû, íî è ïðåïîäà-
âàòåëè íóæäàëèñü â ñàìûõ íåîáõîäèìûõ âåùàõ: â ïèòàíèè, îäåæäå, òîïëèâå.
È ñòóäåíòû è ïðåïîäàâàòåëè òðàòèëè ìíîãî âðåìåíè íà ïðÿìóþ áîðüáó çà
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ñóùåñòâîâàíèå. Ïðåïîäàâàòåëè ñîâìåùàëè âñþäó, ãäå óäàâàëîñü, è äàæå çà-
íèìàëèñü ðåïåòèòîðñòâîì. Ñòóäåíòû îáû÷íî íå îòêàçûâàëèñü íè îò êàêîé
ðàáîòû, êîòîðóþ óäàâàëîñü îòûñêàòü. Â Âîðîíåæå ñâèðåïñòâîâàëè òèôû è
äðóãèå áîëåçíè è âî äâîðå óíèâåðñèòåòà áûë îòêðûò ãîñïèòàëü äëÿ áîëü-
íûõ òèôàìè ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé, êîòîðûé áûë çàïîëíåí áîëüíûìè
äî îòêàçà. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ìíîãèå ìåñÿöàìè ïðîïóñêàëè
ëåêöèè.

Ëåêöèè øëè â õîëîäíûõ ïîìåùåíèÿõ. Ïðåïîäàâàòåëè è ñòóäåíòû âî âðåìÿ
ëåêöèé áûëè îäåòû âî âñå òåïëîå, ÷òî ó êîãî áûëî, ïèñàëè êàðàíäàøàìè, òàê
êàê ÷åðíèëà çàìåðçàëè. Ó÷åáíèêîâ äëÿ ñòóäåíòîâ óíèâåðñèòåòà â òî âðåìÿ
â Âîðîíåæå íå áûëî è âðÿä ëè áûëî âîçìîæíî îòêóäà-íèáóäü èõ âûïèñàòü.
Íàäî áûëî êàê ìîæíî òùàòåëüíåå ñîñòàâëÿòü çàïèñè ëåêöèé, òàê êàê äðóãèõ
èñòî÷íèêîâ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíàì ó ñòóäåíòîâ íà áûëî.

Ýêçàìåíàöèîííûõ ñåññèé â òå ãîäû íå áûëî. Ýêçàìåíû è çà÷åòû ñòóäåíòû
ìîãëè ñäàâàòü â ëþáîå âðåìÿ ó÷åáíîãî ãîäà, â èíäèâèäóàëüíîì ïîðÿäêå, ïî
äîãîâîðåííîñòè ñ ïðåïîäàâàòåëåì. Îáû÷íî ñòóäåíò, çà íåäîñòàòêîì âðåìåíè
è ñèë, ñëóøàë íå âñå íóæíûå åìó êóðñû, à òîëüêî òå, êîòîðûå îí íàìåðåâàë-
ñÿ ñäàâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü. Îò âðåìåíè äî âðåìåíè èç Ìîñêâû ïðèåçæàëà
êîìèññèÿ è ïðîâåðÿëà, êàê ó÷àòñÿ ñòóäåíòû, êòî è ÷òî ñäàë çà âðåìÿ ñâîåãî
ïðåáûâàíèÿ â óíèâåðñèòåòå. Êòî ñäàë ìàëî, òåõ îò÷èñëÿëè èç óíèâåðñèòåòà,
ïðè÷åì îò÷èñëåíèå áûëî ìàññîâûì. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñî-
ñòàâ ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé áûñòðî ìåíÿëñÿ. Â 1919 ã. óåõàë ïðîô. Â.
Ã. Àëåêñååâ, è óìåð ïðîô. Ï. Ï. Ãðàâå. Âíîâü ïðèáûâøèé ïðîô. Àññóð òîæå
óìåð íå ïðîðàáîòàâ è ãîäà.

Â 1920 ãîäó â Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò ïåðåâåëñÿ èç Õàðüêîâñêîãî óíè-
âåðñèòåòà ìîëîäîé òàëàíòëèâûé ïðîôåññîð À. Ê. Ñóøêåâè÷. Âäâîåì ñ äîö.
Í. Ï. Ñàìáèêèíûì îíè â äâàäöàòûå ãîäû âåëè íà âûñîêîì íàó÷íîì óðîâíå
âñå îñíîâíûå è ñïåöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû â Âîðîíåæñêîì
óíèâåðñèòåòå è ëèøü áîëåå ïðîñòûå êóðñû, êàê íàïðèìåð ìàòåìàòèêà ó õè-
ìèêîâ, äà ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ âåëè äðóãèå ìàòåìàòèêè. È âñå òàêè â ýòè
ãîäû À. Ê. Ñóùêåâè÷, ïðè ÷ðåçìåðíîé ïåäàãîãè÷åñêîé çàíÿòîñòè, âûïîë-
íèë ÷àñòü òåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûå âûäâèíóëè åãî â
÷èñëî íàèáîëåå âûäàþùèõñÿ àëãåáðàèñòîâ ñâîåãî âðåìåíè è íàïèñàë íåîä-
íîêðàòíî ïåðåèçäàâàâøèåñÿ "Îñíîâû âûñøåé àëãåáðû îäíî èç ëó÷øèõ óíè-
âåðñèòåòñêèõ ðóêîâîäñòâ ïî ýòîìó ïðåäìåòó, ïî êîòîðîìó îáó÷àëîñü íå îä-
íî ïîêîëåíèå ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ. Òî÷íî òàêæå Í. Ï. Ñàìáèêèí, ïîìè-
ìî ïåäàãîãè÷åñêîé ðàáîòû ýíåðãè÷íî çàíèìàâøèéñÿ àäìèíèñòðàòèâíîé äåÿ-
òåëüíîñòüþ â êà÷åñòâå áåññìåííîãî ÷ëåíà ïðàâëåíèÿ óíèâåðñèòåòà è äåêàíà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, íàøåë âðåìÿ è ñèëû íàïèñàòü õîðî-
øèé ó÷åáíèê ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûì â Âîðîíåæñêîì
óíèâåðñèòåòå ïîëüçîâàëàñü ìíîãèå ãîäû. Åñòåñòâåííî òàêæå, ÷òî ïðè ñâî-
åé ÷ðåçìåðíîé ïåðåãðóçêå Í. Ï. Ñàìáèêèí íå ìîã óäåëÿòü ìíîãî âðåìåíè
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå.

À. Ê. Ñóøêåâè÷ è Í. Ï. Ñàìáèêèí îðãàíèçîâàëè Âîðîíåæñêîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îáùåñòâî, â êîòîðîì À. Ê. Ñóøêåâè÷ áûë áåññìåííûì ïðåäñåäàòåëåì,
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à Í. Ï. Ñàìáèêèè åãî çàìåñòèòåëåì. Îáùåñòâî ïðîñóùåñòâîâàëî íåñêîëüêî
ëåò è ïðåêðàòèëî ñâîþ äåÿòåëüíîñòü â 1929 ãîäó.

Àñïèðàíòóðû â äâàäöàòûå ãîäû íà ôèçìàòå íå áûëî è ñïîñîáíûå ñòóäåíòû
ïî îêîí÷àíèè êóðñà òåðÿëè ñâÿçü ñ óíèâåðñèòåòîì, åñëè íå áûëî âîçìîæíîñòè
îñòàâèòü èõ â íåì íà ðàáîòå. Ëèøü îäèí ïèòîìåö óíèâåðñèòåòà Á. È. Ñåãàë,
îêîí÷èâøèé ôèçìàò ÂÃÓ â 1924 ãîäó, âûõëîïîòàë ñåáå â 1927 ãîäó ðàçðå-
øåíèå ñäåëàòüñÿ àñïèðàíòîì À. Ê. Ñóøêåâè÷à. Ýòî áûë ïåðâûé àñïèðàíò
íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå óíèâåðñèòåòà. Àñïèðàíòóðó ó À. Ê.
Ñóøêåâè÷à îí, îäíàêî, íå îêîí÷èë, ïåðååõàâ â Ëåíèíãðàä è ñäåëàâøèñü àñ-
ïèðàíòîì àêàäåìèêà È. Ì. Âèíîãðàäîâà. Íî ðàç óæ áûëî äàíî ðàçðåøåíèå
íà îäíîãî àñïèðàíòà, À. Ê. Ñóøêåâè÷, îñåíüþ 1929 ãîäà, âçÿë ê ñåáå â àñïè-
ðàíòóðó äðóãîãî âîñïèòàííèêà Ì. Â. Ôåäîñååâà, îêîí÷èâøåãî ôèçìàò â 1926
ãîäó. Íî è òîìó íå óäàëîñü ó÷èòüñÿ â àñïèðàíòóðå, òàê êàê À. Ê. Ñóøêåâè÷
â êîíöå 1929 ãîäà ïåðåâåëñÿ íà ðàáîòó â Õàðüêîâ.

Â 1921 ãîäó â ÂÃÓ âëèëñÿ Âîðîíåæñêèé èíñòèòóò íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ,
ñäåëàâøèéñÿ ïåäàãîãè÷åñêèì ôàêóëüòåòîì óíèâåðñèòåòà. Íà ïåäàãîãè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå áûëî òàê íàçûâàåìîå ôèçèêî-òåõíè÷åñêîå îòäåëåíèå, ãîòîâèâøåå
ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ ôèç-
ìàòà îíî îòëè÷àëîñü òåì, ÷òî ìàòåìàòèêè è ôèçèêè íà íåì áûëî ìåíüøå, íî
çàòî áûë öèêë ïåäàãîãè÷åñêèõ äèñöèïëèí, à òàê æå ãåîäåçèÿ, ìàøèíîâåäåíèå,
òåõíè÷åñêîå ÷åð÷åíèå è ò. ä.

Ìàòåìàòèêó íà ïåäàãîãè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ïðåïîäàâàëè òå æå ëèöà, êî-
òîðûå ðàáîòàëè è íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå.

Â ïåðèîä ñîâìåñòíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçìàòà è ïåäôàêà ñîñòàâ ïðåïî-
äàâàòåëåé ìàòåìàòèêè ïîïîëíèëñÿ îêîí÷èâøèìè ôèçìàò ÂÃÓ Í. Ï. Ñàðäà-
íîâñêèì, Â. Â. Ìåçåíöåâûì è Ã. Ì. Áàæåíîâûì.

Â 1924 ãîäó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò áûë çàêðûò. Ñòóäåíòàì
ñòàðøèõ êóðñîâ áûëà ïðåäîñòàâëåíà âîçìîæíîñòü îêîí÷èòü ôèçìàò, òàê ÷òî
â 1925 è â 1926 ãîäàõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ñäåëàë åùå äâà âû-
ïóñêà îêîí÷èâøèõ. Ïîäãîòîâêà ìàòåìàòèêîâ è ôèçèêîâ ñòàëà îñóùåñòâëÿòü-
ñÿ ëèøü íà ïåäàãîãè÷åñêîì ôàêóëüòåòå. Äåêàíîì ïåäôàêà áûë â òî âðåìÿ
ïðîô. Í. À. Äåðíîâ, ñïåöèàëèñò ïî ìåòîäèêå ìàòåìàòèêè. Êàôåäð ÷èñòîé è
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè óæå íå ñóùåñòâîâàëî - âìåñòî íèõ áûëà ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ïðåäìåòíàÿ êîìèññèÿ, âîçãëàâëÿâøàÿñÿ À. Ê. Ñóøêåâè÷åì.

Â 1928 ãîäó À. Ê. Ñóøêåâè÷ áûë êîìàíäèðîâàí â ÷èñëå ïðåäñòàâèòåëÿ
óíèâåðñèòåòîâ ÐÑÔÑÐ íà ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ ìàòåìàòèêîâ â Áîëîíüþ.
Ëåòîì 1928 ãîäà ñêîðîïîñòèæíî ñêîí÷àëñÿ Í. Ï. Ñàìáèêèí, à â êîíöå 1929
ãîäà óåõàë èç Âîðîíåæà À. Ê. Ñóøêåâè÷. Íå ñòàëî äâóõ îñíîâíûõ ðàáîòíè-
êîâ íà êîòîðûõ äåðæàëàñü ïîäãîòîâêà ïî ìàòåìàòèêå íà ôèçìàòå è ïåäôàêå
ÂÃÓ. Â 1929 ãîäó â ÂÃÓ ïðèåõàë èç Ìîñêâû òîïîëîã Ë. Ì. Ëèõòåíáàóì, êî-
òîðûé ñòàë îñóùåñòâëÿòü ðóêîâîäñòâî ìàòåìàòèêàìè óíèâåðñèòåòà, îäíàêî
îí ïðîðàáîòàë â ÂÃÓ âñåãî ëèøü îäèí 1929/30 ó÷åáíûé ãîä. Â ýòîì ãîäó
ìàòåìàòèêó ÷èòàëè Ë. Ì. Ëèõòåíáàóì, Â. Â. Ìåçåíöåâ, Ã. Ì. Áàæåíîâ è Í.
Ï. Ñàðäàíîâñêèé, à âñþ ïðàêòèêó âåë îäèí àññèñòåíò Ì. Â. Ôåäîñååâ.
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Îñåíüþ 1930 ãîäà áûëà îðãàíèçîâàíà â ÂÃÓ àñïèðàíòóðà, â òîì ÷èñëå è
ïî ìàòåìàòèêå. Ðóêîâîäèòü àñïèðàíòàìè ñòàë ìîëîäîé òàëàíòëèâûì ìàòå-
ìàòèê è àñòðîíîì Ã.Ì.Áàæåíîâ. Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî çà ãîäà îáó÷åíèÿ
â óíèâåðñèòåòå Ã.Ì.Áàæåíîâ îêîí÷èë äâà îòäåëåíèÿ: ìàòåìàòè÷åñêîå è àñò-
ðîíîìè÷åñêîå.

Â 1931 áûë âîññòàíîâëåí ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò. Ýòî áûë ïî
íîâîìó îðãàíèçîâàííûé ôàêóëüòåò. Ïðåæíèå îòäåëåíèÿ: õèìè÷åñêîå è åñòå-
ñòâåííîå âûäåëèëèñü â ñàìîñòîÿòåëüíûå ôàêóëüòåòû è íîâûé ôèçìàò ñîîò-
âåòñòâîâàë îäíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îòäåëåíèþ, ñóùåñòâîâàâøåìó äî 1924
ãîäà. Êàôåäðó ìàòåìàòèêè âîçãëàâëÿë íà íîâîì ôàêóëüòåòå ïðîô. Í. À.
Äåðíîâ. Îí æå áûë è ïåðâûì äåêàíîì âîññòàíîâëåííîãî ôèçìàòà. Åæåãîä-
íûé íàáîð â ãðóïïó ìàòåìàòèêîâ ñîñòàâëÿë 25-30 ÷åëîâåê.

Â òðèäöàòûå ãîäû â Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò ïðèáûëî èç Ìîñêâû íà
ðàáîòó ìíîãî íîâûõ ìàòåìàòèêîâ. Â 1932 ãîäó â ÂÃÓ ñòàëè ðàáîòàòü Ì. Ì.
Ãðèíáëþì è Ñ. Â. Ôðîëîâ è îáà ñðàçó æe, ïîìèìî îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
êóðñîâ, ñòàëè âåñòè, ñïåðâà äîïîëíèòåëüíî, âî âíåó÷åáíîå âðåìÿ, à çàòåì
êàê îáÿçàòåëüíûå, ñïåöèàëüíûå êóðñû è ñåìèíàðà ïî ñîâðåìåííûì ðàçâè-
âàþùèìñÿ ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè. Òàê Ì. Ì. Ãðèíáëþì çèìîé 1932/33 ãîäà
îðãàíèçîâàë èç ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà êðóæîê ïî èçó÷åíèþ îñíîâ òåîðèè
ìíîæåñòâ è îáîñíîâàíèÿ àíàëèçà, Ñ. Â. Ôðîëîâ â 1933/34 ó÷åáíîì ãîä ïðî÷åë
âïåðâûå â Âîðîíåæñêîé óíèâåðñèòåòå êóðñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òîïîëî-
ãèè, à ñ îñåíè 1934 ãîäà Ì. Ì. Ãðèíáëþì îðãàíèçîâàë èçó÷åíèå ñòóäåíòàìè è
íåêîòîðûìè ìîëîäûìè ïðåïîäàâàòåëÿìè íîâîé íåäàâíî âîçíèêøåé îáëàñòè
ìàòåìàòèêè - ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñòàâøåãî âïîñëåäñòâèè îñíîâíûì
íàó÷íûì íàïðàâëåíèåì âîðîíåæñêèõ ìàòåìàòèêîâ.

Â 1933 ãîäó íà ðàáîòó â ÂÃÓ ïðèåçæàåò Ä. À. Ðàéêîâ è â òîò æå ãîä,
òàê æå âïåðâûå â íàøåì óíèâåðñèòåòå, ÷èòàåò äëÿ ñòóäåíòîâ êóðñ òåîðèè
ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, ñïåöêóðñ ïî àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì
òåîðèè ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, ñ íà÷àëà òðèäöàòûõ ãîäîâ ïðîèñõîäèò âêëþ÷åíèå â ïðåïî-
äàâàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêîì îòäåëåíèè ìíîãèõ äèñöèïëèí, ïðîíèêíóòûõ äó-
õîì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Âìåñòå ñ òåì ïðîäîëæàåòñÿ íà âûñîêîì íàó÷-
íîì óðîâíå è ,÷àñòî ñ áîëüøèì ïåäàãîãè÷åñêèì ìàñòåðñòâîì, ÷òåíèå êëàññè-
÷åñêèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Áîëüøèå è áåçóêîðèçíåííûå ïî òùàòåëüíîñòè
èçëîæåíèÿ êóðñû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, òåîðèè ìàòðèö è êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ÷èòàåò Ã. Ì. Áàæåíîâ, êóðñû
âûñøåé àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë - Ì. Â. Ôåäîñååâ. Õî÷åòñÿ îòìåòèòü òàê-
æå áëåñòÿùèå ïî ôîðìå, õîòÿ íåñêîëüêî ôîðìàëèçèðîâàííûå è ëèøåííûå
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òðàêòîâêè, ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó
Í. Ï. Ñàðäàíîâñêîãî.

Ñ 1934 ãîäà â Âîðîíåæñêîì óíèâåðñèòåòå ñòàë ðàáîòàòü ïîñëå îêîí÷àíèÿ
àñïèðàíòóðû â ÌÃÓ ìîëîäîé òàëàíòëèâûé ãåîìåòð Í. Ò. Åôèìîâ, ñòàâøèé
âïîñëåäñòâèè îäíèì èç âåäóùèõ ìàòåìàòèêîâ íàøåé ñòðàíû. Â 1935 ãîäó â
íàøåì óíèâåðñèòåòå îí âïåðâûå ïðî÷åë êóðñ îñíîâàíèé ãåîìåòðèè, à ñ 1936
ãîäà íà÷àëàñü ñïåöèàëèçàöèÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêîâ ïî ãåîìåòðèè, ñïåðâà
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ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè /Í. Â. Åôèìîâ/, à çàòåì è ïî òîïîëîãèè
/È. È. Ãîðäîí/. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü âûäàþùèåñÿ ïåäàãîãè÷åñêèå êà÷åñòâà
Í. Â. Åôèìîâà, åãî ëåêöèè îòëè÷àëèñü ãëóáèíîé ñîäåðæàíèÿ è óâëåêàòåëü-
íîñòüþ ôîðì èçëîæåíèÿ. Îí ÷èòàë êàê îáùèå, òàê è ñïåöèàëüíûå ãåîìåòðè-
÷åñêèå êóðñû. Èç ïîñëåäíèõ íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü ëåêöèè ïî âûñøåé
ãåîìåòðèè, ïîñëóæèâøèå îñíîâîé äëÿ íàïèñàíèÿ íåñêîëüêî ïîçäíåå øèðîêî
èçâåñòíîãî ó÷åáíèêà "Âûñøåé ãåîìåòðèè".

Ê ñåðåäèíå òðèäöàòûõ ãîäîâ åäèíàÿ êàôåäðà ìàòåìàòèêè, âîçíèêøàÿ ñ
âîññòàíîâëåíèåì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ðàçäåëèëàñü â êîíöå
êîíöîâ íà òðè êàôåäðû:

1. êàôåäðó àëãåáðû, âî ãëàâå ñ Ä. À. Ðàéêîâûì, à ïîñëå îòúåçäà åãî â
Ìîñêâó, êàôåäðó àëãåáðû è ãåîìåòðèè âî ãëàâå ñ Ã. Ì. Áàæåíîâûì;

2. êàôåäðó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà - çàâ. êàôåäðîé Í. Ï. Ñîðäàíîâñêèé;
3. êàôåäðó ãåîìåòðèè âî ãëàâå ñ Í. Â. Åôèìîâûì. Ïðèåì ñòóäåíòîâ ìà-

òåìàòèêîâ ïî-ïðåæíåìó ñîñòàâëÿë 25-30 ÷åëîâåê.
Â òðèäöàòûå ãîäû è âïëîòü äî íà÷àëà Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû ôèç-

ìàò ÂÃÓ ïîääåðæèâàë îæèâëåííûå ñâÿçè ñ íåñêîëüêèìè âûñîêîêâàëèôèöè-
ðîâàííûìè ìàòåìàòèêàìè, îò âðåìåíè äî âðåìåíè ïðèåçæàâøèìè â Âîðîíåæ
è ÷èòàâøèìè íà ôàêóëüòåòå ðàçëè÷íûå êóðñû è öèêëû ëåêöèé êàê äëÿ ñòó-
äåíòîâ, òàê è äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé. Ïî÷òè åæåãîäíî ïðèåçæàë ïðîô. À. Ê.
Ñóøêåâè÷, íåîäíîêðàòíî áûâàë ïðîô. Ë. À. Ëþñòåðíèê, ïðèåçæàëè òàê æå
ïðîô. Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí, ïðîô. À.Ã. Êóðîø, ïðîô. Â. Â. Ñòåïàíîâ, ïðîô. À.
Í. Òèõîíîâ, ïðîô. Ñ. ß. ßíîâñêàÿ è äð. Â Âîðîíåæå ïðîô. Ë. À. Ëþñòåð-
íèê âïåðâûå ïðî÷åë êóðñ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûé ëåã â îñíîâó
åãî ñòàòüè â "Óñïåõàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê", ðàçâèòóþ âïîñëåäñòâèè Ë. À.
Ëþñòåðíèêîì è Â. Â. Ñîáîëîâûì â ìîíîãðàôèþ "Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà", ïåðåâåäåííóþ íà íåñêîëüêî èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ. Àêòèâíî
ðàáîòàëè íàó÷íûå ñåìèíàðà ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó ïîä ðóêîâîäñòâîì
Ì. Ì.Ãðèíáëþìà, ïî ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé ïîä ðó-
êîâîäñòâîì Í. Â. Åôèìîâà è Á. À. Ôóêñà.

Ïðîô. Á. À. Ôóêñ â 1937 ãîäó ïåðåâåëñÿ íà ðàáîòó èç Òîìñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà â Âîðîíåæñêèé. Âñêîðå ïîñëå ïðèåçäà îí çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèñ-
ñåðòàöèþ, è áûë óòâåðæäåí â çâàíèè ïðîôåññîðà è âîçãëàâèë êàôåäðó ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïîìèìî îáÿçàòåëüíûõ êóðñîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà è òåîðèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé îí ÷èòàë òàêèå ñïåöêóð-
ñû ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé è ïî òåîðèè ôóíêöèè ìíîãèõ êîì-
ïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ - ñâîåé íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè. Õîðîøèé ïåäàãîã è
ïðåêðàñíûé îðãàíèçàòîð Á. À. Ôóêñ â ïðåäâîåííûå ãîäû âîçãëàâëÿë ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, áóäó÷è åãî äåêàíîì. Èìåííî îí, äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ
ñïîñîáíîé ìîëîäåæè, íà ìàòåìàòè÷åñêîì îòäåëåíèå óíèâåðñèòåòà âïåðâûå
â Âîðîíåæå îðãàíèçîâàë ïðîâåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä è çàíÿòèÿ
øêîëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ ïðè ôàêóëüòåòå.

Ïðåïîäàâàíèå ìåõàíèêè íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå óíèâåð-
ñèòåòà â ïåðâûå ãîäû åãî ñóùåñòâîâàíèÿ îñóùåñòâëÿë Ñ. Â. Òàðàñåíêî, àâòîð
ðÿäà èíòåðåñíûõ ðàáîò ïî ãèäðîäèíàìèêå âÿçêîé æèäêîñòè, òóðáóëåíòíîñòè
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è òåïëîîáìåíó. Â 1931 ã.îí óìåð è ñ 1933 ðóêîâîäñòâî êàôåäðîé òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè /îðãàíèçîâàííîé â 1931 ã./ ïåðåõîäèò ê äîö. À. È. Çàãóñòèíó,
ýíåðãè÷íîìó è ðàçíîñòîðîííå îáðàçîâàííîìó ìåõàíèêó. Â ýòîò ïåðèîä îðãà-
íèçóåòñÿ àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ, ñòðîèòñÿ àýðîäèíàìè÷åñêàÿ òðóáà,
âûäåëÿåòñÿ êàôåäðà àýðîìåõàíèêè /çàâ. êàôåäðîé äîö. Ãóñàê /. Ê ðàáîòå êà-
ôåäð ïðèâëåêàþòñÿ ðàáîòíèêè ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé: àâèàêîíñòðóê-
òîð À. È. Ìîñêàëåâ è ðóêîâîäèòåëü àýðîäèíàìè÷åñêîé çàâîäñêîé ëàáîðàòî-
ðèè À. È. Áîðèñåíêî. Â ïðåïîäàâàíèè è íàó÷íîé ðàáîòå â îáëàñòè òåîðå-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè ïðèíèìàåò ó÷àñòèå ïðîô. Ì. Ô. Øèðîêîâ, ðàáîòàâøèé
â ÂÃÓ â 1936-37 ãîäàõ â äîëæíîñòè çàâåäóþùåãî êàôåäðîé òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèèêè. Ñèñòåìàòè÷åñêè ðàáîòàåò íàó÷íûé ñåìèíàð ïî ãèäðîìåõàíèêå, â
ðàáîòå êîòîðîãî ïîìèìî ìåõàíèêîâ ïðèíèìàþò ó÷àñòèå óæå óïîìÿíóòûé Ì.
Ô. Øèðîêîâ, òåïëîôèçèê ïðîô. Â. È. Áëèíîâ, ïðîô. Á. À. Ôóêñ. Â ýòîò
ïåðèîä íà÷èíàÿ ñ 1931 ãîäà åæåãîäíî íàáèðàåòñÿ îäíà ãðóïïà ìåõàíèêîâ â
25-30 ÷åë., ñ ýòîãî æå ãîäà ïðîèçâîäèòñÿ ïðèåì â àñïèðàíòóðó ïî ìåõàíè-
êå; ïåðâûìè àñïèðàíòàìè ìåõàíèêàìè Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà áûëè åãî
âîñïèòàííèêè: Í. Í. Ãâîçäêîâ, Ï. Í. Æèòêîâ è íåêîòîðûå äðóãèå.

Ïîäâîäÿ èòîã ïðåäâîåííîìó ðàçâèòèþ ôàêóëüòåòà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ê
ñîðîêîâûì; ãîäàì ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôàêóëüòåòà áûëî óêîìïëåêòî-
âàíî âûñîêî êâàëèôèöèðîâàííûìè êàäðàìè íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, íà íåì øëà
èíòåíñèâíàÿ ó÷åáíàÿ è íàó÷íàÿ ðàáîòà, ãîòîâèëèñü õîðîøî îáðàçîâàííûå è
èìåþùèå ïåðâûå íàâûêè íàó÷íîé ðàáîòû ñïåöèàëèñòû.

Ñ íà÷àëîì Âåëèêîé îòå÷åñòâåííîé âîéíû ÷èñëî ñòóäåíòîâ ðåçêî óìåíü-
øèëîñü. Ïî÷òè âñå ñòóäåíòû è ìíîãèå ñòóäåíòêè îêàçàëèñü â àðìèè. Óíèâåð-
ñèòåò áûë âðåìåííî ïåðåâåäåí íà òðåõãîäè÷íûé êóðñ. Ïðåïîäàâàòåëüñêèé
ñîñòàâ ìàòåìàòèêîâ ðàññåÿëñÿ ïî ðàçíûì ãîðîäàì è íà çèìó 1941/42 ãîäà
íà ôèç-ìàòå ÂÃÓ îðãàíèçîâàëàñü åäèíàÿ êàôåäðà ìàòåìàòèêè âî ãëàâå ñ
Ã.Ì.Áàæåíîâûì. Êðîìå íåãî íà êàôåäðå áûë åù¼ îäèí äîöåíò Ì. Â. Ôå-
äîñååâ è òðè àññèñòåíòà: Â. Ï. Áîãîñëîâñêèé, Ï. Ì. Âîñêðåñåíñêèé è Å. Ï.
Âîñêðåñåíñêèé. Â èþëå 1942 ãîäà ÂÃÓ ýâàêóèðîâàëñÿ èç Âîðîíåæà. Â ñåíòÿá-
ðå óíèâåðñèòåò ñ íè÷òîæíûì êîëè÷åñòâîì ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé, áåç
âñÿêîãî èìóùåñòâà è áèáëèîòåêè îñòàíîâèëñÿ â ãîð. Åëàáóãå /íà ðåêå Êàìå,
â Òàòàðñêîé ÀÑÑÐ/.

Óíèâåðñèòåò ðàñïîëîæèëñÿ â íèæíåì ýòàæå Åëàáóæñêîãî ó÷èòåëüñêîãî
èíñòèòóòà. Âûøå, â òîì æå çäàíèè, áûë ðàñïîëîæåí ôèëèàë Ëåíèíãðàäñêîãî
óíèâåðñèòåòà.

Ñíà÷àëà ñòóäåíòû è ïðåïîäàâàòåëè æèëè â òîì æå çäàíèè ó÷èòåëüñêîãî
èíñòèòóòà, ñïàëè ïðÿìî íà ïîëó â àóäèòîðèÿõ, ïîòîì ðàññåëèëèñü ïî ÷àñò-
íûì êâàðòèðàì. Óíèâåðñèòåò ïðîâåë íîâûé íàáîð ñòóäåíòîâ. Íà ôèçìàò áû-
ëî ïðèíÿòî îäèííàäöàòü ÷åëîâåê. Íàêîíåö, â íîÿáðå 1942 ãîäà íà÷àëñÿ íîâûé
ó÷åáíûé ãîä. Íà ôèçìàòå ñîõðàíèëîñü òîëüêî äâå êàôåäðû: êàôåäðà ìàòå-
ìàòèêè, çàâ. êàôåäðîé äîö. Ì. Â. Ôåäîñååâ è êàôåäðà ôèçèêè, çàâ.êàôåäðîé
äîö. È. Ï. Êîçëîáàåâ, êîòîðûé áûë è äåêàíîì ôàêóëüòåòà. Íà êàôåäðå ìàòå-
ìàòèêè ïîìèìî Ì. Â. Ôåäîñååâà ïî-ïðåæíåìó áûëî òîëüêî òðè àññèñòåíòà. Ê
ñ÷àñòüþ íåñêîëüêî âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûõ ñîòðóäíèêîâ Ëåíèíãðàäñêîãî
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óíèâåðñèòåòà âûðó÷èëè íàø ôèçìàò, ñîãëàñèâøèñü ïðîâåñòè âñå òå êóðñû,
äëÿ êîòîðûõ ó íàñ íà áûëî ñâîèõ ïðåïîäàâàòåëåé. Ïî êàôåäðå ìàòåìàòèêè
ÂÃÓ ðàáîòàëè â 1942/43 ó÷åáíîì ãîäó: Â. È. Ñìèðíîâ, Â. À. Àìáàðöóìÿí,
íûíå àêàäåìèêè, Ï. À. Àìáàðöóìÿí, Í. Ï. Åðóãèí, Øàðîíîâ è äð.

Ó÷åáíûé ãîä áûë òÿæåëûì âî âñåõ îòíîøåíèÿõ. Îñîáåííî ïëîõî áûëî
òî, ÷òî óíèâåðñèòåò îñòàëñÿ áåç áèáëèîòåêè, à ó ïðåïîäàâàòåëåé è ñòóäåí-
òîâ òîæå íå áûëî êíèã - âñ¼ îñòàëîñü â Âîðîíåæå. Ïîýòîìó ìíîãèå ëåêöèè
ïðåïîäàâàòåëÿì ïðèøëîñü ÷èòàòü ïî ïàìÿòè, à ó ñòóäåíòîâ åäèíñòâåííûì
ó÷åáíûì ïîñîáèåì áûëè çàïèñêè ëåêöèé.

Îäèííàäöàòîãî îêòÿáðÿ 1943 ãîäà óíèâåðñèòåò âûåõàë èç Åëàáóãè íàçàä
â Âîðîíåæ. Íà êàôåäðå ìàòåìàòèêè îñòàëîñü âñåãî äâà ÷åëîâåêà: äîö. Ì. Â.
Ôåäîñååâ è àññ. Å. Ï. Âîñêðåñåíñêèé. Àññèñòåíòû Â. Ï. Áîãîñëîâñêèé è Ï.
Ì. Âîñêðåñåíñêèé óìåðëè.

Êîãäà óíèâåðñèòåò äîáðàëñÿ íà ïàðîõîäå äî Êàçàíè, òî òàì ïðèøëîñü çà-
äåðæàòüñÿ íà íåñêîëüêî äíåé, ïîêà ðåêòîð ÂÃÓ Í. È. Ãëèñòåíêî ñìîã äîñòàòü
íóæíîå êîëè÷åñòâî æåëåçíîäîðîæíûõ âàãîíîâ, äëÿ äàëüíåéøåãî ïóòè â Âî-
ðîíåæ. Ïîëüçóÿñü ýòîé çàäåðæêîé Ì. Â. Ôåäîñååâ ïðèëîæèë ìíîãî óñèëèé
÷òîáû ïðèâëå÷ü êîãî-ëèáî èç êàçàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ íà ðàáîòó â ÂÃÓ. Îä-
íàêî, íåñìîòðÿ íà ñîäåéñòâèå, îêàçàííîå â ýòîé äåëå Í. Ã. ×åáîòàðåâûì è Á.
Ì. Ãàãàåâûì, íèêòî èç êàçàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ íå çàõîòåë ïîéòè íà ðàáîòó â
ðàçðóøåííûé Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò.

Â íî÷ü íà 7-îå íîÿáðÿ íàø óíèâåðñèòåò äîáðàëñÿ äî ãîð. Ëèïåöêà è çäåñü
îñòàíîâèëñÿ çèìîâàòü. Òîëüêî îäèí õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò äîåõàë äî Âî-
ðîíåæà, òàê êàê âñåìó óíèâåðñèòåòó ðàçìåñòèòüñÿ â Âîðîíåæå áûëî íåãäå.
Â Ëèïåöêå ÂÃÓ ïîìåñòèëñÿ â îäíîé èç ñðåäíèõ øêîë è òàì ïðîâåë 1943/44
ó÷åáíûé ãîä. Êàôåäðà ìàòåìàòèêè â ñîñòàâå äâóõ ÷åëîâåê íå ìîãëà ðàçóìååò-
ñÿ îáåñïå÷èòü âñåõ íóæíûõ êóðñîâ. Óíèâåðñèòåò âñÿ÷åñêè ñòàðàëñÿ ïðèâëå÷ü
êîãî-ëèáî èç ìàòåìàòèêîâ íà íàø ôèçìàò. Ïåðâûì îòêëèêíóëñÿ âîñïèòàííèê
ÂÃÓ, âûïóñêíèê 1936 ãîäà, ðàáîòàâøèé â òî âðåìÿ â Òîìñêîì óíèâåðñèòåòå
äîö. Â. È. Ñîáîëåâ, êîòîðûé ïðèáûë â Ëèïåöê ëåòîì 1944 ãîäà.

Íåñêîëüêî ïîçæå, îñåíüþ 1944 ã.íà ðàáîòó â ÂÃÓ áûë íàïðàâëåí Ìèíè-
ñòåðñòâîì äîö. À. Ñ. Äæàíóìÿíö è çà÷èñëèëñÿ íà êàôåäðó ìàòåìàòèêè ïîñëå
äåìîáèëèçàöèè èç àðìèè, â òîì æe I944 ãîäó, àññèñòåíò Â. À. Òèõîíîâ. Íà
êàôåäðå ñòàëî 5 ÷åëîâåê: îäèí àëãåáðàèñò, òðè àíàëèòèêà è îäèí ãåîìåòð. Õî-
÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî äîöåíò Ì. Â. Ôåäîñååâ áûë åäèíñòâåííûì ìàòåìàòèêîì,
êîòîðûé ñíà÷àëà ñòóäåíòîì, à çàòåì àñïèðàíòîì è äîöåíòîì, ïðîøåë ñ óíè-
âåðñèòåòîì âåñü ïÿòèäåñÿòèëåòíèé ïóòü îò ìîìåíòà îðãàíèçàöèè óíèâåðñè-
òåòà äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè è âñå ìàòåìàòèêè Âîðîíåæà, êîòîðûå îáó÷àëèñü
â ÂÃÓ, ÿâëÿþòñÿ â òîé èëè èíîé ìåðå ó÷åíèêàìè Ì.Â.Ôåäîñååâà.

Çèìîé 1944 ãîäà êàôåäðà ìàòåìàòèêè ðàçäåëèëàñü íà äâå: êàôåäðó àëãåá-
ðû è ãåîìåòðèè - çàâ. êàôåäðîé Ì. Â. Ôåäîñååâ, è êàôåäðó ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà - çàâ. êàôåäðîé Â.È.Ñîáîëåâ. Â 1944/45 ó÷åáíîì ãîäó óäàëîñü óæå
îáåñïå÷èòü âñå íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå êóðñû, íî ìàòåìàòè÷åñêîé ñïå-
öèàëèçàöèè íà ôàêóëüòåòå íå áûëî. Ýòî îáúÿñíÿëîñü è ìàëûì ÷èñëîì ïðå-
ïîäàâàòåëåé íà ìàòåìàòè÷åñêèõ êàôåäðàõ è ìàëûì ÷èñëîì ñòóäåíòîâ ïðè-
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íèìàåìûõ íà ôèçìàò.
Óñëîâèÿ äëÿ îáó÷åíèÿ â ïåðâîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ óíèâåðñèòåòà â Âî-

ðîíåæå áûëè òÿæåëûå. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ðàçìåñòèëñÿ íà
âåðõíåì ýòàæå íàïîëîâèíó âîññòàíîâëåííîãî çäàíèÿ, äî âîéíû ïðèíàäëåæà-
ùåãî Âîðîíåæñêîìó Ïåäèíñòèòóòó. ×àñòü êîìíàò áûëà îòâåäåíà ïîä àóäèòî-
ðèè è ëàáîðàòîðèè, â äðóãèõ æèëè ñòóäåíòû. Â àóäèòîðèÿõ áûëî õîëîäíî,
ìàëåíüêèå æåëåçíûå ïå÷óðêè íå ìîãëè íàãðåòü áîëüøèõ êîìíàò, ê òîìó æå
íå èìåâøèõ äâîéíûõ ðàì, è ñòóäåíòû è ïðåïîäàâàòåëè çàíèìàëèñü â ïàëüòî,
ïèñàòü ÷åðíèëàìè áûëî íåâîçìîæíî. Ñèäåëè íà ÿùèêàõ èç ïîä àðòèëëåðèé-
ñêèõ ñíàðÿäîâ, çà ñòîëàìè ñáèòûìè èç íåêðàøåíûõ äîñîê. Äà è ñíàðÿäíûõ
ÿùèêîâ íå õâàòàëî.

Îäèí èç àâòîðîâ ýòèõ ñòðîê, âîéäÿ â àóäèòîðèþ ÷èòàòü ëåêöèþ îáíàðó-
æèë íåñêîëüêèõ ñòóäåíòîâ, ñàäÿùèõ íà ïîëó "ïî òóðåöêè"ïîäæàâ ïîä ñåáÿ
ñêðåùåííûå íîãè. Ñòîÿòü íà ëåêöèè áûëî íåâûãîäíî, òàê êàê íàäî áûëî çà-
ïèñûâàòü ëåêöèþ, ïîòîìó ÷òî ó÷åáíèêîâ íå õâàòàëî.

Ïîñòåïåííî îáñòàíîâêà óëó÷øàëàñü, ó÷åáíûé ïðîöåññ íîðìàëèçîâàëñÿ,
óâåëè÷èâàëîñü ÷èñëî ñòóäåíòîâ, ïðèíèìàåìûõ íà ôèçìàò è â 1947 ãîäó áûëà
âîññòàíîâëåíà ñïåöèàëèçàöèÿ ïî ìàòåìàòèêå, ïóòåì âûäåëåíèÿ èç ñòóäåí-
òîâ 4 êóðñà ãðóïïû â 9 ÷åëîâåê, îáåñïå÷åíèå êîòîðîé ñïåöêóðñàìè è ñïåö-
ñåìèíàðàìè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó âçÿëè íà ñåáÿ äîö. À.Ñ.Äæàíóìÿíö
è äîö. Â.È.Ñîáîëåâ. Îòäåëüíûé ïðèåì ñòóäåíòîâ â ãðóïïó ìàòåìàòèêîâ ñòàë
ïðîâîäèòñÿ ñ îñåíè 1949 ãîäà.

Ïîñòåïåííî ôàêóëüòåò ðîñ, óâåëè÷èâàëîñü ÷èñëî ïðåïîäàâàòåëåé ìàòå-
ìàòèêîâ, îäíàêî íà ïåðâûõ ïîðàõ îíè äîâîëüíî áûñòðî ìåíÿëèñü è ñóùå-
ñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà íàó÷íóþ è ó÷åáíóþ æèçíü .óíèâåðñèòåòà íå îêàçàëè.
Èñêëþ÷åíèåì áûë ïîæàëóé ëèøü êàíäèäàò ôèç. - ìàò. íàóê Ò.È.Ëóêîìñêèé
íàïðàâëåííûé íà ðàáîòó â íàø óíèâåðñèòåò ïîñëå îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû
ïðè ÌÃÓ. Ýòî áûë âåñüìà êóëüòóðíûé ìàòåìàòèê ñ øèðîêèì êðóãîçîðîì è
íåñîìíåííûì ïåäàãîãè÷åñêèì òàëàíòîì è åñëè áû íå åãî ïðåæäåâðåìåííàÿ
ñìåðòü, îí âíåñ áû ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ â ÂÃÓ. Â 1946 ãîäó â óíèâåðñèòåò âåðíóëñÿ ìåõàíèê äîö. Í.Í. Ãâîçäêîâ
è áûëà âîññòàíîâëåíà êàôåäðà òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ãèäðîàýðîìåõàíè-
êè. Âîçâðàòèëñÿ ïîñëå äåìîáèëèçàöèè èç àðìèè àññ. È.Ã.Áîðäþãîâ è ëàáî-
ðàíò Â.Ï.Ìèðîøíèêîâ, âåðíóëñÿ ñ çàâîäà ëàáîðàíò Å.Ò.Çåíèí. Ñ 1948 ãîäà
íà÷àëîñü âîññòàíîâëåíèå ñïåöèàëèçàöèè ïî ìåõàíèêå: áûëà âûäåëåíà ãðóïïà
ñòóäåíòîâ, óñèëèÿìè È.Ã.Áîðäþãîâà áûëà îðãàíèçîâàíà ëàáîðàòîðèÿ ïî ôî-
òîóïðóãîñòè, Å.Ò.Çåíèí ïðèñòóïèë ê ñòðîèòåëüñòâó ìàëîé àýðîäèíàìè÷åñêîé
òðóáû. Íà êàôåäðó Òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè áûëè ïðèãëàøåíû êàíäèäàòû
íàóê Ñ.Ì. Áåëîíîñîâ è Â.È.Âîðîíèí. Ïîÿâèëèñü ïåðâûå ïîñëåâîåííûå íàó÷-
íûå ïóáëèêàöèè äîöåíòîâ Í.Í.Ãâîçäêîâà, Ñ.Ì.Áåëîíîñîâà è Â.È.Âîðîíèíà.

Â êîíöå ñîðîêîâûõ ãîäîâ íà÷èíàåò ðàçâåðòûâàòüñÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà ñòó-
äåíòîâ ïî ìàòåìàòèêå. Åñëè ðàíüøå çàíÿòèÿ íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ êðóæ-
êîâ íîñèëè îáðàçîâàòåëüíûé õàðàêòåð, òî òåïåðü ñòóäåíòàì íà÷èíàþò äà-
âàòüñÿ òåìû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Áûë îðãàíèçîâàí êîíêóðñ
íà ëó÷øåå ðåøåíèå òðóäíûõ çàäà÷. Ïîáåäèòåëÿìè êîíêóðñà ñòàëè ñòóäåíòû
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Þ.Ò.Ìåäâåäåâ /íûíå êàíäèäàò íàóê, íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ìàòå-
ìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ/, Á.Â. Ìåëàìåä/òàêæå êàíäèäàò íàóê, äîöåíò Îìñêîãî
Ïåäèíñòèòóòà / è ñòóäåíò 1 êóðñà Ïåëåòìèíñêèé, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ôèçèê
- òåîðåòèê, äîêòîð ôèç. - ìàò.íàóê, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÓÔÒÈ â
ãîð. Õàðüêîâå. Â ýòîò æå ïåðèîä íà÷èíàëè ñâîå ïðèîáùåíèå ê íàóêå ïåð-
âûå êàíäèäàòû íàóê èç ÷èñëà âûïóñêíèêîâ ïîñëåâîåííîãî ïåðèîäà äîöåíòû
À.Â.Ìàðòûíîâ è Á.Ï.Ïóãà÷åâ.

Ñ íà÷àëà ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ íà÷èíàåòñÿ èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå íàó÷íîé
è ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè íà ìàòåìàòè÷åñêîì îòäåëåíèè óíèâåðñèòåòà. Ðàñ-
òåò ÷èñëî ïðåïîäàâàòåëåé:â 1950 ãîäó íà ôàêóëüòåòå ñòàëè ðàáîòàòü áûâøèå
åãî ïèòîìöû êàíäèäàòû ôèç.-ìàò. íàóê Â.È.Âåäåðíèêîâ è Â.Â.Ïîêîðíûé.
Íà÷àë ñèñòåìàòè÷åñêè ðàáîòàòü íàó÷íûé ñåìèíàð ïî ìàòåìàòèêå, â êîòî-
ðîì ïðèíèìàëè ó÷àñòèå íàó÷íûå ðàáîòíèêè è äðóãèõ âóçîâ ãîðîäà. Ïðàâäà,
÷èñëî êàôåäð ñîêðàòèëîñü. Â 1951 ãîäó çàâ.êàôåäðîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè
Ì.Â.Ôåäîñååâ âñëåäñòâèå äëèòåëüíîì è òÿæåëîé áîëåçíè îòêàçàëñÿ îò çàâå-
äîâàíèÿ êàôåäðîé è ýòà êàôåäðà âëèëàñü â ñîñòàâ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà.

Ñ 1952 ãîäà â Âîðîíåæñêîì óíèâåðñèòåòå íà÷èíàåò ðàáîòàòü
Ì.À.Êðàñíîñåëüñêèé, ñïåðâà â êà÷åñòâå ïðîôåññîðà êàôåäðû ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà, à ÷åðåç ãîä çàâåäóþùèì âíîâü îðãàíèçîâàííîé êàôåäðîé
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàçíîñòîðîííåå
îáðàçîâàííûé è òâîð÷åñêè âåñüìà àêòèâíûé ó÷åíûé, à òàêæå õîðîøèé
îðãàíèçàòîð, Ì.À.Êðàñíîñåëüñêèé áûñòðî âûðîñ â îäíîãî èç âåäóùèõ
ïðåäñòàâèòåëåé ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â íàøåé ñòðàíå, ðàáîòû êîòîðîãî
ïî íåëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è åãî ïðèëîæåíèÿì øèðîêî
èçâåñòíû ó íàñ è çà ãðàíèöåé. Ïåðååçä Ì.À.Êðàñíîñåëüñêîãî â Âîðîíåæ
ñèëüíî îæèâèë íàó÷íóþ ê ïåäàãîãè÷åñêóþ ðàáîòó ïî ìàòåìàòèêå â óíè-
âåðñèòåòå. Ó÷àñòèëèñü è ñòàëè ïðîâîäèòñÿ íà áîëåå âûñîêîì íàó÷íîì
óðîâíå ñåìèíàð ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, êîòîðûé ïðèîáðåë áîëüøóþ
ïîïóëÿðíîñòü íå òîëüêî ó âîðîíåæñêèõ, íî è ó èíîãîðîäíèõ ìàòåìàòèêîâ
/äåëàòü äîêëàäû íà ýòîì ñåìèíàðå ïðèåçæàëè ó÷åíûå Ìîñêâà, Ëåíèíãðàäà,
Ðîñòîâà, Êèåâà, Õàðüêîâà, Áàêó, Ïåðìè, Íîâîñèáèðñêà, Ðèãè è äð. ãîðîäîâ,
à òàêæå íåñêîëüêî ìîëîäûõ ïîëüñêèõ ìàòåìàòèêîâ/. Â 1957 ãîäó áûë ïðî-
âåäåí ìåæâóçîâñêèé ñèìïîçèóì ïî ïðèìåíåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ê
óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íà ýòîì ñèìïîçèóìå âûñòóïàëè ñ äî-
êëàäàìè ïîìèìî âîðîíåæöåâ Ë.À.Ëàäûæåíñêàÿ /Ëåíèíãðàä/,Î.À.Îëåéíèê
/Ìîñêâà/, Ã.Å. Øèëîâ, Ì.È.Âèøèê/Ìîñêâà/, À.Ä.Ìûøêèñ/Õàðüêîâ/,
À.È. Êîøåëå /Ëåíèíãðàä/, À.ß.Ïîâçíåð/Õàðüêîâ/ è äðóãèå èíîãîðîäíèå
ìàòåìàòèêè.

Ïî èíèöèàòèâå Ì.À.Êðàñíîñåëüñêîãî è Â.È.Ñîáîëåâà ñòàëè èçäàâàòüñÿ
"Òðóäû âîðîíåæñêîãî ñåìèíàðà ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó", âîñåìü âû-
ïóñêîâ êîòîðîãî óæå âûøëè â ñâåò è ïðèîáðåëè ïîïóëÿðíîñòü â øèðîêèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóãàõ.
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J. Naumenko

An analysis of the transitive process in the conducting
plate

The problem of eddy currents computation on the conducting surface is
considered. It is reduced to the integral equations. The existence, uniqueness and
stability of their solutions is proved. The numerical method for the mentioned
problem is described. The example of computing is given.

Introduction
A wide range of practical tasks requires numerical computation of magnetic �elds
in the medium with conducting bodies. Nowadays the theory of these problems is
well developed, whereas another important issue - computation of magnetic �elds
in the presence of multiconnected crack (conducting surface) is paid less attention
and provides an area for further study. The main objective of this article is to
develop a theory and a numerical method for these actual problems solution.

Main functional space and the equation
Let's consider the space L2 (S;R2) that consists of two-component real or complex
square-integrable on S vector functions accordingly. To simplify we write L2 (S)
in case it does not lead to misunderstanding. We suppose that the multiconnected
Riemannian surface S and its boundary satisfy the Lipschitz's conditions [6] (see
�g.1).

The space L2(S) can be decomposed to the sum[1, 2]:

L2 (S) = L(P ) ⊕ L.

Here L(P ) consists of potential �elds generalized by the Weyl [1]. It can be
represented as the closure by the norm of L2 (S) of the gradients of smooth
functions [3]. It is obvious that for all b ∈ L is

∫∫

S

b grad ϕdS = 0

where ϕ is smooth function (the operators grad and rot are understood here and
below in the sense of Hamilton-Beltrami).

The space L can be also decomposed to the pair

L = G⊕ L(S).
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Figure 1

Here G is the �nite dimensional space that consists of generalized by Weyl
harmonic �elds. Its dimension depends directly on the connectness of the S. For
example if S is simple connected then G = ∅. In other words, the space G consists
of cycles. The components of the elements of G are smooth and the property

div g = 0, rotg = 0,
gν = 0

is correct for all g ∈ G [2]. Here ν is the tangential to S normal to the S border.
The important property [5] of the L(S) elements is that their cycles are equal

to zero. It means in case of smooth components of b ∈ L(S) that
∮

C

bdl = 0

for any smooth closed curve C ⊂ S.
We use the orthoprojector P = PLPS below where PS vanishes normal to S

�eld component (a normal to Lipschitz the manifold exists almost everywhere[6])
and PL is orthoprojector L2(S) → L.

The computing of quasi-stationary transitive magnetic �elds in presence of
the conducting surface (the conducting body with degenerated third dimension)
can be reduced to the following operator equation for eddy (Foucault) currents
density:

δ = λ
∂

∂t
Kδ + f(t). (1)

Here K = PΓ, Γξ = 1
4π

∫∫
S

ξ
rNM

dSN , r is the distance between points M and N ,

λ is some real parameter, f(t) ∈ L. It is necessary to add an initial condition to
equation (1). We suppose that δ(0) = δ0 ∈ L.

The operator K is analyzed in work [5] and there the following theorem was
proved.
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Theorem 1 The operator K is linear, self-adjoint, positive and compact in
the space L.

Theorem 2 The equation (1) has unique and stable solution if ‖f‖L ∈
C1[0,∞].

Proof Because the operator K is self-adjoint and positive it has a full in
L system {ωi}∞i=1 of eigenfunctions with the system of characteristic numbers
{λi}∞i=1. We can write formally:

δ =
∞∑
i=1

ck (t) ωi.

By using this representation in (1) we get:
∞∑
i=1

ciωi =− λ
∂

∂t
K

∞∑
i=1

ciωi+f .

Let's transform:
ci = −λ

c′i
λi

+ (f , ωi)L ,

c′i = −λi

λ
ci − (f , ωi)L ,

and then

ci(t) = e−
λi
λ

t


c0

i +

t∫

0

e
λi
λ

τfi(τ)dτ


 .

Here c0
i = (δ0, ωi)L and fi (t) = (f , ωi)L. Finally, we have:

δ(x, t) =
∞∑
i=1

(
δ0, ωk

)
e−

λi
λ

tωi(x) +
∞∑
i=1

ωi(x)

t∫

0

e−
λi
λ

(t−τ)fi(τ)dτ . (2)

Let's analyze the properties of the series (2).




t∫

0

e−
λi
λ

(t−τ)fi(τ)dτ



 6

t∫

0

e−
2λi
λ

(t−τ)dτ ·
t∫

0

f 2
i (τ)dτ =

=
1− 2λi

λ
t

2λi

λ

·
t∫

0

f 2
i (τ)dτ <

λ

2λi

·
t∫

0

f 2
i (τ)dτ 6 λ

2λ1

t∫

0

f 2
i (τ)dτ .

Because the series
∞∑
i=1

(δ0, ωi)
2 converges and

∞∑
i=1

f 2
i = ‖f‖L, the series (2)

converges almost everywhere and has continuous sum in time domain.
Consequently from the theorem of Dini the series (2) converges regular almost
everywhere.
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The series

∂

∂t
δ =

∞∑
i=1



−

λi

λ

(
δ0, ωi

)
e−

λi
λ

t + fi(t)− λi

λ

t∫

0

e−
λi
λ

(t−τ)fi(τ)dτ



 · ωi. (3)

converges regular almost everywhere in every time domain
[
t, T

]
, 0 < t < T < ∞.

We have estimation for squares of coe�cients of (3):

3

(
λi

λ
e−

λi
λ

t

)2 (
δ0, ωi

)2
+ 3f 2

i (0) · e−2
λi
λ

t + 3




t∫

0

e−
λi
λ

(t−τ)f ′i(τ)dτ




2

6

6 3

(t · e)2

(
δ0, ωi

)2
+ 3f 2

i (0) +
3λ

2λi

T∫

0

[f ′i(τ)]
2
dτ .

Here the Cauchi inequality is used.
The representation (2) of the equation (1) solution leads to the inequality:

‖∆δ‖L 6
∥∥∆δ0

∥∥
L e−

λ1
λ

t.

Here ∆δ0 is the deviation of initial condition, ∆δ is the solution error.
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