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Î ñâîéñòâàõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà
À.Ø. Àêûø

(Àëìàòû, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ; Akysh41@mail.ru )

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà
(ÓÍÑ) ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [1], [2] è äð. Â ðÿäå ðàáîò àâòîðà [3]-[5] è äð.
èç ñèñòåìû ÓÍÑ âûâåäåíî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà äëÿ
ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è âûÿâëåíî âàæíîå ñâîéñòâî ýòîãî óðàâíå-
íèÿ � ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è äëÿ ÓÍÑ, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ êëþ÷åâûì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ÓÍÑ [1] îòíîñèòåëüíî âåê-
òîðà ñêîðîñòè U = (U1, U2, U3) è äàâëåíèÿ P â îáëàñòè Q = (0, T ]× Ω:

∂U

∂t
− µ∆U + (U,∇)U +∇P = f(t,x), (1a)

divU = 0, (1b)
U(0,x) = Φ(x), (1c)
U(t,x)

∣∣
∂Ω

= 0, x ∈ ∂Ω, (1d)
ãäå x ∈ Ω ⊂ R3; Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü, çàïîëíåííàÿ îäíîðîäíîé æèäêî-
ñòüþ, à ∂Ω � ãðàíèöà îáëàñòè Ω, t ∈ [0, T ], T < ∞; f è Φ � âåêòîð-ôóíêöèè
ñîîòâåòñòâåííî âíåøíèõ ñèë è íà÷àëüíûõ äàííûõ; 0 < µ � äèíàìè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè; ∆ è ∇ � îïåðàòîðû Ëàïëàñà è Ãàìèëüòîíà ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïóñòü�J(Ω) � ïðîñòðàíñòâî ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðîâ, à G(Ω) ñîñòîèò èç
∇η, ãäå η åñòü îäíîçíà÷íàÿ â Ω ôóíêöèÿ. Èçâåñòíî [1], îðòîãîíàëüíîå ðàç-
ëîæåíèå L2(Q) = G(Q) ⊕�J(Q), ïðè÷åì ýëåìåíòû�J(Q) ïðè ∀t ïðèíàäëåæàò
�J(Ω), à ýëåìåíòû G(Q) � ïîäïðîñòðàíñòâó G(Ω); W k

2,0(Ω) � ñîáîëåâñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé ðàâíûõ íóëþ íà ∂Ω; Âõîäíûå äàííûå f è Φ çàäà÷è (1)
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

a) f(t,x) ∈ C(Q̄) ∩�J(Q); b) Φ(x) ∈ C(Ω̄) ∩W1
2,0(Ω) ∩�J(Ω).

Èç çàäà÷è (1) ïîëó÷åíà çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà îòíîñè-
òåëüíî äàâëåíèÿ P ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, êîòîðàÿ îáúåäèíåíî
ñ çàäà÷åé (1) â îäíó, ïîñëåäóþùèì èñêëþ÷åíèåì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
(1b). Òåì íå ìåíåå, âåêòîð ðåøåíèå U ∈�J(Q), êîãäà âõîäíûå äàííûå f è Φ
óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì a) è b). Â èòîãå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÓÍÑ, êîòîðàÿ èìååò âèä:

∂U

∂t
− µ∆U + (U,∇)U +∇P = f(t,x), (2a)

U(0,x) = Φ(x), U(t,x)
∣∣
∂Ω

= 0, (2b)
−∆P = div

(
(U,∇)U

)
, (2c)

∂P

∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0, ∀t ∈ [0, T ]. (2d)
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2a) ïðè f = 0, âîñïîëüçî-
âàâøèñü ôîðìóëîé

∆E =
3∑

α=1

Uα∆Uα + |∇Uα|2,

ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà äëÿ ïëîòíîñòè êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè (ê. ý.) E = 1

2

(
U2

1 + U2
2 + U2

3

)
:

LE ≡ ∂E

∂t
− µ∆E + µ

3∑
α=1

|∇Uα|2 + (∇E,U) + (∇P,U) = 0, (3)

ãäå (· , ·)-îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Òåîðåìà 1[4]. Ïóñòü Ω̄−çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ ãðàíèöåé
∂Ω, è Q̄ = [0, T ]× Ω̄ - öèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
t,x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè (P,E) ∈ C(Q̄)∩C2(Q) óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì (2c), (3). Òîãäà ôóíêöèÿ E(t,x) ïðèíèìàåò ñâîé
ìàêñèìóì â öèëèíäðå Q̄ íà íèæíåì îñíîâàíèè {0} × Ω̄ èëè íà åãî áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè [0, T ]× ∂Ω , ò. å.

E(t,x) ≤ max
{

sup
t=0

V
x∈Ω̄

E(t,x), sup
t∈[0,T ]

V
x∈∂Ω

E(t,x)
}

= C − const.

Ëåììà[5]. Ïóñòü ïëîòíîñòü ê. ý. E(t,x) èìååò â íåêîòîðîé òî÷êå M1 ∈ Q
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òîãäà M1 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé âåêòîðà
ñêîðîñòè U è ôóíêöèè äàâëåíèÿ P , ò. å.

∇Uα(M1) = 0, α = 1, 3; ∇P (M1) = 0

è U â òî÷êå M1 äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà. Ïðè÷åì, ïî êðàéíåé ìåðå â òî÷êå
M1 îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè U äîñòèãàåò ëèáî ïîëîæèòåëü-
íîãî ìàêñèìóìà, ëèáî îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ U(t,x) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è ÓÍÑ (2) è âåêòîð-ôóíêöèé f , Φ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
a) è b), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U‖C(Q̄) ≤ ‖Φ‖C(Ω̄) + T‖f‖C(Q̄) ≡ A1, ∀T < ∞,

ãäå ‖U‖C(Q̄) = max
1≤α≤3

sup
Q̄

|Uα(t,x)|.
Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì ïîëíîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÓÍÑ (2) ôóíêöèé U è P èç ïðîñòðàíñòâ

U ∈ C(Q̄) ∩ L2

(
0, T ;W1

2,0(Ω)
) ∩�J(Q);

P ∈ L2

(
0, T ; W 1

2 (Ω)
) ∧ (∫

Ω

Pdx = 0, ∀t ∈ [0, T ]
)
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è óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâàì

∫

Q

(
−U

∂Z

∂t
+ µ

3∑

k=1

∇Uk∇Zk +
(
(U,∇)U +∇P

)
Z

)
dx dt =

=

∫

Ω

ΦZ(0,x)dx +

∫

Q

fZdxdt;

∫

Q

∇P ∇η dxdt = −
∫

Q

(U,∇)U∇η dx dt. (4)

ïðè ∀Z(t,x) ∈ W 1
2 (Q) ∧ (

Z
∣∣∣
(t=T )∧(x∈∂Ω)

= 0
)
; ∀η(t,x) ∈ L∞

(
0, T ; W 1

2 (Ω)
)
.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ñëàáûõ è ñóùåñòâîâàíèå
ñèëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2).
Òåîðåìà 2 [4]. Åñëè âõîäíûå äàííûå f è Φ óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì a)
è b), òîãäà çàäà÷à (2) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå U è
P óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâàì (4) ïðè ëþáûõ Z è η èç îïðåäåëåíèÿ 1.
Òåîðåìà 3[4]. Åñëè âõîäíûå äàííûå çàäà÷è (2) óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì
a), b) è ∂Ω ∈ C2, òîãäà ó çàäà÷è (2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå
îáîáùåííîå ðåøåíèå U è P èç ïðîñòðàíñòâ

U ∈ W2,1
2,0(Q) ∩�J∞(Q); P ∈ L2

(
0, T ; W 2

2 (Ω)
) ∧ (∫

Ω

Pdx = 0,∀t ∈ [0, T ]
)
,

óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (2a) è (2c) ïî÷òè âñþäó â Q.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ëàäûæåíñêàÿ Î. À. Øåñòàÿ ïðîáëåìà òûñÿ÷åëåòèÿ: óðàâíå-
íèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîñòü //ÓÌÍ, 2003, 58:2(350),�Ñ.45-
78. 2. Ch. Fe�erman. Existence and smoothness of the Navier-Stokes equation
//http://claymath.org/Millenium Prize Problems/Navier-Stokes Equations.
Cambridge, MA:Clay Mathematics Institute, 2000, P.1-5. 3. Àêûø À.Ø. Ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà //Äîêë. Ìåæäóíàð. êîíô. ïî
ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì â Ãåîôèçèêå ÌÌÃ-2008, Íîâîñèáèðñê, 13-15 îêò.
2008ã./-http://www.sscc.ru /conf/mmg2008 /abstracts,P.1-6. 4. Àêûø À. Ø.
Îá îäíîé ïðîáëåìå òåîðèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà //Òðóäû øåñòîãî ñîâå-
ùàíèè Ðîññèéñêî-Êàçàõñòàíñêîé ðàáî÷åé ãðóïïû ïî âû÷èñëèòåëüíûì è èí-
ôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (16-18 ìàðòà 2009 ã.), Àëìàòû, Êàçàõ óíèâåð-
ñèòåòi, 2009, �Ñ.54-61. 5. Àêûø À. Ø. Îá îäíîé ëåììå ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà //Ìàòåðèàëû III ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí-
ôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèå"(17-19 èþíÿ
2009 ã.), Àëìàòû, 2009, Ò.3, �Ñ.209-213.
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Îá îäíîì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè Âîëüòåððà âòîðîãî
ðîäà

Ì.Ì. Àìàíãàëèåâà, Ì.Ò. Äæåíàëèåâ, Ì.È. Ðàìàçàíîâ
(Àëìàòû, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Êàçàõñòàí; muvasharkhan@gmail.com )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà,
èìåþùåå îñîáåííîñòü. Òàê êàê èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð èìååò îñîáåííîñòü,
òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ìåòîä ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íå ïðèìåíèì. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ
çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ íåòåðîâîé è èìååò ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ. Óñòàíîâëåíî,
÷òî èññëåäóåìîå â ðàáîòå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ íåëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷, ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ò.ä.

Íà âåùåñòâåííîé ïîëóîñè R+ ≡ (0, +∞) ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðàçðå-
øèìîñòè ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Kλµ ≡ (I − λK)µ ≡ µ(t)− λ

∞∫

0

k
(τ

t

)
µ(τ) · dτ

τ
= f(t), t ∈ R+, (1)

è åãî ñîïðÿæåííîãî

K∗
λν ≡ (I − λK∗)ν ≡ ν(t)− λ

∞∫

0

k

(
t

τ

)
ν(τ) · dτ

t
= g(t), t ∈ R+, (2)

ãäå ÿäðî k(z) îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì

k(z) =





1

2
√

π(1− z)3/2
exp

{
− 1

4(1− z)

}
, 0 < z < 1,

0, 1 6 z < +∞;

(3)

λ ∈ C− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, e−tf(t) ∈ L1(R+), etg(t) ∈ L∞(R+). (4)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî èùóòñÿ â êëàññàõ:

e−tµ(t) ∈ L1(R+), etν(t) ∈ L∞(R+). (5)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà k(z)
îáëàäàåò ñâîéñòâîì: íîðìà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìîãî ÿäðîì
k(z) è äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, ðàâíà erfc(1/2) =
2√
π

∞∫
1/2

e−ξ2
dξ. Ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1). Îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ îñîáûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1) âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè íåêî-
òîðûõ íåëîêàëüíûõ âíóòðåííå-ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ [1], ñïåêòðàëüíî-íàãðóæåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [2, 3], çàäà÷
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ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è
ò.ä.

Âíà÷àëå èññëåäóåì ñîîòâåòñòâóþùåå (1) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

µ(t)− λ

∞∫

0

k
(τ

t

)
µ(τ) · dτ

τ
= 0, t ∈ R+. (6)

Ïðèìåíÿÿ ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà, ñ ó÷åòîì òåîðåìû î ñâåðòêå, ïî-
ëó÷èì

µ̂(s) · [1− λk̂(s)] = 0, s = s1 + is2,

ãäå µ̂(s) � èçîáðàæåíèå ôóíêöèè µ(t), à èçîáðàæåíèå ÿäðà èìååò âèä

k̂(s) =

1∫

0

1

2
√

π(1− z)3/2
exp

(
− 1

4(1− z)

)
z−s−1dx, Re s < 0.

Ñôîðìóëèðóåì óñòàíîâëåííûé ðåçóëüòàò äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6).
Òåîðåìà 1. Äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K èç (6) ìíîæåñòâî σ(K) ≡

{λ|λ ∈ C, Reλ ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë, à C \
σ(K) � ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ îäíîðîäíîãî ñîïðÿæåííîãî èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2):

ν(t)− λ

∞∫

0

k

(
t

τ

)
ν(τ) · dτ

t
= 0, t ∈ R+. (7)

Åñëè â óðàâíåíèè (7) ïðîèçâåñòè çàìåíû: t = t−1
1 , τ = τ−1

1 è ââåñòè
ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå ν1(t1) = t−1ν(t−1

1 ), òî (7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

ν1(t1)− λ

∞∫

0

k

(
τ1

t1

)
ν1(τ1)

dτ1

τ1

= 0,

ò.å. îíî ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (6), ãäå íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé
âûñòóïàåò ôóíêöèÿ ν1(t1). Çäåñü ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K∗ èç (7) âñÿ êîìïëåêñíàÿ
ïëîñêîñòü íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì çàäà-
÷àì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Äæåíàëèåâ Ì.Ò., Ðàìàçàíîâ Ì.È., Òóéìåáàåâà À.Å.
Ñïåêòðàëüíî-íàãðóæåííûé îïåðàòîð òåïëîïðîâîäíîñòè. Àâòîìîäåëüíûé çà-
êîí äâèæåíèÿ òî÷êè íàãðóçêè. � Àëìàòû: 2006. Ïðåïðèíò � 6. � 40 ñ. 2.
Íàõóøåâ À.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè. Ì.: 1995. � 301 ñ. 3.
Äæåíàëèåâ Ì.Ò. Ê òåîðèè ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Àëìàòû: 1995. 269 ñ.

7



Òî÷íàÿ ëîêàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü òå÷åíèÿ âÿçêîãî ãàçà
Å.Â. Àìîñîâà

(ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ, leb@iam.dvo.ru)

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òî÷íîé ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äâóìåð-
íûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå âÿçêîãî ãàçà áåç ó÷åòà
òåïëîâûõ ïðîöåññîâ.

Íàèáîëåå ìîùíûì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà òî÷íîé ëîêàëüíîé óïðàâëÿå-
ìîñòè íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èçâåñòíûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ,
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è è ïî-
ñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ êàðëåìàíîâñêèõ îöåíîê. Îñíîâû ýòîãî ìåòîäà áûëè
çàëîæåíû À.Â.Ôóðñèêîâûì è Î.Þ. Ýìàíóèëîâûì â ðàáîòå [1], ãäå èññëåäî-
âàíà ìèíèìàëüíàÿ òî÷íàÿ óïðàâëÿåìîñòü óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è äâóìåðíîãî
óðàâíåíèÿ Ãåìãîëüöà.

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ
äâóìåðíàÿ ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà

ut −∆u + (u,∇)u +∇(ργ) = f + g, (1)

ρt + div(uρ) = 0, (2)
ãäå (t, x) ∈ Q ≡ (0, T ) × Ω, u = (u1(t, x), u2(t, x)) � ñêîðîñòü ãàçà, ρ = ρ(t, x)
� ïëîòíîñòü ãàçà, γ ≥ 1,

ft =
∂f

∂t
,

g = g(t, x) � óïðàâëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå â ïîäîáëàñòè ω ⊂ Ω:

g(t, x) ≡ χω(x)g(t, x),

χω =

{
1, x ∈ ω;
0, x 6∈ ω.

Ñòàâÿòñÿ êðàåâûå

(u, n) = 0, rotu = 0, x ∈ ∂Ω,

ãäå n = (n1, n2) � âåêòîðíîå ïîëå âíåøíèõ íîðìàëåé ê ∂Ω. È íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ

u(t, x)|t=0 = u0(x), ρ(t, x)|t=0 = ρ0(x), (3)
ãäå u0(x) è ρ0(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

0 < m0 ≤ ρ0 ≤ M0 < ∞.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà óïðàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïîäîáëàñòè ω ⊂ Ω, ò.å.
ñëó÷àé ëîêàëüíîãî ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ.
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Ïóñòü û, ρ̂ ∈ V 1,2(Q) × V 1,1(Q) � çàäàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1)-(3) ïðè
g = 0, à u0(x), ρ0(x) ∈ V 2(0, 1)× V 1(0, 1) � íà÷àëüíîå óñëîâèå, ñâÿçàííîå ñ û,
ρ̂ ñîîòíîøåíèÿìè

‖û(0, ·)− v0‖2
H2(0,1) < ε, ‖ρ̂(0, ·)− ρ0‖2

H1(0,1) < ε. (4)

Çàäà÷à ëîêàëüíîé òî÷íîé óïðàâëÿåìîñòè ñ ëîêàëüíûì ðàñïðåäåëåííûì
óïðàâëåíèåì ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ g(t, x) âèäà (1) òàêîãî, ÷òîáû
ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3) ïðè t = T óäîâëåòâîðÿëî ñîîòíîøåíèÿì:

g(t, x)|t=T = v̂(T, x), ρ(t, x)|t=T = ρ̂(T, x). (5)

Òåîðåìà 1 Ïóñòü çàäàíû ðåøåíèå û, ρ̂ ∈ V 1,2(Q) × V 1,1(Q) çàäà÷è (1)-(3)
ïðè g = 0 è íà÷àëüíîå óñëîâèå u0(x), ρ0(x) ∈ V 2(0, 1) × V 1(0, 1), óäîâëå-
òâîðÿþùèå (4) ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå
g(t, x) ∈ L2(Q), supp g ∈ (0, T ) × ω, òàêîå, ÷òî ðåøåíèå u(t, x), ρ(t, x) çàäà-
÷è (1)-(3) ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå V 1,1(Q) è ïðè t = T óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (5).

Ëèòåðàòóðà. 1. Fursikov A.V., Imanuvilov O.Yu. On controllability of cer-
tain systems simulating a �uid �ow // IAM Vol. Math.Appl.1995.V.68. P. 149-
184.

Àëãîðèòì Øóðà äëÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè
Êàðàòåîäîðè1

Å.Í. Àíäðåèùåâà
(Ñåâàñòîïîëü; anda el@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè f(z), êîòîðàÿ äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî p > 1 èìååò â z1 ∈ T, |z| < 1 àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-
æåíèå

f(z) = τ0 +
2p−1∑
i=1

τi(z − z1)
i + O((z − z1)

2p), z → z1. (1)

Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f̂(z) = χΘ−1(f(z)), ãäå Θ � ìàòðè÷íàÿ
ôóíêöèÿ, íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Øóðà äëÿ îáîáù¼ííîé
ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè.

Äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ Θ(z) äëÿ |z| < 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
Θ(z) = I2 − (1− zz∗0)

(1− zz∗1)k
p(z)

(
τ ∗0 −τ ∗0 τ0

−1 τ0

)
, (2)

ãäå z0 � òî÷êà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè z1,
p(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè deg p(z) 6 k − 1, p(z) = (1− zz∗1)

kR(z)G−1R(z0)
∗,

R(z) =

(
1

(1− zz∗1)
z

(1− zz∗1)2
· · · zk−1

(1− zz∗1)k

)
, u =

(
τ ∗0
−1

)
.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 08-01-00566-à
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Ìàòðèöà G � ïîäìàòðèöà ðàçìåðíîñòè k ìàòðèöû Ãðàìà âåêòîðîâ fi(z), i =
0, 1, ..., p− 1 âèäà

fj+1(z) =
zj+1

(1− zz∗1)j+2

(
τ ∗0
−1

)
+

j+1∑

k=1

zj+1−k

(1− zz∗1)j+2−k

(
τ ∗k
0

)
.

Ïîëó÷åíî îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Øóðà â òî÷êå z1 íà îêðóæíîñòè
äëÿ îáîáù¼ííîé ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè:

f̂(z) =
{(1− zz∗1)

k − τ0(1− zz∗0)p(z)}f(z)− τ0τ
∗
0 (1− zz∗0)p(z)

−(1− zz∗0)p(z)f(z) + {(1− zz∗1)k − τ ∗0 (1− zz∗0)p(z)} . (3)

Ëèòåðàòóðà 1. Alpay D. The transformation of Issai Schur and related
topics in inde�nite setting / D. Alpay, A. Dijksma, H. Langer // Operator Theory:
Adv. Appl., Birkh�auser Verlag, Basel. � 2007. � Vol. 176. � P.1-98.

Î íîâîé ôîðìóëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå
Â.Ï. Àíîñîâ

(Íîâîñèáèðñê, ÍÃÏÓ; averi@ngs.ru)

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå Rn
+ òî÷åê x = (x1, . . . , xn−1, xn) ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-

äà÷à

∆u(x)− Au(x) = 0 (xn > 0), (1)

u(x′, 0) = ϕ(x) (x′ ∈ Rn−1). (2)

Çäåñü u � èñêîìàÿ, a ϕ � çàäàííûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E; ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, A � ñëàáî ïîçèòèâíûé
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E, èìåþùèé ïëîòíóþ â E
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) (ñì. [1,2]).

Â ðàáîòàõ [2,3,4] äàíî îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2) è èçëîæåí ìå-
òîä åå ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùèé â ñâåäåíèè óðàâíåíèÿ (1) ê íåîäíîðîäíîìó óðàâ-
íåíèþ ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ èñïîëüçî-
âàëèñü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ïîñòðîåííûå â ðàáîòå [5].

Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1)-(2), ïðè ýòîì áó-
äóò óêàçàíû ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ îïèñàííûì âûøå.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À. è äð. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû
â ïðîñòðàíñòâàõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Ì.: Íàóêà, 1966. 2. Àíîñîâ Â.Ï.,
Ñîáîëåâñêèé Ï.Å., Êîýðöèòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèï-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå I // Äèôôå-
ðåíö. óðàâíåíèÿ. 1971, ò.VII, �11, c.2030-2044. 3. Àíîñîâ Â.Ï., Ñîáîëåâñêèé
Ï.Å., Êîýðöèòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå II // Äèôôåðåíö. óðàâíå-
íèÿ. 1971, ò.VII, �11. ñ.2132-2138. 4. Àíîñîâ Â.Ï., Ñîáîëåâñêèé Ï.Å., Î ïåð-
âîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
// Òð. Ìàò. ô-òà ÂÃÓ, 1971, ñ.13-21. 5. Picard E. Le�cons sur quelques probl�emes
aux limites de la th�eorie des equations di��erentielles, Gautier-Villars. Paris, 1930.
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Îá îäíîì êðèòåðèè íå÷¼òíîñòè èíäåêñà îñîáîé òî÷êè
âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè

È.Â. Àíòþøèíà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; iamveryok@mail.ru )

Íîñèòåëåì supp f ðÿäà f(x) =
∑

m∈Z2
+

amxm, m = (m1,m2), xm = xm1
1 xm2

2

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî supp f = {m ∈ Z2
+ : am 6= 0}; ìíîãîãðàííèêîì Íüþ-

òîíà Γ+ ðÿäà f íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ+ = co

(
⋃

m∈ supp f

(m + R2
+)

)
;

îáúåäèíåíèå êîìïàêòíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Γ+ íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé
Íüþòîíà Γ ðÿäà f , à ýòè ãðàíè - ð¼áðàìè äèàãðàììû. Äèàãðàììà Íüþòîíà
íàçûâàåòñÿ óäîáíîé, åñëè îíà ïåðåñåêàåò âñå êîîðäèíàòíûå îñè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðåáðà ∆ äèàãðàììû Íüþòîíà Γ óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé, ñîäåðæàùåé ∆, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå α1y1 + α2y2 = d, ãäå α1, α2, d ∈ Z
è ÍÎÄ(α1, α2) = 1 (çäåñü ñðåäè ÷èñåë α1, α2 ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íå÷¼òíîå).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå óðàâíåíèÿ. Ïóñòü α

(∆)
1 y1 + α

(∆)
2 y2 =

= d(∆) � óðàâíåíèå ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ðåáðî ∆ äèàãðàììû Íüþòîíà íåêî-
òîðîãî ðÿäà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ∆ èìååò òèï (0/1) åñëè α1 ≡ 0(mod 2), α2 ≡
1(mod 2). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì äðóãèå òèïû ð¼áåð (1/0) è (1/1).

Ïóñòü F = (F1, F2) � àíàëèòè÷åñêîå ïîëå â R2 ñ îñîáîé òî÷êîé 0, äèàãðàì-
ìû Íüþòîíà Γ1, Γ2 êîìïîíåíò êîòîðîãî óäîáíû. Äëÿ âñÿêîãî ðåáðà ∆ äèà-
ãðàììû Íüþòîíà Γ1 îáîçíà÷èì ∆̃ ðåáðî èëè âåðøèíó äèàãðàììû Γ2, ïîëó÷à-
åìóþ ïåðåñå÷åíèåì ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà Γ2,+ ñ îïîðíîé ê íåìó ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé ðåáðó ∆. Ïîëå F íàçîâ¼ì R-íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî
ðåáðà ∆ ∈ Γ1, èìåþùåãî òèï 1/1 èëè 1/0, ìíîãî÷ëåíû F1,∆(1, x2), F2,e∆(1, x2)
íå èìåþò îáùèõ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé è äëÿ âñÿêîãî ðåáðà ∆ ∈ Γ1,
èìåþùåãî òèï 0/1, ìíîãî÷ëåíû F1,∆(x1, 1), F2,e∆(x1, 1) íå èìåþò îáùèõ íåíó-
ëåâûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé.
Òåîðåìà 1 Ïóñòü F = (F1, F2) � àíàëèòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå â R2 ñ îñî-
áîé òî÷êîé 0 è óäîáíûìè äèàãðàììàìè Íüþòîíà Γ1, Γ2 êîìïîíåíò, ÿâëÿ-
þùååñÿ R-íåâûðîæäåííûì. Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ïðè-
íàäëåæàùèõ òåì ð¼áðàì äèàãðàììû Γ1, êàæäîå èç êîòîðûõ ïàðàëëåëüíî
êàêîìó-ëèáî ðåáðó äèàãðàììû Íüþòîíà Γ ðÿäà F1 · F2, ñîäåðæàùåìó òî÷-
êó ñ îáåèìè íå÷¼òíûìè êîîðäèíàòàìè. Åñëè N � ÷èñëî òî÷åê ðåø¼òêè
Z2, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Λ, à K � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ýòîãî
ìíîæåñòâà, òî 0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ïîëÿ F è äëÿ å¼ òîïîëî-
ãè÷åñêîãî èíäåêñà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ind(F, 0) ≡ (N −K)(mod 2).
Ëèòåðàòóðà. 1. Bliznyakov N.M. Cauchy Indices and the Index of a Singular
Point of a Vector Field // Lecture Notes in Mathematics. 1986. V.1214. � P.1-20.
2. Ãàíòìàõåð Ô.Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà. 1967. � 576 ñ. 3. Êðàñíî-
ñåëüñêèé Ì.À., Âàéíèêî Ã.Ì., Çàáðåéêî Ï.Ï., Ðóòèöêèé ß.Á., Ñòåöåíêî Â.ß.
Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Íàóêà. 1969. � 456 ñ.
4. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Çàáðåéêî Ï.Ï. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî
àíàëèçà. � Ì.: Íàóêà. 1975. � 512 ñ.
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Ãåîìåòðèÿ âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíîâ è îñòàòêà îò èõ äåëåíèÿ

È.Â. Àíòþøèíà, Í.Ì. Áëèçíÿêîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; iamveryok@mail.ru, bliznyakov@math.vsu.ru)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) è g(x) � âåùåñòâåííûå âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî-
÷ëåíû, deg g(x) > 2 è âñå êîðíè g(x) âåùåñòâåííûå ïðîñòûå. Åñëè ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà g(x) ðàñïîëîæåíî íå÷¼òíîå
÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) (ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòåé), òî îñòàòîê r(x) îò
äåëåíèÿ f(x) íà g(x) èìååò ëèøü âåùåñòâåííûå ïðîñòûå êîðíè, ðàñïîëîæåí-
íûå ðîâíî ïî îäíîìó ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà
g(x).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x) è g(x) � âåùåñòâåííûå âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî-
÷ëåíû, deg f(x) = deg g(x) = n > 2, âñå êîðíè xi, i = 1, n ìíîãî÷ëåíà f(x) è
âñå êîðíè yi, i = 1, n ìíîãî÷ëåíà g(x) âåùåñòâåííûå ïðîñòûå. Åñëè âñå êîðíè
f(x), êðîìå íåêîòîðûõ äâóõ x1, x2, ëåæàò ðîâíî ïî îäíîìó íà êàæäîì èç èí-
òåðâàëîâ J1, . . . , Jn−2, êîíöû êàæäîãî èç êîòîðûõ � ñîñåäíèå êîðíè g(x), òî
îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ìíîãî÷ëåí g(x) èìååò ëèøü âå-
ùåñòâåííûå ïðîñòûå êîðíè, n− 2 èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ðîâíî ïî îäíîìó
íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ J1, . . . , Jn−2. Åñëè ïðè ýòîì:

1. x1, x2 ∈
(
−∞; min

i=1,n
{yi}

)
, èëè x1, x2 ∈

(
max
i=1,n

{yi}; +∞
)
, èëè x1, x2 ∈ J ,

ãäå J � èíòåðâàë, êîíöû êîòîðîãî � ïàðà ñîñåäíèõ êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíà g(x), J 6= J1, . . . , J 6= Jn−2, òî îñòàòîê r(x) èìååò êîðåíü zl ∈
∈

(
−∞; min

i=1,n
{yi}

)
, åñëè σ =

n∑
i=1

(yi − xi) > 0; èìååò êîðåíü

zr ∈
(

max
i=1,n

{yi}; +∞
)
, åñëè σ < 0; íå èìååò êîðíåé âíå èíòåðâàëîâ

J1, . . . , Jn−2, åñëè σ = 0;

2. x1 ∈
(
−∞; min

i=1,n
{yi}

)
, x2 ∈

(
max
i=1,n

{yi}; +∞
)
, òî îñòàòîê r(x) èìååò êî-

ðåíü z′r ∈
(

max
i=1,n

{yi}; +∞
)
, åñëè σ > 0; èìååò êîðåíü z′l ∈

∈
(
−∞; min

i=1,n
{yi}

)
, åñëè σ < 0; íå èìååò êîðíåé âíå èíòåðâàëîâ J1, . . .

. . . , Jn−2, åñëè σ = 0.

Ëèòåðàòóðà. 1. Marden M. The Geometry of the Zeros of a Polynomial in
a Complex Variables, � 3. � AMS, Proviolence. 1966. � 183 p. 2. Ïîëèà Ã., Ñåãå
Ã. Çàäà÷è è òåîðåìû èç àíàëèçà, ÷. 2. � Ì.: Íàóêà: Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò.
1978. � 432 ñ.
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Îáðàòèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ
íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðíûì êîýôôèöèåíòîì

À.À. Àðñàãîâà, Ì.Ñ. Áè÷åãêóåâ
(Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ; bichegkuev@yandex.ru)

Ôóíêöèþ α̃ : R+ → (0,∞) íàçîâåì äîïóñòèìûì âåñîì, åñëè ñêàëÿðíîå
ñåìåéñòâî

Ueα : ∆ → LB(R) ≈ R, Ueα(t, s) =
α̃(s)

α̃(t)
, (t, s) ∈ ∆,

ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ.
Äëÿ äîïóñòèìîãî âåñà α̃ : R+ → (0,∞) ñèìâîëîì Lpeα(R+, X), p ∈ [1,∞],

îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ (ïî Áîõíåðó) ôóíêöèé x : R+ →
X, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà ‖x‖eα,p =

(∫∞
0

(
‖x(t)‖
α(t)

)p

dt
)1/p

, p ∈ [1,∞),

‖x‖eα,∞ = vrai sup‖x(t)‖eα(t)
, p = ∞. ×åðåç Cb,eα(R+, X) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàí-

ñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç L∞eα (R+, X).
Ñèìâîëîì Feα = Feα(R+, X) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îäíî èç ïåðå÷èñëåííûõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü U : ∆ → LB(X) � ñåìåéñòâî ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ è E

� çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X. Îïðåäåëèì îïåðàòîð LE,eα :
D(LE,eα) ⊂ Feα → Feα = Feα(R+, X) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïàðó ôóíêöèé (x, f) ∈
Feα × Feα îòíåñåì ê ãðàôèêó îïåðàòîðà LE,eα, åñëè x(0) ∈ E è

x(t) = U(t, s)x(s)−
∫ t

s

U(t, τ)f(τ)dτ, 0 6 s 6 t < ∞.

Ïóñòü T : R+ → LB(X) � ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ
êëàññà C0 è A � åå èíôèíèòåçèàëüíûé ãåíåðàòîð. Òîãäà ñåìåéñòâî U(t, s) =
T (t − s), (t, s) ∈ ∆, ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ. Îïðå-
äåëÿåìûé ýòèì ñèìâîëîì îïåðàòîð LE,eα : D(LE,eα) ⊂ FeαR+, X) → Feα(R+, X)
îáîçíà÷èì LE,eα = − d

dt
+ A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü æint(α) 6= 0. Òîãäà îïåðàòîð LE,eα íåïðåðûâíî îáðàòèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

([æint(α), æout(α)]σ(B)) ∩ T = ∅, ImPout = E,

ãäå B = T (1).
Òåîðåìà 2.Ïóñòü æint(α) = 0. Òîãäà îïåðàòîð LE íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî

îáðàòèìûì äëÿ E 6= {0}. Åñëè E = {0}, òî îïåðàòîð L{0} íåïðåðûâíî îáðàòèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå æout(α)r(T (1)) < 1.

Ñëåäñòâèå Ïóñòü æout(α) = 0 è E = {0}. Òîãäà îïåðàòîð LE íåïðåðûâíî
îáðàòèì.

Ëèòåðàòóðà. 1. Õèëëå Å., Ôèëëèïñ Ð. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è ïî-
ëóãðóïïû. � Ì.:ÈË. 1962. 2. Áàñêàêîâ À.Ã., Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ è ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé// Èçâ.ÐÀÍ.
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Ñåð.ìàòåì., 73:2 (2009), 3-68. 3. Æèêîâ Â.Â, Íåêîòîðûå âîïðîñû äîïóñòè-
ìîñòè è äèõîòîìèè. Ïðèíöèï óñðåäíåíèÿ// Èçâ.ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.ìàòåì., 40:6
(1976), 1380-1408.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíâåêòèâíîé
äèôôóçèè îêîëî êàïëè ñ ó÷¼òîì îáú¼ìíîé õèìè÷åñêîé

ðåàêöèè2

Ð.Ã. Àõìåòîâ
(Áàøêèðèÿ, ÁÃÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû; akrust@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

ε2∆u− 1

r2 sin θ
(
∂ψ

∂θ

∂u

∂r
− ∂ψ

∂r

∂u

∂θ
)− µF (u) = 0, (1)

u = 1, r = 1; u → 0, r →∞, (2)

ãäå ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà, ìàëûé ïàðàìåòð ε > 0, ψ(r, θ), F (u) - çàäàííûå
ôóíêöèè.

Çàäà÷à (1), (2) âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè óñòàíîâèâøåéñÿ êîíâåêòèâ-
íîé äèôôóçèè îêîëî ñôåðè÷åñêîé êàïëè, îáòåêàåìîé ïîñòóïàòåëüíûì ïîòî-
êîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè îáú¼ìíîé õèìè÷åñêîé ðå-
àêöèè ( ñì. íàïð., [1], ãë. 5, ôîðìóëû (6.1) - (6.3)). Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè
ε−2 = Pe - ÷èñëî Ïåêëå, ψ(r, θ)- ôóíêöèÿ òîêà, r, θ− ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíà-
òû. Ôóíêöèÿ F (u)− ñêîðîñòü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. ×èñëî µ = kv/Pe, ãäå kv

- êîíñòàíòà ñêîðîñòè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ïðè ýòîì ÷èñëà kv, P e ñòðåìÿòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè, à µ - îãðàíè÷åíî. Çàäà÷à, àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷å (1), (2), â
ñëó÷àå îáòåêàíèÿ ÷àñòèöû, èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [2] ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [3]. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îñîáûõ òî÷åê òèïà ñåäëà íà ãðàíèöå îáëàñòè.
Çàäà÷à íîñèò áèñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð ( ñì., [3]). Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ äàòü îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ àâòîðà ïî äàííîé òåìå. Â ÷àñòíîñòè,
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ F (0) = 0, F ′(0) = 0, F ′′(0) > 0.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ãóïàëî Þ.Ï., Ïîëÿíèí À.Ä., Ðÿçàíöåâ Þ.Ñ. Ìàññîòåï-
ëîîáìåí ðåàãèðóþùèõ ÷àñòèö ñ ïîòîêîì. Ì.: Íàóêà, 1985. � 336 c. 2. Àõìåòîâ
Ð. Ã. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ñ îáú¼ìíîé õè-
ìè÷åñêîé ðåàêöèåé â ñëåäå çà ÷àñòèöåé // Æóðíàë âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì.
ôèç.� 2006. � T. 46. N 5. C. 834�847. 3. Èëüèí À.Ì. Ñîãëàñîâàíèå àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. � Ì.: Íàóêà, 1989. � 336 ñ.

2Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò �09-01-00530 è íàó÷íîé
øêîëû (ãðàíò �ÍØ-2215.2008.1)
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Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ âåñîâûõ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïåðåìåííûì

ñèìâîëîì
À.Ä. Áàåâ, Ð.À. Êîâàëåâñêèé

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ α (t), t ∈ R1
+, äëÿ êîòîðîé α (+0) = α′ (+0) = 0,

α (t) > 0 ïðè t > 0, α (t) = const äëÿ t ≥ d ïðè íåêîòîðîì d > 0. Ðàññìîòðèì

èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Fα [u (t)] (η) =

+∞∫

−∞

u(t) exp


iη

d∫

t

dρ

α (ρ)


 dt√

α (t)
,

îïðåäåëåííîå, íàïðèìåð, íà ôóíêöèÿõ u(t) ∈ C∞
0

(
R1

+

)
. Ïðåîáðàçîâàíèå Fα

ñâÿçàíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå Fτ→η ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)],

ãäå uα(τ) =
√

α(t)u(t)
∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) - ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíê-

öèè τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ)

. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Fα ñïðàâåäëèâ àíàëîã ðàâåíñòâà

Ïàðñåâàëÿ ‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√

2π ‖u‖L2(R1
+) ,÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ðàñøè-

ðèòü ïðåîáðàçîâàíèå Fα äî íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãî
ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ L2(R

1) è L2(R
1
+). Äëÿ ðàñøèðåííîãî òàêèì îáðà-

çîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Fα ñîõðàíèì ñòàðîå îáîçíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F−1
α

îáðàòíîå ê Fα ïðåîáðàçîâàíèå, îòîáðàæàþùåå L2(R
1) íà L2(R

1
+). Ýòî ïðåîá-

ðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1

η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íà ôóíêöèÿõ u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿ

Fα[Dj
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, ..., ãäå Dα,t =

1

i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî ν ∈ (0, 1] òàêîå, ÷òî
∣∣α/(t)α−ν(t)

∣∣ ≤ c < ∞
ïðè âñåõ t ∈ [0, +∞). Êðîìå òîãî, α (t) ∈ Cs1 [0, +∞) äëÿ íåêîòîðîãî s1 =
s1(ν).

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Fα è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå Fx→ξ, x ∈ R1

îïðåäåëèì âåñîâîé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî ôîðìóëå

K (x, t, Dx, Dα,t) v (x, t) = F−1
ξ→xF

−1
α [λ (x, t, ξ, η) FαFx→ξ [v (x, t)]]

. Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë λ (x, t, ξ, η) ïðèíàäëåæèò
êëàññó ñèìâîëîâ Sσ

α(R1 × Ω) , σ ∈ R1, Ω ⊆ (0; +∞), x ∈ R1, t ∈ (0; +∞),
åñëè λ (x, t, ξ, η) ∈ C∞ (Ω×Rn−1 ×R1) è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∣∣∣∣
∂τ

∂xτ

(
α(t)

∂

∂t

)m
∂l

∂ξl

∂p

∂ηp
λ (x, t, ξ, η)

∣∣∣∣ ≤ cτ,m,l,p

(
1 + |ξ|2 + |η|2)

1
2
(σ−l−p)

,
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ãäå τ,m, l, p = 0, 1, 2, ... ; cτ,m,l,p > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå
îò x, t, ξ, η, σ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Ω ⊆ (0; +∞) - îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ a(x, t, y, ξ, η) ïðèíàäëåæèò êëàññó Sm,α(R1 × Ω), m ∈ R1,
åñëè ôóíêöèÿ a(x, t, y, ξ, η) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ïå-
ðåìåííûì x ∈ R1, ξ ∈ R1, t ∈ Ω, y ∈ Ω, η ∈ R1 è íà êîìïàêòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà Ω × Ω èìååò ìåñòî ïðè âñåõ τ, j, k, l, p = 0, 1, 2, ...
îöåíêà

∣∣∣∣∣
∂τ

∂xτ

(
α(t)

∂

∂t

)j (
α(y)

∂

∂y

)k
∂l

∂ξl

∂p

∂ηp
a(t, y, ξ, η)

∣∣∣∣∣ ≤ cτjklp(1 + |ξ|+ |η|)m−l−p

ñ êîíñòàíòàìè cτjklp > 0, íå çàâèñÿùèìè îò x, ξ, t, y, η .
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð âèäà

A(u(x, t)) = F−1
αη→t

Fαy→ηF
−1
ξ→x[a(x, t, y, ξ, η) Fx→ξ[u(x, y)]], (1)

ãäå Fαy→η (F−1
αη→t

) - ïðÿìîå (îáðàòíîå) âåñîâîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå
y â η (η â t).

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � îïåðàòîð âèäà (1), ïðè÷¼ì a(x, t, y, ξ, η) ∈ Sm,α(Ω),

Ω ⊂ R̄1
+, m ∈ R1. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé ñèìâîë p(x, t, ξ, η) ∈ Sm

α (R1×Ω), ÷òî
A = P (x, t,Dx, Dα,t), ãäå P (x, t, Dx, Dα,t) - âåñîâîé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì p(x, t, ξ, η). Ïðè÷¼ì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî p(x, t, ξ, η) =
√

α(t) exp(iη
d∫
t

dρ
α(ρ)

) · A( 1√
α(y)

exp(−iη
d∫
y

dρ
α(ρ)

)).

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

p(x, t, ξ, η)−
N−1∑
j=0

(i)j

j!
(α(y)∂y)

j∂j
η a(x, t, y, ξ, η) |y=t ∈ Sm−N

α (R1 × Ω)

ïðè ëþáûõ N = 1, 2, . . ..

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà c äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî

âðåìåíè â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè
À.Ê. Áàççàåâ

(Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ; alexander.bazzaev@gmail.com)

Â öèëèíäðå QT = G × (0, T ], îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò p-ìåðíûé ïà-
ðàëëåëåïèïåä G = {x = (x1, x2, .., xp) : 0 < xβ < lβ, β = 1, p} ñ ãðàíèöåé Γ,
ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

∂α
0tu = Lu + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u|Γ = µ(x, t), t > 0, G = G + Γ, (2)
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u(x, 0) = u0(x), (3)

Lu =

p∑

β=1

Lβu, Lβu =
∂

∂xβ

(
kβ(x, t)

∂u

∂xβ

)
+ rβ(x, t)

∂u

∂xβ

− qβ(x, t)u,

0 < c1 6 kβ(x, t) 6 c2, 0 < qβ(x, t) 6 c3,

∂ α
0tu =

1

Γ(1− α)

t∫
0

u̇(x, η)

(t− η)α
dη, 0 < α < 1 � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî

ïîðÿäêà α, u̇ =
∂u

∂t
; kβ(x, t) ∈ C3,1(QT ), rβ(x, t), qβ(x, t), f(x, t) ∈ C2,1(QT ),

ãäå C3,1(QT ) � êëàññ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà m ïî x è n ïî t.

Ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó âûáåðåì ðàâíîìåðíîé ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ
Oxβ: ωh = {x(iβ)

β = iβhβ : iβ = 0, 1, ..., Nβ, hβ = lβ/Nβ, β = 1, p }. Íà îòðåç-
êå [0, T ] ââåäåì ñåòêó ω

′
τ = {0, tj+β

p
=

(
j + β

p

)
τ, j = 0, 1, ..., j0 − 1; β =

1, 2, ..., p}, ñîäåðæàùóþ íàðÿäó ñ óçëàìè tj = jτ, ôèêòèâíûå óçëû tj+β
p
, β =

1, 2, ..., p− 1; ω
′
τ− ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè ω

′
τ , äëÿ êîòîðûõ t > 0.

Ïî àíàëîãèè ñ [1] óðàâíåíèþ (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öåïî÷êó îäíî-
ìåðíûõ óðàâíåíèé

1

p
∂α

0tu = Lβu + fβ, tj+β−1
p

< t 6 tj+β
p
, β = 1, 2, ..., p,

p∑

β=1

fβ = f.

Íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå ∆β =
(
tj+β−1

p
, tj+β

p

]
, β = 1, p áóäåì ïîñëåäîâà-

òåëüíî ðåøàòü çàäà÷è

Pβv(β) =
1

p
∂α

0tv(β) − Lβv(β) − fβ = 0, t ∈ ∆β, β = 1, p, (4)

v(β) = µ(x, t) ïðè x ∈ Γβ, (5)

Γβ � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïî íàïðàâëåíèþ xβ (β = 1, p),
ïîëàãàÿ ïðè ýòîì

v(1)(x, 0) = u0(x), v(β)(x, tj+β−1
p

) = v(β−1)(x, tj+β−1
p

), β = 2, 3, ..., p,

v(1)(x, tj) = v(p)(x, tj), j = 1, 2, ..., j0 − 1.
(6)

Äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ∂ α
0tu ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 èìååò

âèä [2]:

∂ α
0tu =

1

p

1

Γ(2− α)

pj+β∑
s=1

(
t1−α

j+β−s+1
p

− t1−α

j+β−s
p

)
y

s
p

t
+ O

(
τ

p

)
, u

s
p

t
=

u
s
p − u

s−1
p

τ/p
.

Àíàëîãè÷íî [1] ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4) ïðè ôèêñèðîâàííîì β ñ âîçìóùåí-
íûì îïåðàòîðîì L̃β:

1

p
∂α

0tv(β) = L̃βv(β) + fβ, t ∈ ∆β, β = 1, p,
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ãäå L̃βu = κβ
∂

∂xβ

(
kβ(x, t) ∂u

∂xβ

)
+rβ(x, t) ∂u

∂xβ
− qβ(x, t)u, κβ = 1/(1+Rβ), Rβ =

0, 5hβ|rβ|/kβ, (β = 1, p) � ðàçíîñòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà.
Àïïðîêñèìèðóåì êàæäîå óðàâíåíèå (4) íîìåðà β äâóõñëîéíîé íåÿâíîé

ñõåìîé íà ïîëóèíòåðâàëå ∆β, òîãäà ïîëó÷èì öåïî÷êó p îäíîìåðíûõ ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé

1
p

1
Γ(2−α)

∑pj+β
s=1

(
t1−α

j+β−s+1
p

− t1−α

j+β−s
p

)
y

s
p

t
= Λ̃βyj+β

p + ϕ
j+β

p

β , x ∈ ωh, β = 1, p,

Λ̃βy = κβ

(
aβy

j+β
p

xβ

)

xβ

+ b+
β,ia

(+1)
β y

j+β
p

xβ + b−β,iaβy
j+β

p

xβ
− dβyj+β

p , β = 1, p,

yj+β
p |γhβ

= µj+β
p , j = 0, 1, ..., j0 − 1,

y(x, 0) = u0(x), β = 1, p,
(7)

aβ = Aβ[kβ(xβ + iβhβ, t)], a
(+1)
β = aβ(xβ + iβhβ, t),

dβ = Fβ[qβ(xβ + iβhβ, t)], b±β = Fβ[r̃±β (xβ + iβhβ, t)], r̃±β =
r±β
kβ

,

r+
β = 0, 5(rβ + |rβ|) > 0, r−β = 0, 5(rβ − |rβ|) 6 0,

Aβ è Fβ � øàáëîííûå ôóíêöèîíàëû, èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ dβ è ϕβ è îáåñïå÷èâàþùèå âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè [1],
γhβ

� ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ïî íàïðàâëåíèþ xβ óçëîâ.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) � (9) ïîëó÷àåì îöåíêó ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåí-

êà:

‖yj+1‖C 6 ‖y0‖C + max
0<t′6jτ

‖µ(x, t′)‖Cγ + p1−αΓ(2− α)

j∑

j′=0

τα

p∑

β=1

max
06s6β

‖ϕj′+ s
p‖C ,

(8)
èç êîòîðîé ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ O(h2 +τ) ïðè óñëîâèè 1 6 α < 1

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà,
1977. 2. Ëàôèøåâà Ì.Ì., Øõàíóêîâ-Ëàôèøåâ Ì.Õ. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ
ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà //Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è
ìàòåì. ôèç. 2008. Ò. 48. 10. Ñ.1878-1887.

Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà ãðàôå
À.À. Áàÿçèòîâà

(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; bal�ya@mail.ru)

Ïóñòü G = G(V; E) � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ãäå
V = {Vi} � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej} � ìíîæåñòâî ðåáåð. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî êàæäîå ðåáðî èìååò äëèíó lj > 0 è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
dj > 0. Íà ãðàôå G ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

aj(x)uj − (cj(x)ujx)x = fj, (1)

ñ óñëîâèÿìè ½íåïðåðûâíîñòè“ è ½áàëàíñà ïîòîêà“

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t), Ej, Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi) (2)
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∑

Ej∈Eα(Vi)

djcj(x)ujx(0, t)−
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkck(x)ukx(lk, t) = 0, (3)

ãäå Eα(ω)(Vi) � ìíîæåñòâî ðåáåð ñ íà÷àëîì (êîíöîì) â âåðøèíå Vi.
Çàäà÷à (1) � (3) â áîëåå ïðîñòîé ïîñòàíîâêå (cj(x) = 1, aj(x) = aj) ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü â [1]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ââåäåì ãèëüáåðòî-
âî ïðîñòðàíñòâî L2(G) = {g = (g1, g2, . . . , gi, . . .) : gi ∈ L2(0, lj)} ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈g, h〉 =
∑

Ej∈E

dj

lj∫
0

gjhjdx, è áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

U = {u = (u1, u2, . . . , uj, . . .) : uj ∈ W 1
2 (0, lj) è âûïîëíåíî (2)}. Îòîæäåñòâèì

L2(G) ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì, à ÷åðåç F îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííîå îòíîñèòåëü-
íî äâîéñòâåííîñòè 〈·, ·〉 ïðîñòðàíñòâî ê U.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1) � (3) ðåäóöèðóåòñÿ ê óðàâíåíèþ

〈Au, v〉 = 〈f, v〉 ,

ãäå u = (u1, ..., uj, ...) ∈ U, f = (f1, ..., fj, ...) ∈ F, v = (v1, ..., vj, ...) ∈ U, îïåðà-

òîð A : U → F çàäàí ôîðìóëîé 〈Au, v〉 =
∑

Ej∈E

dj

lj∫
0

(cj(x)ujxvjx + aj(x)ujvj)dx.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü cj(x) è aj(x) � âåùåñòâåííûå èçìåðèìûå íà (0, lj) ôóíê-
öèè, ïðè÷åì 0 < c ≤ cj(x) ≤ C è aj(x) ≥ 0 ïðè âñåõ j. Òîãäà ñïåêòð îïåðàòî-
ðà A íåîòðèöàòåëåí, âåùåñòâåíåí, äèñêðåòåí, êîíå÷íîêðàòåí è ñãóùàåòñÿ
òîëüêî ê +∞, ïðè ýòîì ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A îäíî-
êðàòíî è ðàâíÿåòñÿ íóëþ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñâèðèäþê Ã. À. Î ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷àõ äëÿ óðàâ-
íåíèé Õîôôà íà ãðàôå / Ã. À. Ñâèðèäþê, À. À. Áàÿçèòîâà // Âåñòí. Ñàì.
ãîñ. òåõí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè. - 2009. -�1(18).- Ñ.6 - 17.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àâòîïîåçäà ñ ïîçèöèé òåîðèè
àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ

Â.Â. Áåëîçîðîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃËÒÀ)

Àâòîïîåçä ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé òåõíè÷åñêîé ñèñòåìîé, â êîòîðîé äâèæå-
íèå êèíåìàòè÷åñêèõ åäèíèö âçàèìîñâÿçàíî, ò.å. ïðîäîëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå
è ïîïåðå÷íî-ãîðèçîíòàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ àâòîìîáèëÿ-òÿãà÷à ÷åðåç áóêñèð-
íîå óñòðîéñòâî âûçûâàþò ïðîäîëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå è ïîïåðå÷íî-ãîðèçîí-
òàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïðèöåïíîãî çâåíà, â ñâîþ î÷åðåäü ïåðåìåùåíèÿ ïðèöå-
ïà ñêàçûâàþòñÿ ÷åðåç áóêñèðíîå óñòðîéñòâî íà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ àâòîìî-
áèëÿ-òÿãà÷à. Â äàííîé ñëîæíîé òåõíè÷åñêîé ñèñòåìå ìîæíî âûäåëèòü äâå
ïîäñèñòåìû (àâòîìîáèëü-òÿãà÷ è ïðèöåï), äâèæåíèå êàæäîé èç êîòîðûõ ìî-
æåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðî-
âàíèÿ. Îáùèì ýëåìåíòîì îáåèõ ïîäñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áóêñèðíîå óñòðîéñòâî.
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Êàê îáúåêò àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ àâòîìîáèëü-òÿãà÷ èìååò ãå-
íåðàòîð ýíåðãèè (äâèãàòåëü âíóòðåííåãî ñãîðàíèÿ), ñîáñòâåííóþ êîëåáàòåëü-
íóþ ñèñòåìó (ýëåìåíòàðíîå êèíåìàòè÷åñêîå çâåíî ñ ïîäâåñêîé) è ìåõàíèçì
îáðàòíîé ñâÿçè (ýëàñòè÷íûå øèíû).

Â îáëàñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ýëàñòè÷íûõ øèí ñ äîðîæíûì ïîêðûòèåì è â
òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ çâåíüåâ ïðèëîæåíû âíåøíèå ñèëû.

Ìåõàíèçìîì îáðàòíîé ñâÿçè (ãëàâíûì ðåãóëÿòîðîì ñèñòåìû) ÿâëÿþòñÿ
ýëàñòè÷íûå øèíû. Èõ ñïîñîáíîñòü äåôîðìèðîâàòüñÿ â îòíîñèòåëüíî øèðî-
êèõ ïðåäåëàõ ïîçâîëÿåò êèíåìàòè÷åñêèì çâåíüÿì íå ñîâåðøàòü "ðåçêèõ"
ïåðåìåùåíèé îòíîñèòåëüíî äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ.

Ïðè äâèæåíèè àâòîïîåçäà âîäèòåëü ïîëó÷àåò ñðàâíèòåëüíî ïîäðîáíóþ
èíôîðìàöèþ î ïîëîæåíèè àâòîìîáèëÿ-òÿãà÷à íà äîðîãå, â òî âðåìÿ êàê ïîëó-
÷åíèå èíôîðìàöèè î ïåðåìåùåíèè ïðèöåïà çàòðóäíåíî. Ïðè ýòîì çàìêíóòûé
êîíòóð óïðàâëåíèÿ àâòîïîåçäîì, ò.å. óïðàâëåíèå íåïîñðåäñòâåííî âîäèòåëåì,
âîçìîæåí òîëüêî äëÿ âåäóùåãî çâåíà (àâòîìîáèëÿ-òÿãà÷à), äëÿ âåäîìîãî æå
çâåíà (ïðèöåïà) êîíòóð óïðàâëåíèÿ ðàçîìêíóò, ò.å. íåïîñðåäñòâåííî âîçäåé-
ñòâîâàòü íà íåãî âîäèòåëü íå â ñîñòîÿíèè.

Ñõåìà óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ àâòîïîåçäà, ñ ïîçèöèè òåîðèè àâòîìàòè-
÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:
{

ϕn = (1−G2)Aiδβ + G2δy + G1δk + G1kD − (1−G2)v2

p2 kD + G3δ3 + G2δ1 + G1δ2

β = −G2δβ1 + G2A
−1
i δy + G1A

−1
i δk + G1A

−1
i kD + G1A

−1
i kD + G2A

−1
i

v2

p2 kD + G3δ3,

ãäå G1 = HycmG2 � ïåðåäàòî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïåðâîé ïîäñèñòåìû (ïå-
ðåäíÿÿ õîäîâàÿ îñü) ðàçîìêíóòîé ÷àñòè ñèñòåìû; G2 = AiHB

1+AiHB
� ïåðåäàòî÷-

íàÿ õàðàêòåðèñòèêà çàìêíóòîé ÷àñòè ñèñòåìû (àâòîìîáèëÿ-òÿãà÷à); G3 =
HycmG1 � ïåðåäàòî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà âòîðîé ïîäñèñòåìû (çàäíÿÿ õîäîâàÿ
îñü) ðàçîìêíóòîé ÷àñòè ñèñòåìû; Ai � óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå àâòîìîáèëÿ-
òÿãà÷à; Aë � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèöåïà; δβ1 � âíóòðåííèå âîçìóùåíèÿ
àâòîìîáèëÿ-òÿãà÷à; δβ2 � âíóòðåííèå âîçìóùåíèÿ ïðèöåïà; δk � äåéñòâèå áî-
êîâîé ñèëû íà àâòîìîáèëü-òÿãà÷; kD � êðèâèçíà çàäàííîé òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ àâòîìîáèëÿ-òÿãà÷à; β � óãîë ïîâîðîòà ðóëåâîãî êîëåñà, ïðèâåäåííûé
ê óãëó ïîâîðîòà óïðàâëÿåìûõ êîëåñ àâòîìîáèëÿ-òÿãà÷à; HB, Hy � ïåðåäàòî÷-
íûå ôóíêöèè âîäèòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî îòêëîíåíèÿì îò çàäàííîé òðàåêòî-
ðèè è ïî êðèâèçíå çàäàííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ; δ1, δ2 � äåéñòâèå áîêîâîé
ñèëû ñîîòâåòñòâåííî íà ïåðâîå è âòîðîå êèíåìàòè÷åñêèå çâåíüÿ ïðèöåïà; δ3

� âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, ïðèâåäåííûå ê ýëåìåíòàðíîìó óãëó ïîâîðîòà.
Ðàçîìêíóòûé êîíòóð óïðàâëåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, íåîïðåäåëåííîñòü äâè-

æåíèÿ ïðèöåïà, îñîáåííî íà êðèâûõ ìàëîãî ðàäèóñà, ñîçäàþò çíà÷èòåëüíûå
òðóäíîñòè äëÿ âîäèòåëÿ.

Ñíèçèòü íåîïðåäåëåííîñòü ïåðåìåùåíèÿ ïðèöåïà, ò.å. ïîâûñèòü óïðàâëÿ-
åìîñòü è óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ âñåãî àâòîïîåçäà, ìîæíî ââåäåíèåì â êîí-
ñòðóêöèþ ïðèöåïà ïîâîðîòíîãî óñòðîéñòâà.

Ïîâîðîòíîå óñòðîéñòâî ïðèöåïà áóäåò ÿâëÿòüñÿ äîïîëíèòåëüíûì ðåãóëÿ-
òîðîì, ïîâûøàþùèì óïðàâëÿåìîñòü âñåé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû àâòîìà-
òè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ.
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Î ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ ðàçíîñòíûõ è
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ
Ñ.Â. Áåñàåâà

(Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ; besaevasv@mail.ru )

Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, LB(X)
� àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. ×åðåç lpα = lpα(Z, X), ãäå
p ∈ [1,∞], îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (äâóñòîðîííèõ) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé x : Z → X âåêòîðîâ èç X ñóììèðóåìûõ ñ âåñîì (âåñîâîé ôóíêöèåé)
α : Z → (0,∞) ñ íîðìîé ‖x‖p, α =

(∑
n∈Z

(
‖x(n)‖
α(n)

)p)1/p

, p ∈ [1,∞), è îãðà-
íè÷åííûõ îòíîñèòåëüíî α : ‖x‖∞,α = supn∈Z

‖x(n)‖
α(n)

, p = ∞.

Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ sup
n∈Z

α(n−1)
α(n)

< ∞. Ýòî
óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åííîñòè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà (îïåðàòîðà âçâå-
øåííîãî ñäâèãà)

K : lpα → lpα, (Kx)(n) = Bx(n− 1), n ∈ Z, x ∈ lpα,

ãäå îïåðàòîð B ∈ LB(X). Ïî âåñó α îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

æout(α) = lim
n→∞

(
sup
k∈Z

α(k)

α(k + n)

)1/n

, æint(α) = lim
n→∞

(
inf
k∈Z

α(k)

α(k + n)

)1/n

.

Ïóñòü σ(B) = {λ1, . . . , λn} � ñïåêòð îïåðàòîðà B. Ðàññìîòðèì ìîäóëè
|λj|, 1 6 j 6 n, ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B è óïîðÿäî÷èì èõ ïî
âîçðàñòàíèþ: 0 6 r1 < r2 < . . . < rm.

Òåîðåìà 1 . Ñïåêòð σ(K) îïåðàòîðà K ∈ LB(lpα) ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(K) =
m⋃

j=1

[rj æint(α), rj æout(α)]T =
m⋃

j=1

[æint(α), æout(α)]T(rj),

ãäå T(r) = {λ ∈ C : |λ| = r} è T = T(1).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L = − d

dt
+ A : D(L) ⊂ Lp

α̃(R, X) → Lp
α̃(R, X), p ∈ [1,∞],

ãäå A ∈ LB(X), α̃ : R → (0,∞) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå
α̃(t) = exp a(t), t ∈ R, è a � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ ȧ = b ∈ L∞(R,R).

Òåîðåìà 2 . Ñïåêòð îïåðàòîðà L : D(L) ⊂ Lp
α̃ → Lp

α̃ äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-
ëåíèå âèäà σ(L) =

⋃m
j=1{λ ∈ C : λmin(b) + Re µj 6 Re λ 6 λmax(b) + Re µj},

åñëè σ(A) = {µ1, . . . , µm}.
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Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À. Ã. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàç-
íîñòíûå îòíîøåíèÿ è ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ.
Ñåð.ìàòåì. � 2009.� Ò.73, �2. � C. 3�68. 2. Áàñêàêîâ À. Ã. Ïîëóãðóïïû ðàç-
íîñòíûõ îïåðàòîðîâ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ // Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë. � 1996. � Ò. 30. � �3. � C. 1-11.

Âñòðàèâàåìûé ÿçûê
àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèþ ñâÿçüþ �Ì�

Â.Â. Áåññîíîâ, Ñ.Â. Êðó÷èíèí, À.Â. Êóçíåöîâ, À.À. Ñâèðèäîâ
(Âîðîíåæ, ÎÀÎ �Êîíöåðí �Ñîçâåçäèå�; stvm@list.ru, avkuz@bk.ru)

Àâòîðàìè ðàçðàáîòàí ìåòàÿçûê �Ì�, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âñòðàèâàå-
ìûé ÿçûê àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñâÿçüþ (ÀÑÓÑ), ïîçâî-
ëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü âñå âèäû îïåðàöèé, ïðåäóñìîòðåííûõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ ÀÑÓÑ: äîáàâëåíèå, óäàëåíèå, èçìåíåíèå è ïåðåìåùåíèå îáúåêòîâ è
ñóáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ðàçíûõ óðîâíåé, ñîçäàíèå è óäàëåíèå ñâÿçåé ìåæäó
îáúåêòàìè è ñóáúåêòàìè óïðàâëåíèÿ.

Ëþáàÿ îïåðàöèÿ, ïðåäóñìîòðåííàÿ ÿçûêîì �Ì�, ðåàëèçóåìà äâóìÿ ìåòî-
äàìè: ïàêåòíûì è âèçóàëüíûì. Ïàêåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òåêñòîì
èç ñëîâ ÿçûêà �Ì�, çàäàþùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé íàä îáúåêòàìè,
ñ ïðèìåíåíèåì óïðàâëÿþùèõ ñòðóêòóð è ôóíêöèé. Âèçóàëüíûé ìåòîä ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé èñïîëüçîâàíèå Ñðåäû Âèçóàëüíîãî Ïðîåêòèðîâàíèÿ (ÑÂÏ), â
êîòîðîé îáúåêòû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðàôè÷åñêèõ
èçîáðàæåíèé, à îïåðàöèè ìåòàÿçûêà ïðîèçâîäÿòñÿ íàä íèìè ïóòåì ìàíèïó-
ëÿöèé ïîñðåäñòâîì ìûøè èëè êëàâèàòóðû. Ñàìè îïåðàöèè, ðåàëèçóåìûå â
âèäå èíñòðóêöèé ÿçûêà òîæäåñòâåííû âèçóàëüíûì îïåðàöèÿì ÑÂÏ.

Ðåàëèçàöèÿ ìåòàÿçûêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê äàííûì, îïåðàòèâíî õðà-
íèìûì â ÑÂÏ, ê äàííûì â ôîðìàòå XML è â âèäå áàçû äàííûõ. Äëÿ êàæäîãî
èç ñëó÷àåâ ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ àãåíòà, òðàíñëèðóþùåé âûñîêî-
óðîâíåâûå èíñòðóêöèè ìåòàÿçûêà �Ì� â èíñòðóêöèè áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìåòàÿçûêà �Ì�: �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÀÑÓÑ� �
ôîðìàëèçîâàííîå îïèñàíèå ÀÑÓÑ, ïðèãîäíîå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ïðî-
åêòèðîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííîé ïëàòôîðìû, �Àâòîíîìíàÿ ãðóïïà� � ñî-
âîêóïíîñòü àáîíåíòîâ ðàçíîãî òèïà, îáúåäèíåííûõ ïî íàçíà÷åíèþ èëè ãåî-
ãðàôè÷åñêîìó ïðèçíàêó, �Òèïîâîé ÏÒÊ� � âàðèàíò êîìïëåêñèðîâàíèÿ òåõ-
íè÷åñêèõ ñðåäñòâ, �Ìàøèíà óïðàâëåíèÿ� � ÏÒÊ, îñóùåñòâëÿþùèé àäìèíè-
ñòðèðîâàíèå â àâòîíîìíîé ãðóïïå.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòàÿçûêà �Ì� ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èâàòü ôîðìàëüíîå îïè-
ñàíèå ñåòåé îðãàíèçàöèè ñâÿçè, à òàêæå àâòîìàòèçèðîâàòü ñáîð èíôîðìàöèè
îá îáúåêòàõ òåëåêîììóíèêàöèé è àíàëèç ñîñòîÿíèÿ ñåòåé îðãàíèçàöèè ñâÿçè.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ïåíòóñ À. Å., Ïåíòóñ Ì. Ð. Òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ÿçû-
êîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. � Ì.: Èçä-âî ÖÏÈ ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ô-òå
ÌÃÓ, 2004 ã. � 80 ñ.
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Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êðåéíà - Äàëåöêîãî ê ðåøåíèþ
ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ð.È. Áèáèêîâà
(Âîëîãäà, ÂîÃÒÓ; emuhamadiev@rambler.ru )

Óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûì êëàññîì çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Îíè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ. Òî÷íûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ëèøü â ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ. Óíèâåðñàëüíûì è ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñåòîê. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∆2u− ru = f (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u = 0, ∆u = 0, (x, y) ∈ Γ, (2)

ãäå Γ - ãðàíèöà åäèíè÷íîãî êâàäðàòà Ω = (x, y) : 0 < x, y < 1.
Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ñâåäåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ñèñòåìû (1)

-(2) ê ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ âèäà
2∑

k=0

2∑
j=0

ck,jA
k
nUAj

n = F

ãäå cr,j - èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, An - çàäàííàÿ ìàòðèöà,;U - èñêîìàÿ ìàò-
ðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèÿì ôóíêöèè u(x, y) íà ñåòêå,F - ìàòðèöà,
îïðåäåëÿþùàÿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2). Ïî-
êðîåì çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êâàäðàò Ω̄ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé [1]

$h = {(ih, jh) : i, j = 0, 1, ...n + 1, h = 1/(n + 1)}
Ââåä¼ì ôèêòèâíóþ ãðàíèöó γ1

⋃
γ2

⋃
γ3

⋃
γ4, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà óç-

ëîâ, ëåæàùèõ âíå ñåòêè ωh è îòñòàþùèõ îò ãðàíèöû γk(k = 1, 2, 3, 4) íà øàã
h:

γ1 = {(−h, jh) : j = 0, ..., n + 1}, γ2 = {(ih,−h) : i = 0, 1, ..., n + 1}
γ3 = {((n + 2)h, jh) : j = 0, 1, ..., n + 1}, γ4 = {(ih, (n + 2)h) : i = 0, 1, ..., n + 1},
Ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ uh ñ÷èòàåì íà γhk = 1, 2, 3, 4 îïðåäåë¼ííîé è ïðèíèìà-
þùåé çíà÷åíèÿ u−1,j, ui,−1, un+2,j, ui,n+2 ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåíèå ôèêòèâíîé
ãðàíèöû îáëàäàåò òåì ïðåèìóùåñòâîì, ÷òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êðàåâîé çà-
äà÷è ïî ñåòî÷íîé ñõåìå ðåøåíèå âî âñåõ óçëàõ ñåòêè èùåòñÿ îäíèì è òåì
æå ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ôèêòèâíûé ñëîé íàòÿíóò íà
óçëû ñåòêè $h. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà r = const. Àïïðîêñèìèðóåì óðàâ-
íåíèå (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

Luh ≡ ux̄xx̄x + 2uxx̄yȳ + uȳyȳy − ruh = fh, (3)
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uh|γ = 0, ux̄x|x=0 = 0, ux̄x|x=1 = 0, uȳy|y=0 = 0, uȳy|y=1 = 0. (4)
Îòìåòèì, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ uh îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå âíóòðåííèõ
óçëîâ ñåòêè $h, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâÿçûâàþò åå çíà÷åíèÿ â ïðèãðàíè÷íûõ
óçëàõ γi, i = 1, ..., 4. Èç óñëîâèÿ (4) âûðàçèì uh íà âíåøíåì ïðèãðàíè÷íîì
ñëîå γi ÷åðåç çíà÷åíèÿ uh íà $h è ïîäñòàâèì â (3). Òîãäà ñïðàâåäëèâû

Ëåììà 1. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ýêâèâàëåíòíà ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

L1U ≡ 1

h4
(16U − 8AnU − 8UAn + 2AnUAn + A2

nU + UA2
n)− rU = F, (5)

ãäå U = (uij), F = (fij), a ìàòðèöà An èìååò âèä:

(An)i,j =

{
1, åñëè |i− j| = 1;
0, åñëè |i− j| 6= 1.

Ëåììà 2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìó-
ëàì:

γk,l(L1) =
16

h4
(sin2 kπh

2
+ sin2 lπh

2
)2 − r, k, l = 1, 2, ..., n.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè r < 0 îïåðàòîð L1 îáðàòèì. Íàñ èíòåðåñóåò,
ïðè êàêèõ h > 0 è r > 0 îïåðàòîð L1 òàêæå îáðàòèì. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ: Ïóñòü

r0 = max(m2
1 + m2

2)
2π4 : (m2

1 + m2
2)

2π4 < r,

r1 = max(m2
1 + m2

2)
2π4 : (m2

1 + m2
2)

2π4 > r.

Âûáåðåì 0 < δ < π/2 òàêîå, ÷òî sin2 δ ≥ δ2
√

r
r1
. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå
Òåîðåìà 1. Ïóñòü r > 0, r 6= (m2

1 + m2
2)

2π4
,m1,m2 = 1, 2, ..., n, h < h0, ãäå

h0 < (2 sin δ)/ 4
√√

r . Òîãäà îïåðàòîð (5) îáðàòèì è äëÿ ðåøåíèÿ U óðàâíåíèÿ
(5) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ||U || ≤ c0||F ||, ãäå

c−1
0 = min{r − r0,

√
rr1 − r,

16

h4
0

sin4(
πh0

2
)− r}.

Ïî òåîðåìå Êðåéíà - Äàëåöêîãî [2] â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 óðàâíåíèå (5) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå

U = − 1

4π2

∮ ∮
(An − λI)−1F (An − µI)−1 dλdµ

P (λ, µ)
, (6)

ãäå Γ - êðèâîëèíåéíûé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé ñïåêòð ìàòðèöû An, à

P (λ, µ) =
1

h4
(16− 8λ− 8µ + 2λµ + λ2/ + µ2 − r)

24



Òåîðåìà 2.Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (5) âû÷èñëÿåòñÿ è ðåøåíèå U óðàâ-
íåíèÿ (5) èìååò âèä

U =
n∑

k=1

n∑

l=1

Rn(λk)FRn(λl)

d′n(λk)P (λk, λl)d
′
l(λl)

,

ãäå dn(µ) = det(An − µI), d
′
n(µ) - ïðîèçâîäíàÿ ïîëèíîìà dn(µ), F - ìàòðè-

öà, ñîñòîÿùàÿ èç çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x, y) â óçëàõ ñåòêè $h è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, à Rn(µ) - ìàòðèöà , ñîñòîÿùàÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû (An − µI)(ïðèñîåäèí¼ííàÿ ê (An − µI) ìàòðèöà).

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà,
1983. 614 c. 2. Äàëåöêèé Þ.Ã. , Êðåéí Ì.Ë. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ì.: Íàóêà, 1970. 636
ñ.

Î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
Ø. Áèëàë

(Àëìàòû, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ; Akysh41@mail.ru )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

−(
ρ(x)y′(x)

)′
+ υ(x)y(x) = 0, (1)

ãäå -ρ(x)�ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ â J ôóíêöèÿ,
υ(x) ≥ 1 - íåïðåðûâíàÿ â J ôóíêöèÿ. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

A : Äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ (a, b) ôóíêöèÿ

Ta(t) =

c∫

t

ρ−1(s)

c∫

s

υ(τ)dτds
(
Tb(t) =

t∫

c

ρ−1(s)

s∫

c

υ(τ)dτds
)

1) íåèíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a(b),
2)lim

t→a
Ta(t) = ∞

(
lim
t→b

Tb = ∞
)
. Åñëè a(b) áåñêîíå÷íîñòü, òî óñëîâèå A.1)

âñåãäà âûïîëíåíî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè . Åñëè a(b) êîíå÷íà, òî óñëî-
âèå A.2) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì A.1). Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ À âûòåêàåò óñëî-
âèå

b∫

c

ρ−1(s)ds

b∫

c

υ(s)ds = ∞
( s∫

a

ρ−1(s)ds

c∫

a

υ(s)ds = ∞
)
.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå À. Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò äâà

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ y+(x) è Y(x) , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè: 1)y± > 0, y′±(x) 6= 0, x ∈ J ;

2.1) y+ ìîíîòîííî óáûâàåò, y− ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è lim
x→b

y+(x) = 0

è lim
x→a

y−(x) = 0 ïðè b = ∞, a = −∞ ñîîòâåòñòâåííî;
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2.2)lim
x→b

y+(x) = 0, lim
x→a

y+(x) = 0, ïðè
b∫
c

υ(s)ds = ∞ è b < ∞,
c∫

a

υ(s)ds è
a < ∞, ñîîòâåòñòâåííî; c ∈ (a, b).

3)lim
x→a

ρ(x)y′−(x) = lim
x→b

ρ(x)y′+(x) = 0;
4)1

2
ϕ−1
± (x)y±(x) ≤ ∓ρ(x)y′± ≤ 2ϕ−1

± y±(x), x ∈ J.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ìûíáàåâ Ê.Ò., Îòåëüáàåâ Ì. Âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà è ñïåêòð äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ì.: Íàóêà, 1988, 288
ñ. 2. Àõèåçåð Í.È., Ãëàçìàí È.Ì. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ì.: Íàóêà, 1966. 543 ñ. 3. Ðèä Ì., Ñàéìîí Á. Ìåòîäû
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.: Ìèð. Ò.2. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç.
Ñàìîñîïðÿæåííîñòü. 1978, 400 ñ.

Îá îáðàòèìîñòè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ
Ì.Ñ. Áè÷åãêóåâ

(Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ; bichegkuev@yandex.ru)

Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è LB(X) � áàíàõîâà àë-
ãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ (âåñ èëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ) α : Z+ → (0,∞), îïðåäåëåí-
íàÿ íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë Z+ = N ∪ {0}. Ñèìâî-
ëîì lpα = lpα(Z+, X), ãäå p ∈ [1,∞], îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé x : Z+ → X âåêòîðîâ èç X ñóììèðóåìûõ ñ âåñîì α:
‖x‖p,α =

(∑∞
n=0

(
‖x(n)‖
α(n)

)p)1/p

, p ∈ [1,∞), è îãðàíè÷åííûõ îòíîñèòåëüíî α:
‖x‖∞,α = supn∈Z+

‖x(n)‖
α(n)

, p = ∞.

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: supn∈Z+

α(n)
α(n+1)

< ∞.
Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà

DE : D(DE) ⊂ lpα → lpα, (DEx)(n) = x(n + 1)−Bx(n), n ∈ Z+, x ∈ lpα.

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(DE) =
{

x ∈ lpα : x(0) ∈ E,
(

α(n+1)
α(n)

x(n+1)
)

n>0
∈ lp

}
,

ãäå E � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X è îïåðàòîð B ∈ LB(X), èñïîëüçóÿ
ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

æint(α) = lim
n→∞

(
inf

k∈Z+

α(k)

α(k + n)

)1/n

, æout(α) = lim
n→∞

(
sup
k∈Z+

α(k)

α(k + n)

)1/n

.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü æint(α) > 0 è E - èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàòîðà B. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð DE áûë íåïðåðûâíî îáðà-
òèì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

([æint(α), æout(α)]σ(B)) ∩ T = ∅, ImPout = E,
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ãäå Pout � ïðîåêòîð, ïîñòðîåííûé ïî ñïåêòðàëüíîìó ìíîæåñòâó σout = {λ ∈
σ(B) : |λ|æint(α) > 1}. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé îáðàòíûé îïåðàòîð
D−1

E ∈ LB(lpα) ê DE îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(D−1
E y)(n) =

∞∑
m=0

G(n−m− 1)y(m), n ∈ Z+, y ∈ lpα,

ãäå G : Z→ LB(X), G(k) = BkPint, k > 0, è G(k) = −BkPout, k 6 −1.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü æint(α) = 0. Òîãäà äëÿ E 6= {0} îïåðàòîð DE íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì. Åñëè E = {0}, òî îïåðàòîð DE íåïðåðûâíî
îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà æout(α)r(B) < 1.

Ñëåäñòâèå. Åñëè E = {0} è æout(α) = 0, òî îïåðàòîð DE íåïðåðûâíî
îáðàòèì.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàçíîñòíûå
îòíîøåíèÿ è ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé// Èçâ.ÐÀÍ. Ñåð.ìàòåì.,
73:2 (2009), 3-68. 2. Áàñêàêîâ À.Ã., ×åðíûøîâ Ê.È. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ëè-
íåéíûõ îòíîøåíèé è âûðîæäåííûå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ// Ìàò. ñá. 193:11
(2002), 3-42.
Îá îöåíêàõ íîðì ñåìåéñòâà ïðîåêòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå

òèïà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è èõ ïðèëîæåíèÿ
È.À. Áëàòîâ, Í.Â. Äîáðîáîã

(Ñàìàðà, Ïîâîëæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò òåëåêîììóíèêàöèé è
èíôîðìàòèêè; blatow@mail.ru, dogreen@mail.ru)

Âñ¼ áîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ýô-
ôåêòèâíîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ íà ïîðÿäîê ñîêðàòèòü
êîìïüþòåðíûå çàòðàòû âðåìåíè è èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè, ïðèîáðåòàþò ìå-
òîäû àäàïòèâíûõ ñåòîê. Ýòè ïîäõîäû ñòàíîâÿòñÿ îñîáåííî íåîáõîäèìû, íà-
ïðèìåð, â òàê íàçûâàåìûõ ðàçíîìàñøòàáíûõ çàäà÷àõ ãèäðî- è ãàçîäèíàìè-
êè, êîãäà ýëåìåíòû ïîòîêà íà ïîðÿäêè îòëè÷àòüñÿ îò õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ
çàäà÷è, ýòî òîíêèå ïîãðàíè÷íûå ñëîè ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, êîí-
òàêòíûå ðàçðûâû, ñêà÷êè óïëîòíåíèÿ è äð. Â òàêîé ñèòóàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ
äîñòîâåðíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàñ÷åòíûå ñåòêè
ñ ìàëûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè øàãàìè, ÷òî âëå÷åò çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëè-
òåëüíûå çàòðàòû.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû íà ïîäâèæíûõ
ñåòêàõ, àäàïòèðóþùèõñÿ ê îñîáåííîñòÿì íà îñíîâå àïîñòåðèîðíîé âû÷èñëè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè. Ïðîöåññ àäàïòàöèè ñåòêè ê îñîáåííîñòÿì ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè ïîäîáëàñòè, íà êîòîðîé äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ ïåðå-
èçìåëü÷åíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì ïðèåìîì ïðè ðåøåíèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çà-
äà÷.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå è èíòåðåñ ê äàííîé
òåìå, îñòàþòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíåå èçó÷åííûìè âîïðîñû î ñòðîãîì ìàòåìà-
òè÷åñêîì îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè àäàïòàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ê íåêîòîðîìó
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ïðåäåëüíîìó ðàçáèåíèþ è ïîëó÷åíèè îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ íà ýòîì ïðåäåëüíîì ðàçáèåíèè.

Ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ àäàïòàöèè ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà
è ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ëåæèò ðàññìîò-
ðåíèå ñåìåéñòâà îðòîïðîåêòîðîâ è áèîðòîãîíàëüíûå áàçèñû [1]. Êëþ÷åâûì
ìîìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî êâàçèîïòèìàëüíîñòè ãàëåð-
êèíñêèõ ïðîåêöèé, ñóòü êîòîðîãî â ðàâíîìåðíîé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó îãðà-
íè÷åííîñòè íîðì îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Ïóñòü E � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖.‖ è L :
D(L) ⊂ E → E. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Lu = f(t), (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî f(t) ∈ E óðàâíåíèå (2) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, ò.å. îïåðàòîð L îáðàòèì.

Ïóñòü En,p ∈ E, n ∈ N, p ∈ R � ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ â E.
Â äàëüíåéøåì ÷åðåç C, C1, C2 . . . áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò n, p.
Ðàññìîòðèì â En,p çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèå (2)

Ln,p un,p = fn,p (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå n0 ∈ N, q1, q2 ∈ R, ÷òî ïðè n ≥ n0, p ∈
[q1, q2] óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå un,p.
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Pn,p : E → En,p äåéñòâóþùèé ïî ïðàâè-
ëó Pn,pu = un,p áóäåì íàçûâàòü ãàëåðêèíñêèì ïðîåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì
óðàâíåíèþ (3).
Îïðåäåëåíèå. Ìåòîä (3) áóäåì íàçûâàòü êâàçèîïòèìàëüíûì, åñëè ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà ‖Pn,p‖E→E ≤ C, ãäå C íå çàâèñèò îò n, p.

Ââåäåì âåëè÷èíó δ(p, n) = infv∈En,p ‖v − u‖, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò òî÷-
íîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ u â En,p.
Ñäåëàåì ðÿä ïðåäïîëîæåíèé
A1 Ïóñòü äëÿ ëþáîãî n ∈ N : infp∈R δ(p, n) = δn > 0, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò
òàêîå çíà÷åíèå p∗ = p∗(n), ÷òî δ(p∗, n) = δn.
A2 Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p0 > p1 > p2 > . . . > pk > . . . , ïðè÷åì
p0 > p∗ è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C1 ïðè âñåõ pk > p∗ ñïðàâåäëèâî

δ(pk−1, n)

δ(pk, n)
≥ C1 > 1,

ò.å. êàæäûé ïîñëåäóþùèé øàã óëó÷øàåò àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà En,pk

.
A3 Íàéäåòñÿ êîíñòàíòû C2 > 0 òàêàÿ, ÷òî pk − pk+1 ≤ C2,.
A4 Äëÿ ëþáîãî p < p∗ ñïðàâåäëèâî δ(p, n) ≤ g(p∗ − p) δn, ãäå g(τ) > 0, τ ∈
[0; ∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, g(0) = 1.
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A5 Ïðîåêöèîííûé ìåòîä (3) ÿâëÿåòñÿ êâàçèîïòèìàëüíûì â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 2.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2),
êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòìîì àäàïòàöèè. Äëÿ n = 1, 2, 3, . . .

I. ôèêñèðóåì êîíñòàíòó C3

II. íàõîäèì un,pk−1
, un,pk

III. âû÷èñëÿåì µk = ‖un,pk−1
− un,pk

‖
IV. åñëè µk > C3δn, òî k := k + 1 è âîçâðàùàåìñÿ ê ï.2, èíà÷å ðàáîòà

àëãîðèòìà çàêîí÷åíà è íàéäåíî ðåøåíèå u ≈ un,pk
.

Òåîðåìà 1 Íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû C1 > 1, C2 C3, C4 > 0, ÷òî åñëè
ïðåäïîëîæåíèÿ A1-A5 âûïîëíåíû, òîãäà àëãîðèòì (I)-(IV) çàêîí÷èò ñâîþ
ðàáîòó çà k̄ < K =

[
logq

δn

δ(p0,n)

]
+ 1 øàãîâ, q = 1

C1
, è áóäåò ñïðàâåäëèâà

îöåíêà:

‖un,pk
− u‖ ≤ C4 inf

p∈R
δ(p, n). (4)

Ëèòåðàòóðà. 1. È.À.Áëàòîâ,Í.Â.Äîáðîáîã Î êâàçèîïòèìàëüíîñòè ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Ãàëåðêèíà äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ
çàäà÷ íà ñåòêàõ Øèøêèíà. Âåñòíèê ÑàìÃÓ, åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ, 2007,
� 6(56), ñòð.119-132. 2. È.À.Áëàòîâ, Â.Â.Ñòðûãèí. Ýëåìåíòû òåîðèè ñïëàé-
íîâ è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷ ñ ïîãðàíñëîåì. Âîðîíåæ: ÂÃÓ,
1997.

Î ðàçðåøèìîñòè êâàçèñòàòè÷åñêîé ïëîñêîé çàäà÷è
ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â ñèñòåìå

òåðìîóïðóãèõ òåë3

Å.Ì. Áîãàòîâ
(Ñòàðûé Îñêîë, ÑÒÈ ÌÈÑèÑ; embogatov@inbox.ru)

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïåðåíîñà òåïëà â ñå÷åíèè Ω ïðîòÿæ¼ííîé ñâÿçêè ÷¼ð-
íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì áîêîâîì íàãðåâå, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî ýòè òåëà ïëîòíî óïàêîâàíû, èçîòðîïíû è èìåþò âûïóêëîå ñå÷åíèå
ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ýòîò ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè, çàïèñàííîé

3Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 09-01-12166
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íà îñíîâå [1], [2]

cρ
∂T

∂t
+ γTc

∂

∂t
div~u = div(kgrad T ), (x, t) ∈ Ωkm × (0, Θ) (1)

divσ̂ = γ∇T (x, t) ∈ Ωkm × (0, Θ), (2)(
k
∂T

∂~ν
+ h(T )

)
(x̄, t) =

∑
q,r

∫

∂Ω′qr

h(T (ξ, t))ϕ(ξ, x̄)dlξ (3)

(x̄, t) ∈ ∂Ωkm × (0, Θ) ∀{k, l} : ∂Ωkm ∩ ∂Ω = ∅(
k
∂T

∂~ν
+ h(T )

)
(x̄, t) = h(Tc)(x̄, t) +

∑
q,r

∫

∂Ω′qr

h(T (ξ, t))ϕ(ξ, x̄)dlξ, (4)

(x̄, t) ∈ ∂Ωkm × (0, Θ) ∀{k, l} : ∂Ωkm ∩ ∂Ω 6= ∅,
σij · nj = γ(T − Tc) · ni, (x, t) ∈ ∂Ωkm × (0, Θ) (5)

T (x, 0) = T0(x), x ∈ Ωkm; (6)
ui(x, 0) = 0, x ∈ Ωkm. (7)

Çäåñü Ωkm - ñå÷åíèå âûáðàííîãî òåëà; T (x, t) - èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà, x =
(x1, x2)- ýéëåðîâû êîîðäèíàòû; T0 = T0(x) - íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ;
i = 1, 2, j = 1, 2; c, ρ, è k- êîýôôèöèåíòû óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè, ïëîòíîñòè è
òåïëîïðîâîäíîñòè; α - òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ;
λ, µ - ïîñòîÿííûå Ëàìå; γ = (3λ+2µ)α; ~ν = {n1, n2} - âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè
ê ãðàíèöå ∂Ωkm; ∂Ω′

qr - ÷àñòè ãðàíèö ñîñåäíèõ ñ Ωkm êîìïîíåíò, âèäèìûõ èç
òî÷êè x̄; Tc = Tc(x, t) > 0- òåìïåðàòóðà âíåøíåé ñðåäû; ~u = {u1, u2} - âåêòîð
ïåðåìåùåíèé, ui = ui(x, t); σ0

ij- êîìïîíåíòû òåíçîðà íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé;

σij = µ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+ λ

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)
- êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé

σ̂; κ0 = const; h (T ) = κ0 |T |3 · T - ïëîòíîñòü ïîòîêà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ïî
çàêîíó Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà; ϕ(x̄, ξ) - ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ýëåìåíòàðíîãî
óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà èçëó÷åíèÿ; ∂Ω - ÷àñòü ãðàíèöû Ω, êîíòàêòèðóþùàÿ
ñ âíåøíåé ñðåäîé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ Ωkm ∩Ωqr äëÿ ëþáûõ k 6= q,m 6= r
ðàâíà íóëþ.

Äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà L2 ((0, T ), L2(Ω)) ïîëîæèì < u, v >=
∫

Ωkm

uvdx.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà X = L2 ((0, T ), L5(∂Ω)) ââåä¼ì îáîçíà÷å-
íèå
(f, ϕ) =

∫
∂Ωkm

fϕdSx.

Îáîçíà÷èì Q = Ω × (0, Θ), V (Q) = H1 ((0, T ), H1(Ω) ∩ L5(∂Ω)). Ñëåäóÿ
[3], îïðåäåëèì ∀T̂ ∈ V (Q)

(A(T ), T̂ )Σ =

∫

∂Ωkm

κ0|T |3T · T̂ dlx −
∫

∂Ωkm




∑
q,r

∫

∂Ω′qr

h(T (ξ, t))ϕ(ξ, x̄)dlξ


 T̂ dlx.
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Îáîçíà÷èì W (Q) = H1 ((0, T ), H1(Ω)×H1(Ω));
V0 - ìíîæåñòâî ôóíêöèé {T (x, t) ∈ V (Q)|T (x, 0) = T0};
W0 - ìíîæåñòâî ôóíêöèé {~u(x, t) ∈ W (Q)|~u(x, 0) = 0}.
Îïðåäåëåíèå 1 Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(7) áóäåì íàçûâàòü
íàáîð (T, ~u) ∈ V0 ×W0, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

<
d

dt
(cρT + γTcdiv~u) , T̂ > + < k∇T,∇T̂ > +(A(T ), T̂ )Σ +

+γ < T, div~vt > −2µ < εij(u)εt
ij(v) > −λ < div~u, div~vt >=

= (f, T̂ ) + γ(Tc, ~vt · ~n) ∀
(
T̂ , ~v

)
∈ V0 ×W0,

ãäå εij(u) =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
- êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé;

εt
ij(v) =

∂εij(v)

∂t
; f =

{
h(Tc), åñëè ∂Ωkm ∩ ∂Ω 6= ∅

0, åñëè ∂Ωkm ∩ ∂Ω = ∅.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü f(x, t) ∈ X; T0 ∈ L2(Ω), òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(7), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðàì À.Ì. Ìåéðìàíîâó è À.À.
Àìîñîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Àìîñîâ À. À., Áîãàòîâ Å. Ì., ÑàâèíàÞ. Â. Ïîëóäèñêðåò-
íîå ïðèáëèæåíèå ê çàäà÷å íàãðåâà èçëó÷åíèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû òðóá
// Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ. Ñá. òðóäîâ ÕÕI Ìåæäó-
íàðîä. íàó÷. êîíô.: â 10 ò. Ò.1 Ñàðàòîâ, 2008. ñ.100-102. 2. Çàðóáèí Â.Ñ., Êó-
âûðêèí Ã.Í. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåðìîìåõàíèêè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2002.
3. Àìîñîâ À.À. Ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü îäíîé íåëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé
çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèåì òèïà òåïëîîáìåíà èçëó÷åíèåì //
Äèôôåðåíö. óðàâí., 2005, Ò.41, �1, ñ. 93-104.

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ

ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ
Â.È. Áîðçäûêî

(Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÀÍ Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí. ã. Äóøàíáå)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì ê ñèñòåìàì ñ ãèñòåðåçèñîì, ðàçâèòûì â [1],
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ãèñòå-
ðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ â âèäå

dz(t)

dt
= f [t, z(t), ω(t)], (1)

ω(t) = T (t0, z0, ω0)z(t), (2)

z(t0) = z0, ω(t0) = ω0. (3)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð T (t0, z0, ω0)- ýòî ñòàòè÷åñêèé èëè ïåðåìåí-
íûé ãèñòåðîí [1, 2], êîòîðûé êàæäîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
z(t) ∈ C[t0, t1], z(t0) = z0, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ ω(t) ∈ C[t0, t1],
ω(t0) = ω0, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â ïðîñòðàíñòâå C[t0, t1] ñ ïî-
ñòîÿííîé k. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå, ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òðåáîâàíèÿõ ê ôóíêöèè f(t, z, ω), äëÿ çàäà÷è (1)�(3) äîêàçàíà òåî-
ðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òèïà òåîðåìû Êàðàòåîäîðè äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åí óòî÷íåíèé ïðèçíàê åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ äëÿ (1) � (3) òèïà òåîðåì Î. Ïåðîíà è À. Ðîçåíáëàòòà. Îáîçíà÷èì
µ = max{1, k}.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, z, ω) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà ìíîæå-
ñòâå G : t0 < t ≤ T, |z − z0| ≤ a, |ω − ω0| ≤ b, è óäîâëåòâîðÿåò íà G íåðà-
âåíñòâó |f(t, z1, ω1)− f(t, z2, ω2)| ≤ l(t− t0)

−1 · sup{|z1− z2|, |ω1−ω2|}. Ïóñòü
{z1(t), ω1(t)}, {z2(t), ω2(t)} êàêèå-ëèáî äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) â îáëàñòè
G, îïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [t0, t1], t1 ≤ T . Òîãäà, åñëè 0 < m = lµ ≤ 1,
òî ýòè ðåøåíèÿ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ïðè m = 1 âîçìîæíî òîæäåñòâî
[z1(t)− z2(t)](t− t0)

−1 ≡ c = konst, c 6= 0, t0 < t ≤ t1.
Ëèòåðàòóðà. 1. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ñèñòåìû ñ ãè-

ñòåðåçèñîì. � Ì: Íàóêà, 1983. � 271ñ. 2. Áîðçäûêî Â.È. Ãèñòåðåçèñíûå íåñòà-
öèîíàðíûå íåëèíåéíîñòè // Óêðàií-ñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë (Óêðàèí-
ñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë) � 2008. � ò. 60, �3. �Ñ. 295�309.

Îá èññëåäîâàíèè ñèñòåì �õèùíèê-æåðòâà� ñ
íåïðåðûâíûì çàïàçäûâàíèåì íà ñóùåñòâîâàíèå

ïîëîæèòåëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
Â.È. Áîðçäûêî

(Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÀÍ Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí. ã. Äóøàíáå)

Èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî óòî÷íåííûé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé ðàíåå àâòîðîì íà
îñíîâå "àëüòåðíàòèâíîãî ïðèíöèïà"Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî äëÿ ôóíêöèîíàëü-
íî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïîëî-
æèòåëüíîãî ω - ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x1(t) > 0, x2(t) > 0, t ∈ [0,∞) ó
íåñêîëüêèõ ñèñòåì "õèùíèê-æåðòâà", îäíà èç êîòîðûõ èìååò âèä

dx1(t)

dt
= a(t)x1(t)− b1(t)x1(t)

∫ ∞

0

x1(t− h)dhα1(t, h)−

−c1(t)x1(t)

∫ ∞

0

x2(t− h)dhα2(t, h) + f(t),

dx2(t)

dt
= −e(t)x2(t)− b2(t)x2(t)

∫ ∞

0

x2(t− h)dhα3(t, h)+

+c2(t)x2(t)

∫ ∞

0

x1(t− h)dhα4(t, h) + g(t) (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè αj(t, h), j = 1, ..., 4 â ñèñòåìå (1) ìîíîòîííî íå
óáûâàþò ïî h è íåïðåðûâíû ïî h ïðè êàæäîì t ∈ [0,∞), èçìåðèìû ïî t íà
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0 ≤ t ≤ ω ïðè ôèêñèðîâàííîì h ∈ [0,∞); αj(t + ω, h) ≡ αj(t, h) ïðè ëþáîì
h ∈ [0,∞), 0 < l

(0)
j ≤ ∫∞

0
dhαj(t, h) ≤ lj < +∞, αj(t, 0) ≡ 0 ïðè t ∈ [0,∞),

j = 1, ..., 4.
Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû (1) ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îíè íåïðåðûâíû, íåîòðèöàòåëüíû, ω - ïåðèîäè÷íû è óäîâëåòâîðÿ-
þò íåñêîëüêèì åñòåñòâåííûì íåîáðåìåíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Èç äîêàçàííîé
òåîðåìû âûòåêàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ω -
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû "õèùíèê-æåðòâà"Ð.Ì. Ìåÿ, îòëè÷àþùè-
åñÿ îò äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ íåå â [1] äðóãèì ìåòîäîì.

Ëèòåðàòóðà. 1. Yongkun Li. Periodic solutions of periodic delay predator-
prey system // Proceedings of the American Mathematical Society. � 1999. �
V.127, �5. � P.1331-1335.

Âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ìîìåíòíàÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ ãàóññîâñêèìè ñëó÷àéíûìè

êîýôôèöèåíòàìè
Ì.Ì. Áîðîâèêîâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; monnya@yandex.ru )
Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

ut = ε1(t)uxx + ε2(t)uyy + ε3(t)u + f(t, x, y), (1)

u(t0, x, y) = g(x, y), (2)

ãäå t ∈ [t0, t1] = T ⊂ R, x, y ∈ R, u(t, x, y) - èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, ε1, ε2, ε3, f -
ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, íåçàâèñÿùèå îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà g.

Ïóñòü L1(T ) - ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ íà T ôóíêöèé, L∞(T ) - ïðî-
ñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ íà T ôóíêöèé, ∗ - çíàê ñâåðòêè ïî
ïåðåìåííûì (x, y), M - çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âòîðîé ñìåøàííîé ìîìåíòíîé ôóíêöèè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1), (2).

Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíûå ïðîöåññû εj(t) (j = 1, 2, 3) íå çàâèñÿò îò
ïðîöåññà f(t, x, y) è ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì [1, ñ. 31]

ϕ(v1, v2, v3) = exp(
3∑

j=1

[i

∫

T

M(εj(s))vj(s)ds−1

2

∫

T

∫

T

bj(s1, s2)vj(s1)vj(s2)ds1ds2]),

ãäå vj ∈ L1(T ), M(εj) ∈ L∞(T ), bj ∈ L∞(T × T ), bj(s1, s2) = M(εj(s1)εj(s2))−
M(εj(s1))M(εj(s2)) - êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà εj(t) (j =
1, 2, 3). Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèîíàë ϕ èìååò íåïðåðûâíûå ïî v1, v2,
v3 âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, M(g(x, y))
ñóììèðóåìî íà R2, M(f(t, x, y)) ñóììèðóåìî íà T × R2. Òîãäà âòîðàÿ ñìå-
øàííàÿ ìîìåíòíàÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) (â ñìûñëå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé) èìååò âèä

M(u(t, x, y)ε1(s)) =
N(t0, t)

4π
√

M1(t0, t)M2(t0, t)
(M(ε1(s))E(t0, t, x, y)+
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+G(t0, t, s)
∂2

∂x2
E(t0, t, x, y)) ∗

∞∑

k=0

∞∑
m=0

Bk
1 (t0, t)B

m
2 (t0, t)

2(k+m)k!m!

∂4(k+m)

∂x4k∂y4m
M(g(x, y))+

+

∫ t

t0

N(τ, t)

4π
√

M1(τ, t)M2(τ, t)
(M(ε1(s))E(τ, t, x, y) + G(τ, t, s)

∂2

∂x2
E(τ, t, x, y))∗

∗
∞∑

k=0

∞∑
m=0

Bk
1 (τ, t)Bm

2 (τ, t)

2(k+m)k!m!

∂4(k+m)

∂x4k∂y4m
M(f(τ, x, y))dτ,

ãäå Bj(t0, t) =
∫ t

t0

∫ t

t0
bj(s1, s2)ds1ds2, Mj(t0, t) =

∫ t

t0
M(εj(s))ds, j = 1, 2,

E(t0, t, x, y) = exp(− x2

4M1(t0, t)
− y2

4M2(t0, t)
), G(t0, t, s) =

∫ t

t0

b1(τ, s)dτ,

N(t0, t) = exp(

∫ t

t0

M(ε3(s))ds +
1

2

∫ t

t0

∫ t

t0

b3(s1, s2)ds1ds2).

Ëèòåðàòóðà. 1. Çàäîðîæíèé Â.Ã. Ìåòîäû âàðèàöèîííîãî àíàëèçà. � Ì.
- Èæåâñê : ÍÈÖ "Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà", Èíñòèòóò êîìïüþ-
òåðíûõ èññëåäîâàíèé. 2006. � 316 ñ. 2. Áîðîâèêîâà Ì.Ì. Âòîðàÿ ñìåøàí-
íàÿ ìîìåíòíàÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ
çàäà÷: ìàòåðèàëû Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû "Ïîíòðÿ-
ãèíñêèå ÷òåíèÿ - XIX". � Âîðîíåæ. 2008. � Ñ. 54 - 55.

Î ðåçîëüâåíòíîé ñðàâíèìîñòè ñóæåíèé ëèíåéíûõ
îòíîøåíèé4

Â.Ì. Áðóê
(Ñàðàòîâ, ÑÃÒÓ; vladislavbruk@mail.ru )

Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè M � ëèíåéíîå îòíî-
øåíèå, òî ker M � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x òàêèõ, ÷òî ïàðà {x, 0} ∈ M ; KerM
� ìíîæåñòâî ïàð {x, 0}∈M ; ρ(M) � ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî M ; Sp (p > 1)
� èäåàë Íåéìàíà-Øýòòåíà â êîëüöå îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ; S∞
� ìíîæåñòâî âñåõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü H, G1, G2 � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, T ⊂H×H � çàìêíóòîå ëè-
íåéíîå îòíîøåíèå ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé R(T )=H; δ :T→G1×G2 � ëèíåéíûé
îïåðàòîð. Îáîçíà÷èì δi = piδ (i = 1, 2), ãäå pi � ïðîåêòîð G1×G2 íà Gi.

Îïðåäåëåíèå [1]. ×åòâåðêà (G1,G2,δ1,δ2) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ãðà-
íè÷íûõ çíà÷åíèé äëÿ îòíîøåíèÿ T , åñëè îïåðàòîð δ íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò
T íà G1×G2 è ñóæåíèå îïåðàòîðà δ1 íà KerT ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì KerT íà G1.

Îáîçíà÷èì T0 = ker δ, Φ = δ2β, ãäå β = (δ1|KerT )−1 � îïåðàòîð, îáðàòíûé ê
ñóæåíèþ δ1 íà KerT . Ìåæäó îòíîøåíèÿìè θ⊂G1×G2 è îòíîøåíèÿìè S ñî

4Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 07-01-00131
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ñâîéñòâîì T0⊂ S⊂ T ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, îïðåäå-
ëÿåìîå ðàâåíñòâîì δS =θ. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì S =Tθ. Ìîæíî äîêàçàòü [1],
÷òî Tθ =Tθ è 0 ∈ ρ(Tθ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ ρ(θ − Φ).

Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî θi⊂G1×G2 � çàìêíóòûå
ëèíåéíûå îòíîøåíèÿ, 0∈ρ(θi − Φ). Îáîçíà÷èì Ni = (θi − Φ)−1 (i = 1, 2).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ ∈ ρ(Tθ1) ∩ ρ(Tθ2), R
(i)
λ = (Tθi

− λE)−1 (i = 1, 2).
Îïåðàòîð R

(1)
λ −R

(2)
λ ∈Sp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð N1−N2∈Sp,

ãäå 1 6 p 6 ∞.
Ñëåäñòâèå. Åñëè îïåðàòîð N1−N2 âïîëíå íåïðåðûâåí, òî ñóùåñòâåííûå

ñïåêòðû îòíîøåíèé Tθ1 è Tθ2 ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü λ∈ρ(Tθ1), µ∈ρ(Tθ2) è ðåçîëüâåíòà R

(1)
λ ∈Sp. Ðåçîëü-

âåíòà R
(2)
µ ∈Sp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N1−N2∈Sp.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü λ ∈ ρ(Tθ1), µ ∈ ρ(Tθ2), ðåçîëüâåíòà R
(1)
λ ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì è limn→∞ nαsn(R
(1)
λ ) = a (α > 0). Äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà limn→∞ nαsn(R
(2)
µ ) = a äîñòàòî÷íî, ÷òîáû N1 −N2 áûë

âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì è limn→∞ nαsn(N1 − N2) = 0. Çäåñü sn �
s-÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà, n ∈ N.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü λ ∈ ρ(Tθ1), µ ∈ ρ(Tθ2), R
(1)
λ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðå-

ðûâíûì îïåðàòîðîì è limn→∞ nβsn(R
(1)
λ )=0 (β > 0). Åñëè îïåðàòîð N1−N2

âïîëíå íåïðåðûâåí, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðè δ 6 β è ïðè âñåõ n íåðàâåíñòâà
b1 6 nδsn(R

(2)
µ ) 6 b2 (0 < δ, 0 < b1, b2 <∞), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

äëÿ âñåõ n âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî c1 6nδsn(N1−N2)6c2 (0<c1, c2 <∞).
Ëèòåðàòóðà. 1. Áðóê Â.Ì. Î ñïåêòðå ëèíåéíûõ îòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ

ðàâíîìåðíî êîððåêòíûìè çàäà÷àìè//Äèô. óðàâí. 2007.�Ò.43,� 1.�Ñ. 21-27.

Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ èçîòðîïíîãî òâ¼ðäîãî
òåëà

Â.Ì. Áóãàêîâ, Â.Á. Îãàðêîâ
(ÂÃËÒÀ)

Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ èçîòðîïíîãî óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî
òåëà ïî äåôîðìàöèîííîé òåîðèè èìååò ñëåäóþùèé âèä [1]:

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
= 0 (1)

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
+

∂τyz

∂z
= 0 (2)

∂τxz

∂x
+

∂τyz

∂y
+

∂σz

∂z
= 0 (3)

εx =
∂ux

∂x
; εy =

∂uy

∂y
; εz =

∂uz

∂z
(4)

γxy =
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x
(5)
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γxz =
∂ux

∂z
+

∂uz

∂x
(6)

γyz =
∂uy

∂z
+

∂uz

∂y
(7)

∂2εx

∂y2
+

∂2εy

∂x2
=

∂2γxy

∂x∂y
; ... (8)

2
∂2εx

∂y∂z
=

∂

∂x

(
−∂γyz

∂x
+

∂γxz

∂y
+

∂γxy

∂z

)
; ... (9)

σx − σ0 = ψ1(εx − ε0); σy − σ0 = ψ1(εy − ε0); σz − σ0 = ψ1(εz − ε0) (10)

τxy =
ψ1

2
γxy; τyz =

ψ1

2
γyz; τxz =

ψ1

2
γzx; ε0 =

σ0

3K
(11)

ψ1 =
2σi

3εi

; ε0 =
(εx + εy + εz)

3
; σ0 =

(σx + σy + σz)

3
(12)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Õóáåðà-Ìèçåñà:

σi =
1√
2

√
(σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σz − σx)2 + 6(τ 2

xy + τ 2
yz + τ 2

zx) = σT (13)

εi =

√
2

3

√
(εx − εy)2 + (εy − εz)2 + (εz − εx)2 +

3

2
(γ2

xy + γ2
yz + γ2

zx) (14)

Èç ñîîòíîøåíèé (10) ìîæíî ïîëó÷èòü:

εx = εz + ψ[2σx + σy − 3σ0] (15)

εy = εz + ψ[2σy + σx − 3σ0] (16)
Ïðè âûïîëíåíèè ôîðìóë (15) è (16) òðåòüå ñîîòíîøåíèå (10) âûïîëíÿåòñÿ

àâòîìàòè÷åñêè.
Ïîäñòàâèì ôîðìóëû (15) è (16) â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (11):

ψ =

[
1

3K
(σx + σy + σz)− 3εz

]

σx + σy − 2σz

(17)

ψ =
3

2

εi

σi

(18)

Åñëè ïîäñòàâèòü â ñîîòíîøåíèå (18) ôîðìóëû (15), (16) è (17), òî îíî
áóäåò âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî.
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Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ Êîøè (5)-(7) â çàêîí Ãóêà (11):

τxy =
ψ1

2

(
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)
(19)

τyz =
ψ1

2

(
∂uy

∂z
+

∂uz

∂y

)
(20)

γxz =
ψ1

2

(
∂ux

∂z
+

∂uz

∂x

)
(21)

Ñîîòíîøåíèÿ (1), (2), (3), (13), (19), (20), (21) è ïåðâûå äâå ôîðìóëû
(10) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó äåâÿòè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
äåâÿòè íåèçâåñòíûõ σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz, ux, uy, uz.

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåàëèçóåò ïîëíîå ïëàñòè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå ïî âñåìó îáú¼ìó òåëà è âïåðâûå ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü âîïðîñ î
ðàñ÷¼òå ñëîèñòûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ òåë ïî äåôîðìàöèîííîé òåîðèè.

Ëèòåðàòóðà. 1. Í.Í. Ìàëèíèí. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè è ïîë-
çó÷åñòè. ¾Ìàøèíîñòðîåíèå¿, 1975, 400ñ.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîé

äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
Ì.Á. Âèðà, Â.Ï. ßêîâåö

(Óêðàèíà, Íåæèí, ÍÃÓ èì. Í.Ãîãîëÿ; VyraMaryna@mail.ru,
Êèåâ, Óíèâåðñèòåò ìåíåäæìåíòà îáðàçîâàíèÿ ÀÏÍ Óêðàèíû;

Vasyl.Yakovets@gmail.com )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è

εhB(t)
dx

dt
= A(t, ε)x + f(t, ε); (1)

Px(0, ε) + Qx(1, ε) = d(ε), (2)

ãäå x(t, ε) � èñêîìûé n−ìåðíûé âåêòîð, t ∈ [0; 1], ε ∈ (0; ε0] � ìàëûé âå-
ùåñòâåííûé ïàðàìåòð, h ∈ N ; A(t, ε), B(t) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû n−ãî
ïîðÿäêà; P,Q � l × n-ìàòðèöû ñ ïîñòîÿííûìè åëåìåíòàìè; f(t, ε), d(ε) �
ñîîòâåòñòâåííî çàäàííûå l− è n−ìåðíûå âåêòîðû.

Ïðè ýòîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) det B(t) = 0,∀t ∈ [0; 1];
2) ìàòðèöà A(t, ε) è âåêòîð f(t, ε) äîïóñêàþò íà îòðåçêå [0; 1] ðàâíîìåðíûå

àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ:

A(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkAk(t), f(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkfk(t),
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3) êîåôèöèåíòû fk(t), Ak(t) è ìàòðèöà B(t) - áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðî-
âàíû íà îòðåçêå [0; 1];

4) ïðåäåëüíûé ïó÷îê ìàòðèö

A0(t)− λB(t) (3)

ðåãóëÿðíûé ïðè âñåõ t ∈ [0; 1] è èìååò ïîñòîÿííóþ êðîíåêåðîâó ñòðóêòóðó.
Â ðàáîòàõ [1],[3] ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è âèäà (1), (2), â êîòîðûõ

B(t) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Íàìè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1 [2]. Åñëè ïðåäåëüíûé ïó÷îê ìàòðèö (3) èìååò n− 1 ïðîñòûõ

êîíå÷íûõ åëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé λ− λi(t), i = 1, n− 1 è ïðîñòîé áåñêîíå÷-
íûé, à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1◦detA0(t) 6= 0, ∀t ∈ [0; 1];
2◦Reλi(t) < 0, i = 1, n− 1,∀t ∈ [0; 1];
3◦rankQ0(ε) = n− 1,
4◦PQ∗0(ε)[lk −Q1(ε)c̃k−1(ε)− . . .−Qk(ε)c̃0(ε)] = 0, k = 0, 1, ...,
ãäå

Qk(ε) = [Mu
(1)
k (0) + Nu

(1)
k (1) exp(ε−h

∫ 1

0

λ1(t, ε)dt), . . . ,

Mu
(n−1)
k (0) + Nu

(n−1)
k (1) exp(ε−h

∫ 1

0

λn−1(t, ε)dt)],

lk = dk −Mṽk(0)−Nṽk(1),

PQ∗0(ε) � ìàòðèöà-îðòîïðîýêòîð [1], òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε êðàåâàÿ çàäà-
÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà

x(t, ε) =
n−1∑
i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

t∫

0

λi(t, ε)dt)c̃(i)
m (ε) + vm(t, ε) + O(εm−h+1),

ãäå u
(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; vm(t, ε) � n−ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, λi(t, ε),

i = 1, n− 1 � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, èçîáðàæàþùèåñÿ ðàçëîæåíèÿìè

u(i)
m (t, ε) =

m∑

k=0

εku
(i)
k (t), λi(t, ε) = λi(t) +

h−1∑

k=1

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1,

ṽm(t, ε) =
m∑

k=0

εkṽk(t).

Òåîðåìà 2. Åñëè ïðåäåëüíûé ïó÷îê ìàòðèö (3) èìååò êîíå÷íûé åëåìåí-
òàðíûé äåëèòåëü (λ − λ0)

p êðàòíîñòüþ p è îäèí áåñêîíå÷íûé êðàòíîñòüþ q
(q + p = n), à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

1◦λ0(t) 6= 0,∀t ∈ [0; 1];
2◦Reλ0(t) < 0,∀t ∈ [0; 1];
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3◦Re(Γ1ϕ̃, ψ̃) > 0, ∀t ∈ [0; 1],ãäå Γ1 = A1 − B d
dt

; ϕ̃(t), ψ̃(t) � íóëè ìàòðèö
B(t) è B∗(t) ñîîòâåòñòâåííî;

4◦rankQ(ε) = n− 1, ãäå

Q(ε) = MU(0, ε) + NU(1, ε)exp(ε−1

∫ 1

0

Λ(t, ε)dt),

U(t, ε) = [u1(t, µ1), . . . , up(t, µ1)), v1(t, µ2), . . . , vq−1(t, µ2))],

Λ(t, ε) = diag{λ1(t, µ1), . . . , λp(t, µ1),
1

ξ1(t, µ2)
, . . . ,

1

ξq−1(t, µ2)
},

µ1 = ε
1
p , µ2 = ε

1
q−1 ,

5◦PQ∗l(ε) = 0, ãäå l(ε) = d(ε) − Mṽ(0, ε) − Nṽ(1, ε), òî ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2)(ïðè h = 1) èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðåøåíèå âèäà

x(t, ε) =

p∑
i=1

u(i)
m (t, µ1)exp(ε−1

∫ t

0

(λ0(t) + λi(t, µ1))dt)c(i)
m (µ)+

+

q−1∑
j=1

v(j)
m (t, µ2)exp(ε−1

∫ t

0

dt

ξj(t, µ2)
)c(j)

m (µ) + ṽm(t, µ) + O(εα−1− p−1
p ),

ãäå α = min(m+2
q−1

, m+2
p

), u
(i)
m (t, µ1), i = 1, p, v

(j)
m (t, µ2), ṽm(t, ε)− n−ìåðíûå

âåêòîð-ôóíêöèè, λi(t, µ1), i = 1, p, ξj(t, µ2), j = 1, q − 1 � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè
èçîáðàæàþùèåñÿ ðàçëîæåíèÿìè

u(i)
m (t, µ1) = µ

−(p−1)
1

m∑

k=0

µk
1u

(i)
k (t); λi(t, µ1) = λ0(t) +

p−1∑

k=1

µk
1λ

(i)
k (t); i = 1, p;

v(j)
m (t, µ2) = µ

−(q−2)
2

m∑

k=0

µk
2v

(j)
k (t); ξj(t, µ2) =

q∑

k=1

µk
2ξ

(j)
k (t), j = 1, q − 1,

µ1 = p
√

ε, µ2 = q−1
√

ε, µ = p(q−1)
√

ε.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áîé÷óê À.À., Æóðàâë¼â Â.Ô., Ñàìîéëåíêî À.Ì. Îáî-
áù¼ííî-îáðàòíûå îïåðàòîðû è íåòåðîâû êðàåâûå çàäà÷è. � Ê.: Iíñòèòóò ìàòå-
ìàòèêè. 1995. � 318 ñ. 2. Âiðà Ì.Á. Àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
ëiíiéíî¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè // Äèíà-
ìè÷åñêèå ñèñòåìû. � Ñèìôåðîïîëü. - 2009. - Âûï. 26 - Ñ.13-24. 3. Êàðàí-
äæóëîâ Ë.È., Áîé÷óê À.À., Áîæêî Â.À. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøå-
íèé ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîé ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è // Äîêë. ÍÀÍ Óêðà-
èíû. � Êèåâ. - 1994. - �4 - Ñ.7-10.
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Î ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å Ñòåôàíà ñ êëàññè÷åñêèì
óñëîâèåì

Â.È. Âîéòèöêèé
(Ñèìôåðîïîëü, ÒÍÓ; victor.voytitsky@gmail.com )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à:

−∆uj = λuj (â Ωj), j = 1, 2, (1)
∂u1

∂n
− ∂u2

∂n
= −λζ (íà Γ), (2)

u1 + ϕ1(x)ζ = 0 (íà Γ), (3)
u2 + ϕ2(x)ζ = 0 (íà Γ), (4)

uj = 0 (íà Sj). (5)

Çäåñü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè uj(x) çàäàíû â îáëàñòÿõ Ωj ⊂ Rm ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé Γ ∪ Sj, ôóíêöèÿ ζ(x) çàäàíà íà îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû Γ. Çàäàííûå
ôóíêöèè ϕj(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ϕj(x) ∈ C(Γ) : 0 < αj ≤ ϕj(x) ≤ βj ≤ +∞, j = 1, 2. (6)

Äàííàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò ïîâåäåíèå íîðìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Ñòåôàíà
ñ êëàññè÷åñêèì óñëîâèåì íà ìàëîì îòðåçêå âðåìåíè.

Äîêàçàíî, ÷òî èç ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ çàäà÷è (1)�(5) ìîæíî ñîñòà-
âèòü áàçèñ Àáåëÿ-Ëèáñêîãî â ïðîñòðàíñòâå F0 := {u = (u1, u2) ∈ H1

0,S1
⊕

H1
0,S2

, ϕ2(x)u1 = ϕ1(x)u2}. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ζ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò-
ñÿ ïî u.

Ñïåêòð çàäà÷è (1)�(5) ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ êîíå÷íîêðàòíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λn ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé +∞. Ïðè ýòîì äëÿ
ëþáîãî ε > 0 âñå λn çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà ëåæàò â
óãëå −ε < arg λn < ε, ïðè÷åì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

|λn| ≥ cn
1

m−1 , (7)
ãäå íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà c > 0, à m � ðàçìåðíîñòü îáëàñòåé Ωj.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ϕ1(x)/ϕ2(x) = const > 0,
çàäà÷à (1)�(5) èìååò ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â F0, à ñïåêòð
ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíûõ êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn òàêèõ,
÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà c1n

1
m−1 ≤

λn ≤ c2n
1

m−1 .
Ëèòåðàòóðà. 1. Visintin A. Models of Phase Transitions // Progress in

Nonlinear Di�erential Equations and Their Applications, Boston: Birkh�auser. �
1996. � Vol. 28. � 322 pp. 2. Birman M.S., Solomjak M.Z. Spectral Theory of Self-
Adjoint Operators in Hilbert Space. � Dordrecht: D.Reidel Publishing Company,
1987. � 300 pp. 3. Ãîõáåðã È.Ö., Êðåéí Ì.Ã. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ
íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. � Ì.: Íàóêà,
1965. � 448 ñ.
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Îöåíêè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
À.À. Âîðîáüåâ

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; antonvsu@gmail.com)

Ïóñòü H - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è EndH - áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåé-
íûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H. Ñèìâîëîì `p = `p(Z, H),
ãäå p ∈ [1,∞] îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé âåêòîðîâ èç H, ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ p äëÿ p ∈ [1,∞) è
îãðàíè÷åííûõ äëÿ p = ∞, ñ íîðìîé

‖x‖p = (
∑

n∈Z
‖x(n)‖p)1/p, 1 ≤ p ≤ +∞, ‖x‖∞ = sup

k∈Z
‖x(n)‖,

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ âèäà

x(n)− Ax(n− 1) = f(n),

ãäå x,f - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç `p, p ∈ [1,∞], à A ∈ EndH - ëèíåéíûé
îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñëåäóþùåå óñëîâèå

σ(A) ∩ T = ∅, (1)

ãäå T = {λ ∈ : |λ| = 1}. Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà
A ïðåäñòàâèì â âèäå σ(A) = σint ∪ σout, ãäå σint = {λ ∈ σ(A) : |λ| < 1},
σout = {λ ∈ σ(A) : |λ| > 1}. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî H ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå

H = Hint ⊕Hout,

ãäå Hint = ImPint - îáðàç ïðîåêòîðà Ðèññà, ïîñòðîåííîãî ïî ñïåêòðàëüíîé
êîìïîíåíòå σint è Hout = ImPout, ãäå Pout = I − Pint. Ïîäïðîñòðàíñòâà Hint è
Hout èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A. Ïîýòîìó îí ïðåäñòàâèì â âèäå
A = Aint⊕Aout, ãäå Aint è Aout - ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà Hint è Hout ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðè÷åì σ(Aint) = σint è σ(Aout) = σout. Ñëåäîâàòåëüíî, r(Aint) < 1.
Îïåðàòîð Aout îáðàòèì è r(A−1

out) < 1.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçíîñòíûé îïåðàòîð (Dx)(n) = x(n) − Ax(n − 1), n ∈

Z, x ∈ `p = `p(Z, X) áûë îáðàòèì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü óñëîâèå (1). Òîãäà îáðàòíûé îïåðàòîð èìååò âèä

(D−1f)(n) =
∑

k∈Z
G(n− k)f(k), n ∈ Z, x ∈ `p = `p(Z, H), (2)

ãäå f ∈ `p, n ∈ Z. Ôóíêöèÿ G : Z −→ EndH, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

G(n) =

{
AnPint, n ≥ 0,
−B−nPout, n < 0,

(3)

ãäå îïåðàòîð B ∈ EndH îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé: Bx = 0, x ∈
ImP , ABy = BAy = y, y ∈ D(A)∩ImQ (ò.å. B ñîâïàäàåò íà ImQ ñ îáðàòíûì
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ê ñóæåíèþ A íà ImQ ∩ D(A)). Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ìîæíî íàéòè â
ñòàòüå [1].

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà G(k) çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî m ∈ N
òàêîå, ÷òî 1 < m < k, è ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

γm(A) = sup
γ∈T

‖Rm(γ,A)‖ 1
m . (4)

Òîãäà k ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå k = lm + p, ãäå 0 ≤ p ≤ m− 1 � îñòàòîê.
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1 Äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà (3) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖G(k)‖ ≤ C

4k

√
k dist(σ(A),T)−l,

ãäå C = 2 max
0≤p≤m−1

‖ sup
0≤t≤2π

Rp+1(eit, A)‖ max
0≤p≤m−1

1
γm(A)p .

Ñëåäñòâèå 1 Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè m = 1, ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

γ(A) = sup
γ∈T

‖R(γ, A)‖.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖G(k)‖ ≤ 1

4k
2
√

k γ(A)(k+1).

Òåîðåìà 2 Äëÿ îïåðàòîðà (2) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖D−1‖ ≤ 2C(
1

1− γm(A)
4

)2.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã., Ïàñòóõîâ À.È. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðà-
òîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôèöèåíòàìè.
// Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2001. Ò.42. �.6 � C.1231-1242. 2.
Baskakov A.G., Krishtal I.A. Math. Anal. Appl. 2005. V. 38. P. 420-439.

Î áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè íåñåïàðàáåëüíûõ âñïëåñêîâ
òèïà Ìåéåðà â ïðîñòðàíñòâàõ Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ

Ñ.À. Ãàðüêîâñêàÿ
(Âîðîíåæ; GarkovskayaSA@yandex.ru)

Ïóñòü ϕ, ψ ∈ L2(R2) � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ òèïà Ìåéåðà è âñïëåñê-
ôóíêöèÿ òèïà Ìåéåðà, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîìàñøòàáíîìó àíàëèçó ñ ìàò-
ðè÷íûì êîýôôèöèåíòîì ðàñøèðåíèÿ M , ãäå M � öåëî÷èñëåííàÿ ðàñòÿãèâà-
þùàÿ ìàòðèöà, det M = ±2. Ïîñòðîåíèå íåñåïàðàáåëüíûõ âñïëåñêîâ òèïà
Ìåéåðà äëÿ òàêèõ ìàòðèö îïèñàíî â [1]. Îáîçíà÷èì

ψj,k(x) := |detM |j/2ψ(M jx− k)äëÿ j ∈ Z, k ∈ Zn.
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Òåîðåìà: Ñèñòåìà Ψ = {ϕ0k, ψjk}j=0,1,2,..., k∈Z2 îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R2)
è îáðàçóåò áåçóñëîâíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâàõ F s

p,q(R2) ïðè 1 < q 6 ∞,
1 < p < ∞, òî åñòü äëÿ ëþáîé f ∈ F s

p,q(R2)

f =
∑

k∈Z2

c0
0ϕ0k +

∞∑
j=0

∑

k∈Z2

cjkψjk è

∥∥∥f |F s
p,q(R2)

∥∥∥ ∼
∥∥∥
(( ∑

k∈Z2

|c0
0k|χ̃B0k

)q

+

+
∞∑

j=1

2jsq
( ∑

k∈Z2

|c(j−1)k|χ̃B(j−1)k

)q)1/q

, Lp

∥∥∥,

ãäå Bjk := {x| x1 ∈ M−j
(
[k1, k1 +1]× [k2, k2 +1]

)
} ïðè j = 0, 1, 2, . . . , k ∈ Z2 è

χ̃Bjk
(x) � íîðìèðîâàííûå â L2(R2) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ

Bjk.
Âîïðîñ î áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà è Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ ñè-

ñòåìû ñåïàðàáåëüíûõ âñïëåñêîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå âñïëåñêîâ Ìåéåðà-
Äàâèäà, èçó÷åí â [2]. Áàçèñíîñòü íåñåïàðàáåëüíûõ âñïëåñêîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
Áåñîâà ðàññìîòðåíà â [3].

Ëèòåðàòóðà 1. M. Bownik M., D. Speegle, Meyer Type Wavelet Bases in
R2, Journal of Approximation Theory 116 (2002), pp.49-75. 2. Íîâèêîâ È.ß.,
Ïðîòàñîâ Â.Þ., Ñêîïèíà Ì.À. Òåîðèÿ âñïëåñêîâ. Ì: Ôèçìàòëèò, 2005. 3.
M. Lindemann Approximation Properties of Non-Separable Wavelet Bases with
Isotropic Scaling Matrices and their Relations to Besov Spaces, University Bre-
men, 2005.

Âñåðîññèéñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà "Èíôîðìàòèêà.
Ïðîãðàììèðîâàíèå. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè"è

ñîâðåìåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå
Î.Ä. Ãîðáåíêî, À.Å. Ïîëÿêîâ, Î.Ô. Óñêîâà

Âñåðîññèéñêèå ïðåäìåòíûå ñòóäåí÷åñêèå îëèìïèàäû ïðîâîäÿòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðèêàçîì Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ ñ öåëüþ ïîâû-
øåíèÿ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè êâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ, ïîâûøåíèÿ
ó ñòóäåíòîâ èíòåðåñà ê ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè è áóäóùåé ïðîôåññèè. Âîðî-
íåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ñåìè ëåò ÿâëÿ-
åòñÿ áàçîâûì ó÷åáíûì çàâåäåíèåì ïðîâåäåíèÿ òðåòüåãî òóðà Âñåðîññèéñêîé
ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû "Èíôîðìàòèêà. Ïðîãðàììèðîâàíèå. Èíôîðìàöè-
îííûå òåõíîëîãèè". Îëèìïèàäà 2009 ãîäà ïðîâîäèëàñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðè-
êàçîì Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ �254 îò 13 ìàðòà 2009 ãî-
äà "Îá îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèè Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû â
2009 ãîäó"è áûëà ïîñâÿùåíà ñîðîêàëåòèþ îáðàçîâàíèÿ ôàêóëüòåòà ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
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óíèâåðñèòåòà. Ïðåäûäóùàÿ, øåñòàÿ, Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî èíôîðìà-
òèêå ïîñâÿùàëàñü 60-ëåòèþ Ðîññèéñêîé èíôîðìàòèêè, ñòàíîâëåíèå êîòîðîé
ñâÿçàíî ñ èìåíåì èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà, ïðîôåññîðà Ñ.Ã. Êðåéíà, êîòîðûé
â 60 - 70 ãîäû äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ âîçãëàâëÿë â Âîðîíåæñêîì óíèâåðñè-
òåòå êàôåäðó âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Ñåëèì Ãðèãîðüåâè÷ áûë îäíèì
èç àâòîðîâ ïåðâîé â Ñîâåòñêîì Ñîþçå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ îäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìíîãîëåòíèé îïûò ïðîâåäåíèÿ Âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàä ïî èíôîðìàòèêå
ïîçâîëèë âûðàáîòàòü îïðåäåëåííûå òðàäèöèè è èííîâàöèè, êîòîðûå ïîëó-
÷èëè ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ. Ïðè
ðàçðàáîòêå îëèìïèàäíûõ çàäàíèé æþðè èñõîäèëî èç òîãî, ÷òî èíôîðìàòèêà,
êàê èíäóñòðèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ äèñöèïëèíîé, èíòåãðè-
ðóþùåé çíàíèÿ èç äðóãèõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ìàòåìà-
òè÷åñêèå çíàíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ è ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ
ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì. Êàê ïðàâèëî, â îëèìïèàäíûõ çàäàíèÿõ
òðåáóþòñÿ çíàíèÿ òàêèõ ðàçäåëîâ âóçîâñêîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, êàê ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, àíàëèòè÷åñêàÿ è äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, òåîðèÿ
ãðàôîâ.

Ïðèâåäåì îäíó èç çàäà÷, ïðåäëîæåííûõ ó÷àñòíèêàì îñíîâíîãî ýòàïà Ñåäü-
ìîé Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû "Èíôîðìàòèêà. Ïðîãðàììèðî-
âàíèå. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè", êîòîðûé ïðîõîäèë â Âîðîíåæñêîì óíè-
âåðñèòåòå â îêòÿáðå 2009 ãîäà.

Â êà÷åñòâå òðåõìåðíîé ìîäåëè ïðîæåêòîðà ðàññìîòðèì êðóãîâîé êîíóñ, â
âåðøèíå êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà. Ïîëîæåíèå ïðî-
æåêòîðà çàäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè âåðøèíû êîíóñà
(xc, yc, zc), âåëè÷èíîé óãëà ðàñòâîðà êîíóñà ϕ (0 < ϕ < 450) è êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà (u, v, w), çàäàþùåãî íàïðàâëåíèå åãî îñè. Íà ñöåíå òàêæå èìååòñÿ
íåñêîëüêî øàðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè öåíòðà
(xi, yi, zi) è ðàäèóñîì Ri (1 ≤ i ≤ n). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî øàðû ÿâëÿþò-
ñÿ íåïðîçðà÷íûìè, à ñâåòîâûå ëó÷è îò èñòî÷íèêà ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
âíóòðè êîíóñà òîëüêî ïðÿìîëèíåéíî (áåç îòðàæåíèÿ îò øàðîâ).

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñöåíà çàäàíà êîððåêòíî, åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íå ëåæèò íà
ãðàíèöå èëè âíóòðè êàêîãî-ëèáî øàðà, à ñàìè øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êàæ-
äûé øàð ïðåäïîëàãàåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì (ò.å. äâà øàðà ñîïðèêàñàþ-
ùèåñÿ ãðàíèöàìè íå ïåðåñåêàþòñÿ), à êîíóñ, íàïðîòèâ, ñ÷èòàåòñÿ ìíîæåñòâîì
çàìêíóòûì (ò.å. ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è âäîëü ãðàíèö êîíóñà). Áóäåì íàçû-
âàòü øàð ïîëíîñòüþ îñâåùåííûì, åñëè îí ëåæèò âíóòðè êîíóñà, è íà íåãî
íå ïàäàåò òåíü îò êàêèõ-ëèáî äðóãèõ øàðîâ. Òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàì-
ìó, êîòîðàÿ ïî çàäàííûì ïàðàìåòðàì ñöåíû ïðîâåðÿåò åå êîððåêòíîñòü è
âû÷èñëÿåò êîëè÷åñòâî ïîëíîñòüþ îñâåùåííûõ øàðîâ (íà ðèñóíêå ïîëíîñòüþ
îñâåùåííûìè ÿâëÿþòñÿ øàðû 1 è 2).

Âõîäíûå äàííûå
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Ôàéë input.txt ñîäåðæèò â ïåðâîé ñòðîêå êîîðäèíàòû âåðøèíû êîíóñà
(xc, yc, zc), âî âòîðîé ñòðîêå - êîîðäèíàòû âåêòîðà (u, v, w), çàäàþùåãî íà-
ïðàâëåíèå îñè ïðîæåêòîðà, â òðåòüåé ñòðîêå - âåëè÷èíó óãëà ϕ è â ÷åòâåðòîé
- ÷èñëî øàðîâ n. Âåëè÷èíû xc, yc, zc, ϕ, u, v, w � öåëûå ÷èñëà èç äèàïàçîíà îò
-1000 äî 1000. Êàæäàÿ èç n ïîñëåäóþùèõ ñòðîê ôàéëà (0 ≤ n ≤ 20) ñîäåðæèò
÷åòûðå öåëûõ ÷èñëà - êîîðäèíàòû öåíòðà î÷åðåäíîãî øàðà â ïðîñòðàíñòâå è
åãî ðàäèóñ. Âñå ÷èñëà â ôàéëå îòäåëåíû äðóã îò äðóãà ïðîáåëàìè.

Âûõîäíûå äàííûå
Ôàéë output.txt äîëæåí ñîäåðæàòü ñëîâî "INCORRECT", åñëè ñöåíà çàäà-

íà íåêîððåêòíî, èëè öåëîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî ïîëíîñòüþ îñâåùåííûõ øàðîâ.
Ïîäîáíûé ïîäõîä ê ðàçðàáîòêå çàäàíèé æþðè èñïîëüçóåò óæå â òå÷åíèå ðÿ-
äà ëåò, ïîýòîìó ñòóäåíòû ïðè ïîäãîòîâêå ê ó÷àñòèþ â âîðîíåæñêîé îëèìïèà-
äå ïî èíôîðìàòèêå ïàðàëëåëüíî óãëóáëÿþò çíàíèÿ ïî ðàçäåëàì âóçîâñêèõ
êóðñîâ ìàòåìàòèêè. Êàê è îëèìïèàäû ïðåæíèõ ëåò, íûíåøíÿÿ îëèìïèàäà
ïðîâîäèëàñü â äâà ýòàïà. Â ïåðâîì, çàî÷íîì, ýòàïå, êîòîðûé ïðîâîäèëñÿ â
òåëåêîììóíèêàöèîííîì ðåæèìå, ïðèíÿëî ó÷àñòèå ñâûøå 500 ñòóäåíòîâ èç 35
ãîðîäîâ Ðîññèè. Ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ðåæèìà îñíîâûâàëàñü íà ïðîãðàììíîì
îáåñïå÷åíèè, ðàçðàáîòàííîì ñòóäåíòàìè ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-
êè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè. Â îñíîâíîé ýòàï ïðîøëè 40 èíîãîðîäíèõ è
30 âîðîíåæñêèõ ñòóäåíòîâ. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè ñòóäåíòû Ñà-
ðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.Í.×åðíûøåâñêîãî è Âîðîíåæ-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ïîáåäèòåëü îëèìïèàäû, ñòóäåíò Ñà-
ðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà Ä.Ëåâøóíîâ è ïðèçåðû ñòóäåíò Âîðîíåæñêîãî óíè-
âåðñèòåòà Ñ.Áàáêèí è ñòóäåíò Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà À.Ðàõîâ ïðåäñòàâ-
ëåíû ê íàãðàæäåíèþ ïðåìèåé Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ â ðàìêàõ ïðåçèäåíòñêîé
ïðîãðàììû "Ïîääåðæêà òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè".
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Èòåðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà Ñòåïàíîâà â R1 è
ïîëóãðóïïû Ãàóññà-Âåéåðøòðàññà

Â.À. Ãîðëîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; gorlov.vladimir@gmail.com)

Ìíîæåñòâî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ íà R1 ôóíêöèé f(x) îïðåäåëåííûõ
íîðìîé

‖f‖
S

(m)
p

= sup
t∈R1




1
m∏

i=1

li

∫ lm

0

. . .

∫ l1

0

|f(t +
m∑

i=1

xi)|pdx1 . . . dxm




1
p

, (1)

ãäå li > 0, áóäåì íàçûâàòü èòåðàöèîííûìè (ïî m = 1, 2, . . . ) ïðîñòðàíñòâàìè
Ñòåïàíîâà m-ãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü z = a + ib- êîìïëåêñíîå ÷èñëî è

Gz(x) =
1

2
√

πz
exp(−x2

4z
), x ∈ R, Rez > a > 0 (2)

Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ:

(U(z)u)(x) = Gz(x) ∗ u(x) =

∫

R

Gz(s)u(x− s) ds. (3)

îáðàçóåò ïîëóãðóïïó ãàóññà-Âåéåðøòðàññà.
Òåîðåìà. Ïðè êàæäîì z : Rez > 0, îïåðàòîðû U(z) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

è íåïðåðûâíûìè â ïðîñòðàíñòâå S
(m)
p , ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

‖U(z)u‖
S

(m)
p

≤ |z|
Rez

‖u‖
S

(m)
p

(4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ (3) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé, ïðè t ≥ 0,
C0-ïîëóãðóïïîé, àíàëèòè÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè Rez > 0, â ïðîñòðàíñòâå
S

(m)
p .
Ëèòåðàòóðà 1. Êîñòèí À.Â. Ê òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ñòåïàíîâà. / À.Â. Êîñòèí, Â.À. Êîñòèí, � Âîðîíåæ, ÂÃÓ. 2007.� Ñ.259. 2.
Ñòåïàíîâ Â.Â. Î ìåòðèêå â ïðîñòðàíñòâå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé S2

/ Â.Â. Ñòåïàíîâ, - ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ò. LXIV, 3 (1949), ñ. 171.
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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì è ñåäëî íà
áåñêîíå÷íîñòè
Ã.Ý. Ãðèøàíèíà

(Äóáíà, Ìåæäóíàð. óí-ò ïðèðîäû, îá-âà è ÷åëîâåêà "Äóáíà";
anora66@mail.ru )

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
x′ = F (x), x ∈ Rn, (1)

ãäå F : Rn 7→ Rn - íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
êàæäîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (1) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì x(0) = y è ïðîäîëæèìî íà âñåé îñè (−∞, +∞). ×åðåç ϕ(t, y) îáîçíà-
÷èì ðåøåíèå x(t), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = y, òî åñòü
ϕ(0, y) = y. Ïóñòü x0- ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1): F (x0) = 0.

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x(t) ≡ x0 íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó)[1-
3], åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî |ϕ(t, y) − x0| <
ε, ∀(t, y) : t ≥ 0, |y − x0| < δ (|.| - íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Rn ); íàçûâàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî è äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0
limt→∞ |ϕ(t, y)− x0| = 0,∀y : |y − x0| < δ0; íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì â öåëîì, åñëè îíî óñòîé÷èâî è limt→∞ |ϕ(t, y)− x0| = 0,∀y ∈ Rn.

Ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîâåäå-
íèåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì ïðèâåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå, õàðàêòåðèçóþùåå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) íà áåñêîíå÷íîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò ñåä-
ëî íà áåñêîíå÷íîñòè [1], åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé xk(t)
ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

sup
k

(|xk(0)|+ |xk(Tk)|) < ∞, lim
k→∞

max
0≤t≤Tk

|xk(t)| = ∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x(t) ≡ x0 ñèñòåìû (1) àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì. Òîãäà ñèñòåìà (1) íå èìååò îãðàíè÷åííûõ
íà âñåé îñè ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò x(t) ≡ x0 è íå èìååò ñåäëà íà áåñêîíå÷-
íîñòè.

Òåîðåìà 1 äîïóñêàåò îáðàùåíèå, à èìåííî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x(t) ≡ x0 ñèñòåìû (1) óñòîé-

÷èâî. Ïóñòü ñèñòåìà (1) íå èìååò îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ x(t) ≡ x0, è íå èìååò ñåäëà íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x(t) ≡ x0 ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
â öåëîì.

Îòìåòèì îäíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1), íå èìå-
þùåé ñåäëà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1) íå èìåëà ñåäëà íà áåñêîíå÷-
íîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåóáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ σ(u), 0 ≤ u < ∞ òàêàÿ, ÷òî |x(t)| ≤ σ(|x(0)|+|x(T )|) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
x(t), è ëþáîãî T > 0.
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Ëèòåðàòóðà. 1. Íåìûöêèé Â. Â., Ñòåïàíîâ Â. Â. Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.;Ë.;Ãîñòåõèçäàò, 1949. 550 ñ. 2. Êðàñîâ-
ñêèé Í. Í. Íåêîòîðûå çàäà÷è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ Ì.; Ôèçìàòãèç,
1959. 211 ñ. 3. Áàðáàøèí Å. À. Êðàñîâñêèé Í. Í. Î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì, ÏÌÌ, 18, âûï. 3
(1954), 445-450.

Î ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ
ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ

íåëîêàëüíûì óñëîâèåì
Ä.Ê. Ãóòíîâà

(Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ; gutnova@mail.ru)

Â îáëàñòè D ≡ {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x, t)

∂u

∂x

]
+

∂

∂t

∂

∂x

[
k(x, t)

∂u

∂x

]
+f(x, t) ïðè 0 < x < l, 0 < t 6 T, (1)

k
∂u

∂x
+

∂

∂t

(
k
∂u

∂x

)
= β1(t)u +

l∫

0

udx− µ1(t), ïðè x = 0, 0 6 t 6 T,

−
[
k
∂u

∂x
+

∂

∂t

(
k
∂u

∂x

)]
= β2(t)u− µ2(t), ïðè x = l, 0 6 t 6 T,

(2)

u(x, 0) = u0(x), ïðè 0 6 x 6 l, (3)

ãäå
0 < c1 6 k(x, t) 6 c2, |kt(x, t)|, |β2|, |β1| 6 c3. (4)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñóùåñòâó-
åò, u(x, t) ∈ C(2,1)(D) ∩ C(1,1)(D), k(x, t) ∈ C(0,1)(D), f ∈ C(D), β1(t), β2(t) ∈
C[0, T ], ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖u‖2
W 1

2
6 M




t∫

0

F (τ)dτ + ‖u0‖2
0 + ‖u0x‖2

0


 ,

èç êîòîðîé ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) è íåïðåðûâíàÿ
çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (0, l).
Äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1)-(3) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíàÿ

ñõåìà, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò åå ñ ïîðÿäêîì O(h2 + τ).

yt̄ = Λ̄y + Φ, (5)

y(x, 0) = u0(x), (6)
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ãäå

Λ̄y =





a1yx,0+(a1yx,0)t̄−β1y0

0,5h
− 1

0,5h

N∑
i=1

yi~, åñëè x = 0,

(ayx̄)x + (ayx̄)xt̄ , ïðè x ∈ ωh,

−aNyx̄,N+(aNyx̄,N )t̄+β2yN

0,5h
, ïðè x = l,

Φ =





µ̄1, åñëè x = 0,

ϕ, ïðè x ∈ ωh,

µ̄2, ïðè x = l.

Ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖yj+1]|20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 6 MF j,

èç êîòîðîé ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû ñî ñêîðî-
ñòüþ O(h2 + τ).

Ëèòåðàòóðà. 1. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè. Ì.: Íàóêà, 1973, 407 ñ. 2. Ñàìàðñêèé À.À., Ãóëèí À.Â. Óñòîé÷èâîñòü
ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1973. 3. Ñàìàðñêèé À.À., Ãóëèí À.Â. ×èñëåííûå
ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1989.

Ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü îäíîãî êëàññà ïîëóëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ï.Í. Äàâûäîâ, Â.Å. Ôåäîðîâ
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; davydov@csu.ru, kar@csu.ru)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òè-
ïà {

Lu̇(t) = Mu(t) + N(t, u(t)),

u(0) = u0.
(1)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí [1], ìíîæåñòâî V =
U ∩ (R × U1) îòêðûòî â R × U, ñóæåíèå îïåðàòîðà N : U → F íà ìíîæå-
ñòâî V íåïðåðûâíî ïî t, ëîêàëüíî ëèïøèöåâî ïî u, imN ⊂ F1. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ (t0, u0) ∈ V ñóùåñòâóåò òàêîå T (t0, u0) > 0, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà (t0, t0 + T ) .

Ïðèìåð. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà
C∞, n ≤ 3, g : R× Ω× R→ R.





(λ−∆)zt(x, t) = α∆z(x, t) + (λ−∆)g(t, x, z(x, t)), (x, t) ∈ Ω× J,

z(x, t0) = z0(x), x ∈ Ω,

z|∂Ω = 0, t ∈ J.

(2)

Ýòî íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà Áàðåíáëàòà � Æåëòîâà �
Êî÷èíîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ � òî÷êà ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ {u ∈ H2(Ω) : u|∂Ω = 0}. Ñëàãàåìîå (λ−∆)g(t, x, z) èãðàåò
ðîëü âíåøíåé íàãðóçêè, çàâèñÿùåé â òîì ÷èñëå îò äàâëåíèÿ.
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Ïóñòü g : R×Ω×R→ R òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è z,
êðîìå òîãî, îíà ñàìà è âñå åå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî
ïî âòîðîé è òðåòüåé ïåðåìåííûì íåïðåðûâíû ïî t. Âîçüìåì U = H2(Ω),
F = L2(Ω), u(t) = z(·, t), N(t, u(t)) = g(t, ·, z(·, t)). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå c > 0,
÷òî ïðè âñåõ (t, u1), (t, u2) ∈ O ‖N(t, u1) − N(t, u2)‖F ≤ c‖u1 − u2‖U. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è (2) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1 î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè.

Ëèòåðàòóðà 1. Sviridyuk G.A., Fedorov V.E. Linear Sobolev Type Equa-
tions and Degenerate Semigroups of Operators. Boston: VSP. 2003. � 179 ñ.

Ïðèìåðû àôôèííî-îäíîðîäíûõ âåùåñòâåííûõ
èíäåôèíèòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Ì.Ñ. Äàíèëîâ, Â.Ê. Åâ÷åíêî
(Âîðîíåæ, ÂÃÀÑÓ, damased@yandex.ru, lera_evk@mail.ru )

Â çàâèñèìîñòè îò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(z1, z2) 6= 0 èç óðàâíåíèÿ

Imz3 = |z1|2 − |z2|2 + Q(z1, z2) + Q(z1, z2) +
∑

k≥3

Fk(z1, z2, z̄1, z̄2, Rez3)

èíäåôèíèòíûå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâà
C3 ðàñïàäàþòñÿ (ñì. [1]) íà 3 òèïà.

Òåîðåìà. Âî âñåõ òðåõ òèïàõ èìåþòñÿ ñåìåéñòâà àôôèííî-ðàçëè÷íûõ
àôôèííî-îäíîðîäíûõ èíäåôèíèòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïðî-
ñòðàíñòâà C3. Óðàâíåíèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé èìåþò âèä:
1) ýëëèïòè÷åñêèé òèï:

a) y3 = A1x1x2 + A2y1y2 + A3x
2
2 + A4y

2
2 + x2(A5x

2
2 + A6y

3
2)+

+(C0 + C1x1 + C2x2 + C3x
2
2 + C4y

2
2)

3
2 ,

b) y3 = T1(x1x2 + y1y2) + T2(x
2
2 + y2

2) + T1x
3
2 + T3y

3
2 + T4x2y

2
2;

2) ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï:

y3 = (A1x1x2 + A2y1y2) + x2(A3x
2
2 + A4y

2
2) + (C0 + C1x1 + C2x

2
2 + C3y

2
2)

3
2 ;

3) ïàðàáîëè÷åñêèé òèï:

y3 = 2(x1x2 + y1y2) + (x2
2 − 3y2

2) + T1x
3
2 − T2y

3
2.

Êîýôôèöèåíòû ïîâåðõíîñòåé èç ïï. 1à) è 2) çàâèñÿò îò 2-õ âåùåñòâåííûõ
ïàðàìåòðîâ, èç ïï. 1b) è 3) � îò îäíîãî.

Ëèòåðàòóðà. 1. Äàíèëîâ Ì.Ñ. Ïðîäîëæåíèå ìàòðè÷íûõ àëãåáð Ëè è
èíäåôèíèòíûå îäíîðîäíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè â C3 // Òðóäû ìàòåì. öåíòðà
èì. Ëîáà÷åâñêîãî, Ò. 38. Ìàòåðèàëû 9-é Êàçàíñêîé ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé
øêîëû-êîíôåðåíöèè. Êàçàíü, 2009, Ñ. 102-103.
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Ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå ôàçû êðèñòàëëà âáëèçè
êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñ îñîáåííîñòüþ 6�ãî ïîðÿäêà

Á.Ì. Äàðèíñêèé, È.Â. Êîëåñíèêîâà, Þ.È. Ñàïðîíîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; darinskii@mathd.vsu.ru, kolinna@mail.ru, yusapr@mail.ru )

Øèðîêî èçâåñòíî, ÷òî ìîäóëèðîâàííûå ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå ôàçû íåîä-
íîðîäíûõ êðèñòàëëîâ (â òåîðèè Ë.Ä. Ëàíäàó [1]) îïðåäåëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà � Ëàãðàíæà ýêñ-
òðåìàëåé ôóíêöèîíàëîâ ýíåðãèè). Íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé çàäàåòñÿ òåðìî-
äèíàìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè, àëãåáðàè÷åñêîå ñòðîåíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê íà îñíîâå îïûòíûõ äàííûõ, òàê è íà îñíîâå îáùèõ òåîðåòè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé. Â äîêëàäå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà îòûñêàíèÿ ðàñêëàäîâ ñåãíå-
òîýëåêòðè÷åñêèõ ôàç, áèôóðöèðóþùèõ èç òî÷åê ìèíèìóìîâ ôóíêöèîíàëîâ
ýíåðãèè ñ òðåõìåðíûìè âûðîæäåíèÿìè è îñîáåííîñòÿìè 6�ãî ïîðÿäêà [1�
3]. Èñïîëüçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà (ðåäóêöèÿ ê
êëþ÷åâîé ôóíêöèè íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), îñíàùåííûé ýëåìåí-
òàìè òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöèé [3�5]. Àêöåíò ñäåëàí íà ñëó÷àé
êëþ÷åâîé ôóíêöèè ñ ñèììåòðèåé êóáà. Âû÷èñëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷å-
âîé ôóíêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç íåëèíåéíóþ ðèòöåâñêóþ àïïðîêñèìàöèþ
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ïî êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ìîä áèôóðêàöèè.

Ëèòåðàòóðà. 1. Èçþìîâ Þ.À., Ñûðîìÿòíèêîâ Â.È. Ôàçîâûå ïåðåõîäû
è ñèììåòðèÿ êðèñòàëëîâ. � Ìîñêâà, Íàóêà. 1984. � 247 ñ.
2. Øèðîêîâ Â.Á., Þçþê Þ.È., Dkhil B., Ëåìàíîâ Â.Â. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå
îïèñàíèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â òîíêèõ ïëåíêàõ Â.Í. BaTiO3// Ôèçèêà òâåð-
äîãî òåëà. Òîì 50, âûï. 5 (2008). Ñ. 889�892.
3. Äàðèíñêèé Á.Ì., Ñàïðîíîâ Þ.È., Öàðåâ Ñ.Ë. Áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé
ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ// Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëü-
íûå íàïðàâëåíèÿ. Ì.: ÌÀÈ. Ò.12. 2004. Ñ.3�140. 4. Äàðèíñêèé Á.Ì., Êî-
ëåñíèêîâà È.Â., Ñàïðîíîâ Þ.È. Âåòâëåíèå ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ôàç íåîä-
íîðîäíîãî êðèñòàëëà âáëèçè êðèòè÷åñêîé ôàçû ñ òðåõìåðíîé îñîáåííîñòüþ
øåñòîãî ïîðÿäêà// Âåñòíèê Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Ñåðèÿ: Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà, Âîðîíåæ: ÂÃÓ, 2009. � 1. Ñ. 101�107. 5. Àð-
íîëüä Â.È., Âàð÷åíêî À.Í., Ãóñåéí-Çàäå Ñ.Ì. Îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèðó-
åìûõ îòîáðàæåíèé. Êëàññèôèêàöèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êàóñòèê è âîëíîâûõ
ôðîíòîâ. Ì.: Íàóêà. 1982. � 304 ñ.

Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå
íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Äèðàêà ñ êðàåâûì

óñëîâèåì Äèðèõëå
À.Â. Äåðáóøåâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà àñèìòîòèêà ñïåêòðà è ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòî-
ðîâ îïåðàòîðà Äèðàêà ñ êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Äèðàêà

Ldiry = i

(
1 0
0 −1

)
dy

dt
− vy, y ∈ D(Ldir),

Ldir : D(Ldir) ⊂ L2

(
[0, π],C2

) → L2

(
[0, π],C2

)
,

ãäå v(t) =

(
0 P (t)

Q(t) 0

)
, t ∈ [0, π], P,Q ∈ L2[0, π], y = (y1, y2) ∈ L2 ([0, π],C2) .

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Ldir) îïðåäåëÿåòñÿ êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå (dir:
y1(0) = y2(0) è y1(π) = y2(π)), ãäå y = (y1, y2) ∈ W 1

2 ([0, π],C2). À èìåííî,
ïîëàãàåòñÿ D(Ldir) = {y ∈ W 1

2 ([0, π],C2) : y1(0) = y2(0)y1(π) = y2(π)} , è ñîîò-
âåòñòâóþùèé îïåðàòîðû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Ldir. Åñëè v = 0 (íóëåâîé
ïîòåíöèàë), òî èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü L0

dir . C ïîìîùüþ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïå-
ðàòîðîâ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1 Ñóùåñòâóåò ÷èñëî m ∈ Z+ òàêîå, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Ldir

ïðåäñòàâèì â âèäå σ(Ldir) = σ(m)

⋃
(

⋃
|n|≥m+1

σn

)
(1), ãäå σ(m) � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâà σn, |n| ≥ m + 1, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì λ̃n =

n− θ2n−
∑

j∈Z j 6=0

θ2
j+2n

j
+ β̃n, θn =

{
1
2
(p−n

2
+ qn

2
), n ∈ 2Z,

1
2
(p̃−n+1

2
+ q̃n+1

2
), n ∈ 1 + 2Z.

,
∑

n∈Z |β̃n)| <
∞

Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò ÷èñëî m ∈ Z+ òàêîå, ÷òî îïåðàòîð Ldir ñïåêòðà-
ëåí ïî Äàíôîðäó îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ (1).

Ëîêàëèçàöèîííûå îöåíêè òåîðåìû 1 ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ðàíåå äàæå íå
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî lim

|n|→∞
|λ̃n−n| = 0 äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̃n, n ∈ Z,

îïåðàòîðà Ldir .

Òåîðåìà 3 Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî m ∈ Z+, ÷òî äëÿ ñèñòåìû îðòîïðî-
åêòîðîâ Pn, n ∈ Z, ïîñòðîåííûõ ïî íå âîçìóùåííîìó îïåðàòîðó L0

dir è P̃n,
|n| ≥ m + 1, � ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ Ðèññà, ïîñòðîåííûõ ïî ìíîæå-
ñòâàì σn, |n| ≥ m + 1, ó÷àñòâóþùèì â ðàçëîæåíèè (1) èìååò ìåñòî ñâîé-
ñòâî

∑
k≥m+1

‖P̃k − Pk‖2 < ∞.

Âåðñèÿ ëîêàëüíîãî ìåòîäà â òåîðèè ôðåäãîëüìîâûõ
îïåðàòîðîâ è áàíàõîâû àëãåáðû îïåðàòîðîâ òèïà

ñâåðòêè.
Â.Ì. Äåóíäÿê

(Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; vlade@math.rsu.ru )

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èíòåãðàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ òèïà ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ îáùèõ ìîäåëåé ëîêàëüíîé òåîðèè
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[1], [2]. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäàìè ëîêàëüíîé òåîðèè ðåøåíà çàäà÷à îá óñëîâè-
ÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîé ïàðû ðåãóëÿðèçàòîðîâ äëÿ ñîãëàñîâàííîé
ïàðû îïåðàòîðîâ, ÷òî èìååò ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè èíäåêñà ñåìåéñòâ ôðåä-
ãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïàðàõ Lp�ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ C∗�àëãåáð ìíîãîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ è áèñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ
â ãèëüáåðòîâûõ ìîäóëÿõ ñòðîèòñÿ ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå, âû÷èñëÿåòñÿ
îïåðàòîðíûé K�ôóíêòîð, íàéäåíû óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîñòè, ïðîâåäåíà ãî-
ìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ ôðåäãîëüìîâûõ è îáðàòèìûõ îïå-
ðàòîðîâ, âû÷èñëåí èíäåêñ, ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ î ñîãëàñîâàííûõ ðåãó-
ëÿðèçàòîðàõ ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ê îïåðàòîðàì, äåéñòâóþùèõ â Lp�
ïðîñòðàíñòâàõ [3]. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ îïåðàòîðîâ ñâåðò-
êè íà àáåëåâûõ ëîêàëüíî�êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ [4].

Äëÿ áàíàõîâûõ àëãåáð îäíîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ ñ êóñî÷íî�íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñîîòâåòñòâóþùèõ áèñèíãó-
ëÿðíûõ îïåðàòîðîâ ïðîâåäåíà ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ
ôðåäãîëüìîâûõ è îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ, âû÷èñëåí èíäåêñ ñåìåéñòâ, äîêà-
çàíà òåîðåìà îá àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè [5]. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå
ïîñòðîåííîé òåîðèè èäåàëîâ Íèêîëüñêîãî ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá óñëîâèÿõ
ðàçðåøèìîñòè äëÿ àíàëîãè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñ áîëåå îáùèìè êëàññàìè ðàç-
ðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ [6].

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíû èçîìîðôèçìû ïîäîáèÿ äëÿ ðÿäà îïåðàòîðíûõ àë-
ãåáð, ðåäóöèðóþùèå èññëåäîâàíèå îäíèõ îïåðàòîðîâ ê äðóãèì. Â ÷àñòíîñòè,
ðàññìîòðåíû ìíîãîìåðíûå îïåðàòîðû ñ îáùèìè îäíîðîäíûìè è áèîäíîðîä-
íûìè ÿäðàìè, íåêîòîðûå êëàññû îïåðàòîðîâ ñî ñäâèãîì è îïåðàòîðû, äåé-
ñòâóþùèå â âåñîâûõ Lp�ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñèìîíåíêî È.Á. Ëîêàëüíûé ìåòîä â òåîðèè èíâàðèàíò-
íûõ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà îïåðàòîðîâ è èõ îãèáàþùèõ. � Ðîñòîâ í/Ä: ÖÂÂÐ,
2007. � 120 ñ. 2. Äåóíäÿê Â.Ì., Ñèìîíåíêî È. Á. Ëîêàëüíûé ìåòîä â ïàðàõ
Lp-ïðîñòðàíñòâ è èíäåêñ // Äîêë. ÐÀÍ. 1996. Ò.349. N 5. � Ñ.592-595. 3.
Deundyak V.M. On the Index Theorem for Multi-dimensional Bisingular Inte-
gral Operators on Hilbert modules.//Journal of Natural Geometry. V.20. 2001. �
P. 2-22. 4. Â.Ì.Äåóíäÿê. Èíäåêñ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ ñâåðòêè íà àáåëåâûõ
ãðóïïàõ. // Ñèáèð. ìàò. æóðíàë. Ò.31. N 1. 1990. Ñ. 5. Deundyak V.M., Si-
monenko I. B. On Homotopy Properties and Indices of Families of Singular and
Bisingular Operators with Piecewise-Continuous Coe�cients. // Jornal of Math-
ematical Sciences. V.125. N 6. 2005. � P. 1593-1599. 6. Ãåîðãèåâ Ê.À., Äåóíäÿê
Â.Ì. Èäåàëû Íèêîëüñêîãî è èõ ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ àëãåáð ñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. // Àëãåáðà è àíàëèç. Ò.11. N 2. 1999. � Ñ.
88-108.
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Îá îáðàòèìîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ìíîãîçíà÷íûìè

èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè
Â.Á. Äèäåíêî

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; vladimir.didenko@gmail.com )

Ïóñòü X - êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [t0, t2]
è òî÷êó t1 èç èíòåðâàëà (t0, t2). Ñèìâîëîì F = F([t0, t2], X) îáîçíà÷èì (áà-
íàõîâî) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [t0, t1] è (t1, t2]
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé x : [t0, t2] → X, èìåþùèõ ïðåäåë ñïðàâà â òî÷êå t1.
Íîðìó â F îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

||x|| = sup
t∈[t0,t2]

||x(t)||.

Ñèìâîëàìè ∆1 è ∆2 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà [t0, t1] × [t0, t1], [t1, t2] × [t1, t2]
ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìâîëîì ∆ îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ∆1 è ∆2.

Îòîáðàæåíèå Ui : ∆i → EndX ( i ∈ {1, 2} ), ãäå EndX - áàíàõîâà àëãåá-
ðà ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X, íàçûâàåòñÿ (íåïðåðûâíûì) ñåìåéñòâîì
ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ íà [ti−1, ti], åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(1) Ui(t, t) = I - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð äëÿ ëþáîãî t ∈ [ti−1, ti];

(2) Ui(t, s)Ui(s, τ) = Ui(t, τ) äëÿ âñåõ t, s, τ èç [ti−1, ti];

(3) îòîáðàæåíèå Ui íåïðåðûâíî â EndX.
Îòîáðàæåíèå U : ∆ → EndX îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ∆1 îíî

ñîâïàäàåò ñ U1, à íà ∆2 îíî ñîâïàäàåò ñ U2.
Ïóñòü Γ è A - çàìêíóòûå ëèíåéíûå îòíîøåíèÿ èç X×X. Îïðåäåëèì îïå-

ðàòîð L : D(L) ⊂ F → F ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôóíêöèÿ x èç F , äëÿ êîòîðîé
(x(t0), x(t2)) ∈ Γ è (x(t1), x

+(t1)) ∈ A, âêëþ÷àåòñÿ â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
D(L) îïåðàòîðà L, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f èç F , ÷òî ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

x(t) = U(t, s)x(s) +

t∫

s

U(t, τ)f(τ)dτ, ti−1 < s ≤ t ≤ ti, i ∈ {1, 2}.

Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ Lx = f .
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ D = Γ − U(t2, t1)AU(t1, t0), X1 = Γ0 ∩

U(t2, t1)A0, X2 = U(t1, t0)(D(Γ)) + D(A).
Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð L íåïðåðûâíî îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà íåïðåðûâíî îáðàòèìûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå D è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
X1 = {0} è X2 = X.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð L ôðåäãîëüìîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôðåäãîëüìîâûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå D, ïðîñòðàíñòâî X1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íîìåðíûì è ïðîñòðàíñòâî X2 èìååò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü. Åñëè îïåðà-
òîð L ôðåäãîëüìîâ, òî åãî èíäåêñ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå indL =
dimKer(D)− codimIm(D) + dimX1 − codimX2.
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Î çàäà÷å ñîïðÿæåíèÿ â ïëîñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè
ïëàñòè÷íîñòè íåîäíîðîäíûõ ñðåä

Â.Ë. Äèëüìàí, À.È. Íîñà÷åâà
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; Dilman49@mail.ru, )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0;

∂σy

∂y
+

∂τxy

∂x
= 0; (σx − σy)

2 + 4τ 2
xy = 4k(x, y)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè τxy(x, 0) = 0, σx(x, 0) = 0 íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
(íà ðèñ. ëèíèÿ B1AC) è âíóòðåííèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (óñëîâèÿìè
ñîïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè HA)

τÌÏ
xy (x,κ) = KτÁÏ

xy (x,κ), σÌÏ
x (x,κ) = KσÁÏ

x (x,κ),

ãäå K � îòíîøåíèå ïëàñòè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ â áîëåå ïðî÷íîé (ÁÏ) è ìå-
íåå ïðî÷íîé (ÌÏ) ÷àñòÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òåëà. Åñëè èçâåñòíû èíâàðèàíòû
Ðèìàíà íà õàðàêòåðèñòèêàõ ýòîé çàäà÷è (íàïðèìåð, êîãäà k ïîñòîÿííà), òî
âû÷èñëåíèå íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñè-
ñòåìû òðàñöåíäåíòíûõ (íå äèôôåðåíöèàëüíûõ) óðàâíåíèé. Íàðÿäó ñ ýòèì
ñëó÷àåì â ñîîáùåíèè ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ k çàâèñèò îò îä-
íîé ïåðåìåííîé. Òîãäà ïðè íåáîëüøèõ K − 1 óäàåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííî (ñ
êîíòðîëèðóåìîé îøèáêîé) èíâàðèàíòû Ðèìàíà è íà ýòîé îñíîâå íàéòè íà-
ïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå. Êàê ñëåäñòâèå, ìîæíî äîîïðåäåëèòü è,
â êîíå÷íîé ñ÷åòå, ðåøèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåíèé âñþäó â îáëàñòè
HAA1H1.

x

h

h
h

x

x

x

w

x

h

p/4

h

A

B

B

C

E

F

x

y

O

H
g

gБП

T
1

x

h

h
h

x

x

x

w

x

h

p/4

h

A

B

B

C

E

F

x

y

O

H

БП

МП

g
gБП

T
1

M

БП

МП

b)a)

s sy y, ,

2K

2

2K

2

Х

У

Н

О

А

СМП

БП

БП

A1Н1

А’

А’1

D

Ðèñ. 1. Ôðàãìåíò ïëàñòè÷åñêîãî òåëà ñ ÌÏ ñëîåì, ïîëå õàðàêòåðèñòèê è
ýïþðà íàïðÿæåíèé σy íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò
íàãðóæåíèÿ: a) íàïðÿæåíèÿ σy íå äîñòèãàþò çíà÷åíèÿ 2K; b) íàïðÿæåíèÿ
σy äîñòèãàþò çíà÷åíèÿ 2K íà îòðåçêå HM (ACOH � ÷åòâåðòü ÌÏ ñëîÿ)
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Î ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ
Â.Í. Äóìà÷åâ
(Âîðîíåæ)

Â ðàáîòå ðàñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû íà ïîâåðõíîñòè, ïîãðóæåííîé â ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû. Ëàãðàíæåâà ïîâåðõíîñòü èíäóöèðóåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì, à äëÿ
íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ áûëà èñïîëüçîâà-
íà òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ [1]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðåíà äèíàìèêà ïîäâèæíîãî ðåïåðà Ôðåíå

·
x = Ay,

·
y = −Ax + Bz,

·
z = −By.

êîòîðàÿ èìååò äâà cêàëÿðíûõ

H =
1

2
I2
1 =

1

2

(
x2 + y2 + z2

)
, I2 = Bx + Az

è îäèí âåêòîðíûé ãàìèëüòîíèàí:

h =
1

3
(By2 + Bz2 − Axz)dx− y

3
(Bx + Az))dy

+
1

3
(Ay2 + Az2 −Bxz)dz

ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà ·x = {h,x} = εijk∇ihj
∂

∂xk
cdx. Çàìåíà êîîðäèíàò ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ ãàìèëüòîíîâà âåêòîðîíîãî ïîëÿ

XH =
1

I1

∂

∂θ
∧ ∂

∂ϕ

è ôàçîâîãî ïîòîêà íà Ω = dθ ∧ dϕ:

·
ϕ = B cos ϕ cos θ − A sin θ,

·
θ = B sin ϕ sin θ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Äóìà÷åâ Â.Í. Î ôàçîâûõ ïîòîêàõ â â Jn(π). / Íåëèíåé-
íàÿ äèíàìèêà, 2006, Ò.2. �3, Ñ.287-292.

Î ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ

À.Þ. Äóïëèùåâà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; Nasyka@yandex.ru )

Ïóñòü Cb,u = Cb,u(R)-áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åí-
íûõ íà R ôóíêöèé, C0 = C0(R)-çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç Cb,u óáûâàþ-
ùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé, L1 = L1(R)-áàíàõîâà àëãåáðà ñóììèðóåìûõ
íà R êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ñî ñâåðòêîé ôóíêöèé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ.
×åðåç f̂ îáîçíà÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1.

56



Îïðåäåëåíèå 1 Ôóíêöèÿ x ∈ Cb,u íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ (ñòà-
öèîíàðíîé) íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè (S(α)x − x) ∈ C0, x : R → C,∀α ∈ R, ãäå
(S(α)x)(s) = x(s + α)-îïåðàòîð ñäâèãà ôóíêöèé íà α.

Òàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Csl = Csl(R) èç Cb,u,
ïðè÷åì Csl ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì. Îòìå-
òèì, ÷òî ôóíêöèè x∈ Csl ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 2 Ôóíêöèþ x ∈ Cb,u íàçîâåì ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íî-
ñòè ïåðèîäà ω > 0 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0, åñëè S(ω)x− x ∈ C0.

Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé îáðàçóåò áàíàõîâó àëãåáðó, îáîçíà÷àåìóþ
äàëåå ÷åðåç Cω,0(R) = Cω,0. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé, èãðàþùèõ ðîëü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå: xn(τ) = 1

ω

∫ ω

0
x(t +

ω)e−intdt, τ ∈ R. Òîãäà ôóíêöèè x ∈ Cω,0 ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðÿä Ôóðüå: x(τ) ∼∑∞
n=−∞ xn(τ)e(inτ).

Ëåììà 1 Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè x ∈ Cω,0 îáëàäàþò ñâîéñòâîì:
xn ∈ Csl.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Cb,u íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé áàíàõîâà L1(R)-
ìîäóëÿ [1] ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè: (f ∗ x)(t) =

∫
R

f(t − s)x(s)ds =
∫

R
f(τ)x(t −

τ)dτ, f ∈ L1, x ∈ Csl, n ∈ Z.

Ëåììà 2 Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1). f∗x ∈ Csl, ∀ x∈ Csl, ∀ f∈ L1; 2). f∗x−x ∈ C0, ∀ x∈ Csl,∀ f∈ L1, åñëè

f̂(0) = 1; 3). f∗x ∈ C0, ∀ x∈ Csl,∀ f∈ L1, åñëè f̂(0) = 0.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü X-êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, B : X → X-ëèíåéíûé
îïåðàòîð, ñïåêòð êîòîðîãî σ(B) îáëàäàåò ñâîéñòâîì: ÷èñëî 1 ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ñïåêòðà îïåðàòîðà B íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
T = {λ ∈ C : |λ| = 1}. Òîãäà êàæäîå îãðàíè÷åííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå
x0 óðàâíåíèÿ: x(t + 1) = Bx(t) + f(t), f ∈ C0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íà
áåñêîíå÷íîñòè ïåðèîäà 1 ôóíêöèåé.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ëèíåéíûõ îïðåòî-
ðîâ. 1987.Âîðîíåæ.ÂÃÓ-164ñ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íàïðÿæåííîãî
ñîñòîÿíèÿ íåîäíîðîäíîé ìÿãêîé ïðîñëîéêè ñïëîøíîãî

öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ
Åðîøêèíà Ò.Â.

(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; Etv1980@mail.ru)

Â ñîîáùåíèè èçó÷àåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå (ÍÑ) ìåíåå ïðî÷íîãî
(ÌÏ) ïîïåðå÷íîãî íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ ñïëîøíîãî êðóãëîãî ñòåðæíÿ ïîä îñå-
âîé ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð kÌÏ çàâèñèò
îò êîîðäèíàòû z: kÌÏ = T (z)k0, z ∈ [−κ;κ], ïðè÷åì T � âûïóêëà ââåðõ
èëè âíèç ÷åòíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ÍÑ ÌÏ ñëîÿ â
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îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Çàïèøèì ñèñòåìó
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ÍÑ íåîäíîðîäíîãî ÌÏ ñëîÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä
ðàñòÿãèâàþùåé îñåâîé íàãðóçêîé â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà

∂(σr + νi)

∂r

dr

dz
+

∂(σr + νi)

∂z
=

∂νi

∂z
− ∂f

∂z
− τrz

r
, i = 1; 2.

Îöåíêà ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé è çàìåíà èõ íà áîëåå ïðîñòûå âûðà-
æåíèÿ ïîçâîëèëà ïðèáëèæåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòè âûðàæåíèÿ è íà ýòîé
îñíîâå âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòè êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà
êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè îêîëî ñâîáîäíîé ãðàíè-
öû. Íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü σz îò r, κ è K èìååò âèä

σz(r,κ) =
√

3T

(
κ(2r − rF − 1)

1− rF

)
(1 + a(r)(K − 1) + b(r)(K − 1)2).

Òàêæå èññëåäóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÍÑ íåîäíîðîäíîãî ÌÏ ñëîÿ ñ
ïåðåìåííîé ïî òîëùèíå ïðî÷íîñòüþ â îêðåñòíîñòè îñè ñòåðæíÿ ïðè ÃÐÏ τ =
Z(z)R(r). Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

√
3R′ (Z

2/T )′

Z
+

Z ′′

Z
− R′′

R
− (R/r)′

R
= 0. (1)

Òåîðåìà 1 Óðàâíåíèå (1) ïðè óñëîâèè R(0) = 0; Z(0) = 0 íå èìååò ðå-
øåíèé, çà èñêëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ ÷àñòíûõ âàðèàíòîâ. 1. Ôóíêöèÿ R ëè-
íåéíà. 2. Ôóíêöèÿ T èìååò âèä T = cos2(µz/2), à ôóíêöèÿ Z = sin(µz).
3. Ôóíêöèÿ T èìååò âèä T = ch2(µz/2), à ôóíêöèÿ Z = sh(µz). Çäåñü µ �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Êîãäà êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ èçìåíÿþòñÿ ëèíåéíî â ðàäèàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè (ï. 1 òåîðåìû 1), òîãäà

T =

√
3Z2

C − Z ′ . (2)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) äëÿ íàõîæäåíèÿ Z çàòðóäíèòåëüíî äàæå äëÿ ñàìûõ
ïðîñòûõ àïïðîêñèìàöèé íåîäíîðîäíîñòè ÌÏ ñëîÿ. Ïîýòîìó áûë èñïîëüçîâàí
îáðàòíûé ìåòîä, ïðè êîòîðîì äëÿ Z âûáèðàåòñÿ "åñòåñòâåííàÿ" àïïðîêñèìà-
öèÿ ñ íå ìåíåå ÷åì òðåìÿ ïàðàìåòðàìè. Â ñîîáùåíèè äëÿ Z ïðèíÿòà çàâèñè-
ìîñòü â âèäå íå÷åòíîãî ïîëèíîìà 5 ñòåïåíè. Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ T , à òàêæå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â êàæäîì èç ñëó÷àåâ, êîãäà
σz â ÌÏ ñëîå ëèáî äîñòèãàþò, ëèáî íå äîñòèãàþò çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé â ÁÏ
÷àñòè, ðàâíîãî

√
3KKñë. Íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæå-

íèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé òðåõ
ïàðàìåòðîâ K, Kñë è κ. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè äàííûìè ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Òî÷êè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
èç ðàáîòû [1]. Êâàäðàòèêè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç ðàáîòû [2]. Âèä-
íî, ÷òî îòêëîíåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äðóã îò äðóãà íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ
òî÷íîñòè ïðèâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ýòî ìîæåò îáúÿñíÿòü-
ñÿ íåêîòîðûìè (íåçíà÷èòåëüíûìè) îòêëîíåíèÿìè ïðî÷íîñòè ÌÏ ñëîåâ â èñ-
ïîëüçîâàííûõ â ýêñïåðèìåíòàõ îáðàçöàõ îò ïðî÷íîñòè îäíîðîäíûõ. Ïîýòîìó
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îñíîâîé äëÿ ïîñòàíîâêè íîâûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü σñð/
√

3 îò κ. 1 �
ïðè K = 1, 5, îäíîðîäíûé ñëîé (ãë. 1);
2 � ïðè KKñë = 1, 5, Kñë = 0, 8; 3 � ïðè

KKñë = 1, 5, Kñë = 1, 2.

Ëèòåðàòóðà. 1. Satoh K., Toyoda M. Joint strength of heavy plastics with
lower strength weld metal // Welding Jornal. � Sept. � 1975. � �9. � P. 311�319.
2. Ê âîïðîñó î ðàñ÷åòíîé ïðî÷íîñòè ñîñòàâíûõ îáðàçöîâ ñ ìÿãêîé ïðîñëîéêîé
ïðè ñòàòè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè/ À.Â. Ãóðüåâ, Â.Ï. Áàãìóòîâ, Þ.Ä. Õåñèí, Ë.Â.
Áîéêîâ // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè. � 1973. � �1. � Ñ. 9�13.

Âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà â íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Ñ.À. Çàãðåáèíà, Ï.Î. Ïèâîâàðîâà
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; zsophiya@mail.ru)

Ïóñòü U � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî íà U çàäàí ëîêàëü-
íûé ïîòîê (â äàëüíåéøåì � ïîòîê), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå S òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ U è íåêîòîðîãî τ = τ(u) ∈ R+ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

(i) S = S(t, u) ∈ U, ïðè âñåõ t ∈ (−τ ; τ) ; S (0, u) = u;
(ii) S(t + s, u) = S(t, S(s, u)) ïðè âñåõ t + s ∈ (−τ, τ).

Òî÷êà u ∈ U òàêàÿ, ÷òî
(iii) S(t, u) = u, t ∈ R,

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ïîòîêà S.
Îïðåäåëåíèå 1. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà u ïîòîêà S íàçûâàåòñÿ
(i) óñòîé÷èâîé (ïî Ëÿïóíîâó), åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Ou òî÷êè u

ñóùåñòâóåò (âîçìîæíî, äðóãàÿ) îêðåñòíîñòü O′
u òîé æå òî÷êè, ÷òî S(t, v) ∈

O′
u ïðè âñåõ v ∈ Ou è t ∈ R+;
(ii) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé (ïî Ëÿïóíîâó), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè

v èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ou òî÷êè u âûïîëíÿåòñÿ S(t, v) → u ïðè t →∞.
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ V ∈ C(U;R) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

ïîòîêà S, åñëè
V̇ (u) = lim

t→0+

(V (S(t, u))− V (u))

t
≤ 0

äëÿ âñåõ u ∈ U.

Òåîðåìà 1 [1] Ïóñòü u � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ïîòîêà S íà U. Åñëè äëÿ
ïîòîêà S ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà òàêàÿ, ÷òî
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(i) V (u) = 0;
(ii) V (v) ≥ ϕ(‖v − u‖); ãäå ϕ � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = 0 è ϕ(r) > 0 ïðè r ∈ R+, òî òî÷êà u óñòîé÷èâà.

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, è ñóùåñòâóåò ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ψ òàêàÿ, ÷òî ψ(0) = 0 è ψ(r) > 0
ïðè r ∈ R+, ïðè÷åì V̇ (v) ≤ −ψ(‖v − u‖), òîãäà òî÷êà u àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Ïóñòü G = G(V,E) � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ãäå

V = {Vi} � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ei} � ìíîæåñòâî ðåáåð, ïðè÷åì êàæ-
äîå ðåáðî Ej èìååò äëèíó lj ∈ R+ è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ dj ∈ R+

Óðàâíåíèÿ Õîôôà [2]

(λ− λ0)ujt + ujtxx = αuj + βu3
j , (1)

çàäàííûå íà ãðàôå G ìîäåëèðóþò äèíàìèêó êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ
áàëîê. Ïàðàìåòðû α, β ∈ R+ õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áàëêè, à
ïàðàìåòð λ ∈ R+ � ïðîäîëüíóþ íàãðóçêó íà áàëêó. Â âåðøèíàõ V ãðàôà G
çàäàíû óñëîâèÿ

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t),

Ej, Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi),
(2)

∑

Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t)−
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkukx(lk, t) = 0, (3)

ãäå ÷åðåç Eα(ω)(Vi) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ðåáåð ñ íà÷àëîì (êîíöîì) â âåð-
øèíå Vi, t ∈ R.

Òåîðåìà 2 Ïðè ëþáûõ α, β ∈ R+ è λ ∈ [0, λ0) ðåøåíèå O = (0, 0, . . . , 0, . . .)
çàäà÷è (1) � (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ëèòåðàòóðà. 1. Õåíðè Ä. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. � Ì.: Ìèð, 1985. 2. Ho� N.J. Creep buckling. � Aeron,
Quarterly 7, 1956, � 1, p. 1�20. 2. Ho� N.J. Creep buckling // Aeron. Quarterly
7. 1956. � 1. P. 1�20.

Îáîáùåíèå çàäà÷è Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè ñ ìåòðèêîé
âðàùåíèÿ

Î.À. Çàãðÿäñêèé, Ä.À. Ôåäîñååâ
(Ìîñêâà, ÌÃÓ; docxaos@mail.ru )

Â ðàáîòå ïðîèçâåäåíî îáîáùåíèå èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Áåðòðà-
íà î ïîèñêå ïîòåíöèàëîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ çàìêíóòîå äâèæåíèå ïëàíåòû â
ïîëå ïðèòÿæåíèÿ çâåçäû, íà äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ.
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Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîíóñîâ, óêàçàíû ñëó÷àè, êîãäà òåîðåìà Áåð-
òðàíà ïîëíîñòüþ îáîáùàåòñÿ: ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà èñêîìûõ ïîòåíöèàëà.
Íàïèñàíû óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé.
Íàéäåí êðèòåðèé, ãàðàíòèðóþùèé, ÷òî íà ïëîñêîñòü ñ âûêîëîòîé òî÷êîé,
îñíàùåííîé ìåòðèêîé âèäà

(
c 0
0 (f(r))2

)

òåîðåìà Áåðòðàíà îáîáùàåòñÿ. Óêàçàí ÿâíûé âèä ìåòðèê è ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîëó÷åííîìó êðèòåðèþ.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì
Â.Ã. Çàäîðîæíèé, Ã.À. Êóðèíà

(Âîðîíåæ; zadorozhny@amm.vsu.ru, kurina@math.vsu.ru)

Äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå

Ay′′(x) + B + Cy′(x− θ) + D̃ = 0, x ∈ [a, b− θ],
Ay′′(x) + B + Cy′(x− θ) = 0, x ∈ (b− θ, b],

(1)

ãäå ôóíêöèè A, B, C, D çàâèñÿò îò x, y(x), y(x−θ), y′(x), à D̃ = D(x+θ, y(x+
θ), y(x), y′(x + θ)), ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà äëÿ ôóíêöèîíàëà

J(y(·)) =

b∫

a

F (x, y(x), y(x− θ), y′(x))dx (2)

ïðè óñëîâèÿõ y(x) = ϕ(x), a−θ ≤ x ≤ a, y(b) = B, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (1), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Cy′(x) − Ay(x−θ) = 0, x ∈ [a, b],
By′(x) − Ax − y′(x)Ay(x) = 0, x ∈ [a, b],

Dy′(x) + C = 0, x ∈ [a + θ, b],

Dy(x) +
y′(x)∫
0

Cy(x)dy′(x)−Gy(x)y(x−θ) = 0, x ∈ [a + θ, b],

ãäå

G =
y(x)∫
0

(B −
y′(x)∫
0

By′(x)dy′(x) + Ex)dy(x) + Q,

Q =





0, x ∈ (b− θ, b],
y(x)∫
0

(D̃ +
y′(x+θ)∫

0

C̃dy′(x + θ)− G̃y(x))dy(x), x ∈ [a, b− θ],

E =
y(x−θ)∫

0

(
y′(x)∫
0

Ay(x−θ)dy′(x)− C)dy(x− θ), x ∈ [a, b].
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Ïðè ýòîì ôóíêöèþ F èç (2) ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F = −
y′(x)∫

0

(

y′(x)∫

0

Ady′(x))dy′(x) + Ey′(x) + G, x ∈ [a, b].

Î çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ
îòíîñèòåëüíî äèññèïàòèâíûì ïó÷êîì îïåðàòîðîâ

À.À. Çàìûøëÿåâà, Î.Í. Öûïëåíêîâà
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; alzama@mail.ru)

Ïóñòü V è G - ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè
〈·, ·〉 è [·, ·] ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû A ∈ L(V ;G), B1, B0 ∈ Cl(V ;G).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

v(0) = v0, v
′
(0) = v1 (1)

äëÿ îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

Av
′′

= B1v
′
+ B0v. (2)

Îïðåäåëåíèå 1 Îïåðàòîðíûé ïó÷îê (B0, B1) = ~B áóäåì íàçûâàòü äèññè-
ïàòèâíûì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A (êîðî÷å, A-äèññèïàòèâíûì), åñëè

(i) ∀v1, v2 ∈ dom~B(dom~B = domB1

⋂
domB0) Re(〈v1, v2〉 + [Av2, B0v1 +

B1v2]) ≤ 0;
(ii) im(α2A− αB1 −B0) = G;

(iii) ∀v1, v2 ∈ dom~B Re(〈RαB0v1+αRαAv2, Rα(αA−B1+αB0)v1+Rα(A+
αB1 + B0)v2〉) ≤ 0, çäåñü Rα = (α2A − αB1 − B0)

−1 � îòíîñèòåëüíàÿ A-
ðåçîëüâåíòà ïó÷êà ~B [1].

Ñâåäåì çàäà÷ó (1), (2) ê çàäà÷å

u(0) = u0, Lu̇ = Mu,

ãäå u(t) =

(
v(t)
v′(t)

)
, îïåðàòîðû L =

(
I 0
0 A

)
∈ L(U ;F), M =

(
0 I
B0 B1

)
∈

Cl(U ;F), ïðîñòðàíñòâà U = V × V , F = V × G.

Ëåììà 1 Åñëè ïó÷îê îïåðàòîðîâ ~B A-äèññèïàòèâåí, òî îïåðàòîð M ÿâëÿ-
åòñÿ L-äèññèïàòèâíûì [2].

Òåîðåìà 1 Åñëè ïó÷îê îïåðàòîðîâ ~B A-äèññèïàòèâåí, òî äëÿ ëþáûõ
(v0, v1) ∈ im(µL−M)−1L çàäà÷à (1),(2) èìååò åäèíñòâåíîå ðåøåíèå v(t) ∈
C2([0, T ],V) ∩ C1([0, T ], dom~B).
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Ëèòåðàòóðà. 1. Çàìûøëÿåâà À.À. Ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà îäíîãî êëàññà
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà. � Âû÷èñëèò. òåõ-
íîëîãèè. 2003. Ò. 8, � 4. Ñ.45�54. 2. Ôåäîðîâ Â.Å. Ñæèìàþùèå ïîëóãðóïïû
óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà è îòíîñèòåëüíî äèññèïàòèâíûå îïåðàòîðû. �
Ìàò. çàìåòêè ßÃÓ. 2001., Ò. 8, âûï. 2. Ñ.75�83.

Î ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

À.Â. Çâÿãèí
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; zvyagin.a@mail.ru)

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] âûòåêàåò ñëåäóþùåå:
Ïóñòü f : D̄ → F - ñîáñòâåííîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå íóëåâîãî èí-

äåêñà, D - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E; F - áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïóñòü k : D̄ → F - êîìïàêòíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óðàâíåíèå

f(v) + k(v) = h (∗)

ñãëàæèâàåìî, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé îïåðàòîð
kε : D̄ → F , òàêîé ÷òî ‖kε(v)− k(v)‖ 6 ε è óðàâíåíèå f(v) + kε(v) = h èìååò
íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ ïî íîðìå h ∈ F .

Òåîðåìà 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëåíà è îòëè÷íà îò íóëÿ ñòåïåíü
deg(f +k, D̄, 0) è óðàâíåíèå (*) ñãëàæèâàåìî. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (*) ñâÿçíî.

Ïðèâåäåì ïðèëîæåíèå ýòîé òåîðåìû è èññëåäóåì ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà
ðåøåíèé îäíîé êâàçèëèíåéíîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rn ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂Ω. Ïóñòü T > 0 - ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, QT = (0, T )× Ω.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

∂v

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(t, x, v,
∂v

∂x1

, ...,
∂v

∂xn

)
∂2v

∂xi∂xj

+ g(t, x, v,
∂v

∂x1

, ...,
∂v

∂xn

) = h(t, x), (1)

ãäå (t, x) ∈ QT .

v(t, x) = 0, (0 < t 6 T, x ∈ ∂Ω) (2)

v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω̄ (3)

Íàëîæèì íà çàäà÷ó (1)-(3) óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé:

1)Óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè:

µ

n∑
i=1

ξ2
i ≥

n∑
i,j

aij(t, x, η0, η1, ..., ηn+1)ξiξj ≥ λ

n∑
i=1

ξ2
i , ãäå µ, λ > 0
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äëÿ ëþáûõ (t, x, η0, η1, ..., ηn+1) ∈ [0, T ]× Ω̄× Rn+1

2)Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé: ∂aij

∂ξ1

(t, x, ξ1, ..., ξn), ...,
∂aij

∂ξn

(t, x, ξ1, ..., ξn),

g(t, x, ξ1, ..., ξn) ïî âñåì ïåðåìåííûì
3)Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè:

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà çàäà÷:

∂v

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(t, x, sv, s
∂v

∂x1

, ..., s
∂v

∂xn

)
∂2v

∂xi∂xj

+ sg(t, x, v,
∂v

∂x1

, ...,
∂v

∂xn

) = (4)

= h(t, x), ãäå (t, x) ∈ QT .

v(t, x) = 0, (0 < t 6 T, x ∈ ∂Ω) (5)

v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω̄ (6)

ãäå 0 6 s 6 1, èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèé:
‖v‖W 2,1

p (QT ) 6 c(‖h‖Lp(QT ), ‖v‖W
2−2/p
p (Ω)

), ãäå c(λ, β) - ôóíêöèè äâóõ ÷èñëîâûõ
ïåðåìåííûõ.

Ïîëîæèì E = W 2,1
p (QT ), F = Lp(QT )×W

2−2/p
p (Ω)×W

2−2/p,1−1/(2p)
p (ST ), ãäå

ST = (0, T )× ∂Ω; è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ f, k : E → F ðàâåíñòâàìè:

f(u) = (
∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(t, x, u,
∂u

∂x1

, ...,
∂u

∂xn

)
∂2u

∂xi∂xj

, u |t=0, u |ST
)

k(u) = (g(t, x, u,
∂u

∂x1

, ...,
∂u

∂xn

), v0, 0)

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (1)-(3) ýêâèâàëåíòíà îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ:
f(u) + k(u) = h, ãäå u ∈ E.

Èç Òåîðåìû 1 ñëåäóåò:
Òåîðåìà 2: Ïóñòü v0 ∈ W 2

p (Ω), h ∈ Lp(QT ) è p>n. Ïðåäïîëîæåì, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ 1) - 3). Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(3) íåïóñòî è
ñâÿçíî.

Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé áûëà
ïðèâåäåíà â ðàáîòå [2].

Ëèòåðàòóðà. 1. Çâÿãèí À.Â. Îá àêñèîìàòè÷åñêîì ïîäõîäå ê èññëåäî-
âàíèþ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé // Ñåìèíàð
ïî ãëîáàëüíîìó è ñòîõàñòè÷åñêîìó àíàëèçó. Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò, 2008,
âûïóñê 3 - ñòð. 31-36. 2. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À.,Ñîáîëåâñêèé Ï.Å. Ñòðóêòóðà
ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà // ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1962ã.,
Ò.146, �1, ñòð. 86 - 89.
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Êîíâîëþöèîííîå ðåøåíèå
âûðîæäåííîé àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè5 6

Ñ.Â. Çäîáíîâà
(Ìàãíèòîãîðñê, ÌÃÒÓ èì. Ã.È. Íîñîâà; svsdobnova@mail.ru)

Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ âûðîæäåííàÿ
àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à Êîøè

Bu′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, τ), τ < ∞, u(0) = x, (1)

ãäå îïåðàòîð B � îãðàíè÷åííûé â ïðîñòðàíñòâå E, ïðè÷åì KerB 6= {0},
îïåðàòîð A : D(A) ⊂ E → E � çàìêíóòûé.

Îïðåäåëåíèå 1 Êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ v(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà ïðîìåæóòêå [0, τ) óðàâíåíèþ

Bv(t) = A

∫ t

0

v(s) ds + B

∫ t

0

K(s)x ds + B

∫ t

0

∫ s

0

K(s− r)f(r)dr ds.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû êîíâîëþöèîííîãî ðåøåíèÿ ââîäèòñÿ â ðàññìîòðå-
íèå ñïåöèàëüíîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü K(t) � íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóòêå [0, τ), τ < ∞,
÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Ñèëüíî íåïðåðûâíîå íà [0, τ) ñåìåéñòâî {SK(t)| t ∈ [0, τ)}
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E, êîììóòèðóþùèõ ñ çàìêíóòûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A íà D(A) ⊂
E è óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

BSK(t)x = A

∫ t

0

SK(s)x ds + B

∫ t

0

K(s)x ds, x ∈ E, t ∈ [0, τ),

ñ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì B, KerB 6= {0}, íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé ëî-
êàëüíîé êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïîé îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííîé îïåðàòîðà-
ìè A è B.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü îïåðàòîðû A è B ïîðîæäàþò âûðîæäåííóþ ëîêàëüíóþ
êîíâîëþöèîííóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ SK. Òîãäà ôóíêöèÿ

v(t) = SK(t)x +

∫ t

0

SK(t− s)f(s) ds,

ÿâëÿåòñÿ êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì âûðîæäåííîé çàäà÷è (1).
5Ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîñîáðàçîâàíèÿ (2.1.1/2000)
6Ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé

(ãðàíò � 06-03-00148)
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Ëèòåðàòóðà. 1. Irina V. Melnikova and Alexei Filinkov The Cauchy prob-
lem: Three approaches Monographs and Surveys in Pure and Applied Math-
ematics. 2001. Vol. 120, CRC Press, London. 2. Çäîáíîâà Ñ.Â. Àáñòðàêòíàÿ
ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû êëàññà (1, A) è ñ ãå-
íåðàòîðîì K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû. Äèññ. êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. Åêà-
òåðèíáóðã, 2007. � 100ñ.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ
íåðåãóëÿðíûì îïåðàòîðíûì ïó÷êîì 7

Ñ.Ï. Çóáîâà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

A
dx

dt
= Bx(t), x(0) = x0, (1)

ãäå A - çàìêíóòûé ëèíåéíûé í¼òåðîâ îïåðàòîð (îí æå ïîëóôðåäãîëüìîâñêèé
èëè ôðåäãîëüìîâñêèé ñ íåíóëåâûì èíäåêñîì æ = dimKerA − dimCokerA
), äåéñòâóþùèé èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E2,
D(A) = E1, dimKerA = n0 < ∞, dimCokerA = m0 < ∞, B ∈ L(E1, E2),
t ∈ [0,∞), x0 ∈ E1.

Çàäà÷à (1) ðåøàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàëñÿ
ñëó÷àé ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà A − εB (îïåðàòîð A − εB îáðàòèì
ïðè ε ∈ (0, ε0), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïàðà (A, B) ðåãóëÿðíàÿ).

Äëÿ ôðåäãîëüìîâñêîãî (æ = 0) îïåðàòîðà A èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
(1) åäèíñòâåííî òîëüêî ïðè óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè ïàðû (A,B).

Â ñëó÷àå í¼òåðîâà îïåðàòîðà A ïàðà (A,B) íå ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé,
îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ÿäðà ó ïó÷êà A− εB â E1 ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàí-
ñòâî M , èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî îïåðàòîðà Aε. Ñóæåíèå Ãε

îïåðàòîðà Aε íà M èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé. Æîðäàíîâû öåïî÷êè ýëå-
ìåíòîâ äëÿ Aε èìåþò êîíå÷íûå äëèíû. Â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå N îïå-
ðàòîðà Aε ðåøåíèå x(t) çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà x0 = 0. Ïðè ýòîì x(t) ≡ 0, t ∈ [0,∞).

Òåîðåìà.Ðåøåíèå x(t) çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x0 ∈ M . Ñàìî ðåøåíèå ëåæèò â M , åäèíñòâåííî è èìååò âèä x(t) =
etTpx0.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ÿäðà ó ïó÷êà A − εB â E1 âëîæåíî íåêîòîðîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî M1. Öåïî÷êè B - ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ äëÿ A ìîãóò èìåòü
áåñêîíå÷íóþ äëèíó. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà.Ðåøåíèå çàäà÷è (1), ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà x0 ∈ M1. Ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò M1, íååäèíñòâåííî è èìååò âèä
x(t) = etTpx0 +

t∫
0

e(t−s)Tpu(s)ds, ãäå u(s) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç KerAp,

7Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00397)
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äëÿ êîòîðîé ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìûì ïðè t ∈ [0,∞).

Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à Êîøè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ëèøü ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé x0 ∈ M è

(A− εB)v = 0 → v = 0.

Ïîñòðîåíèå áûñòðî óáûâàþùåãî íà áåñêîíå÷íîñòè
ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

Ñ.Ï. Çóáîâà, ×àí Òõàíü Òóàí
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ(t) = Bx(t) + Du(t) (1)

ñ óñëîâèÿìè
x(0) = a1, x(τ) = a2, x(T ) = a3, (2)

u(i)(0) = b1
i , u(i)(T ) = b2

i , i = 0,m, (3)

ãäå B ∈ L(Rn,Rn), D ∈ L(Rs,Rn), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rs, t ∈ [0, T ], τ ∈ [0, T ],
u(i) - ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà i.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u(t) ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì (3), ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî ñîñòîÿíèå x(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (2) è ÿâëÿåòñÿ áûñòðî óáûâàþùåé ïðè t →∞ ôóíêöèåé âèäà

x(t) =
r∑

ξ=1

cξe
−ξt, cξ ∈ Rn. (4)

Çäåñü r = 3(m+p+2), ãäå ÷èñëî p ∈ N - íàèìåíüøåå èç âñåõ q (p = min q),
òàêèõ ÷òî rank(D BD B2D · · ·BqD) = n.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t) çàäà÷è (1)-(3) íàõîäèòñÿ â âèäå ìíî-
ãî÷ëåíà ïî ñòåïåíÿì e−t ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà (4), ñòåïåíü
êîòîðîãî ìåíüøå èëè ðàâíà 3(m + p + 2).

Ëèòåðàòóðà. 1. Çóáîâà Ñ.Ï., Ðàåöêàÿ Å. Â., Ëå Õàé ×óíã. Î ïîëèíî-
ìèàëüíûõ ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ // Àâòî-
ìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2008. �11. Ñ. 41-47. 2. Çóáîâà Ñ.Ï., Ëå Õàé ×óíã,
×àí Òõàíü Òóàí. Î ïîëèíîìèàëüíûõ óïðàâëåíèÿõ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìîé ñ êîíòðîëüíûìè òî÷êàìè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: ìàòåðèàëû II Ìåæäóíàðîä-
íîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè. Âîðîíåæ. 2007. ñ. 79.

67



Ñìåøàííîå óïðàâëåíèå ñèñòåìîé óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùåé ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ïîëóïðîâîäíèêå

À.Ô. Èñëàìîâà
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; islamovaaf@inbox.ru)

Ïóñòü Ω ⊂ Rs � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞. Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, îïèñûâàþùåé ïåðåõîäíûå
ïðîöåññû â ïîëóïðîâîäíèêå [1] óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, îïèñûâàþùåé ïåðåõîä-
íûå ïðîöåññû â ïîëóïðîâîäíèêå [1]

(λ−∆)wt(x, t) = αw(x, t) + u(x, t) + y(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (1)

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (2)

w(x, 0) = v(x), x ∈ Ω, (3)

(u, v) ∈ U∂, (4)

J(x, u, v) =
1

2
‖x−w0‖2

H1(0,T ;H2(Ω))+
N1

2
‖u−u0‖2

Hr(0,T ;L2(Ω))+
N2

2
‖v−v0‖2

H2(Ω) → inf,

(5)
ãäå α, λ ∈ R, íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî U∂ ïðîñòðàí-
ñòâà U = Hr(0, T ; L2(Ω)) × H2

0 (Ω) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé,
w0 ∈ H1(0, T ; H2

0 (Ω)), u0 ∈ Hr(0, T ; L2(Ω)), v0 ∈ H2
0 (Ω), y ∈ H1(0, T ; L2(Ω)) �

çàäàííûå ôóíêöèè, ïàðà (u, v) ∈ U � óïðàâëåíèå, êîíñòàíòû N1, N2 > 0.
Ïðè âûáîðå ïðîñòðàíñòâ X = H2

0 (Ω), Y = U = L2(Ω) çàäà÷à (1) � (4) ðå-
äóöèðóåòñÿ ê àáñòðàêòíîé çàäà÷å ñìåøàííîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñî-
áîëåâñêîãî òèïà Lẋ(t) = Mx(t)+y(t)+Bu(t). Ñëåäóÿ ñõåìå èññëåäîâàíèÿ, èñ-
ïîëüçîâàííîé â [2], ââåäåì ìíîæåñòâî H∂(y), êîòîðîå äëÿ y ∈ H1(0, T ; L2(Ω))
ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ïàð (u, v) ∈ H1(H2

0 (Ω))×H2
0 (Ω), òàêèõ ÷òî

〈u(·, 0), ϕk(·)〉ϕk + α〈v, ϕk〉ϕk = −〈y(·, 0), ϕk(·)〉ϕk.

Zr = {z ∈ H1(0, T ; H2
0 (Ω)) : (λ−∆)ż − αz ∈ Hr(0, T ; L2(Ω))}, r = 0, 1.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü U∂∩H∂(y) 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
(ŵ, û, v̂) ∈ Zr × U çàäà÷è (1) � (5).

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñâåøíèêîâ À.Ã., Àëüøèí À.Á., Êîðïóñîâ Ì.Î., Ïëåò-
íåð Þ.Ä. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà. � Ì.: Ôèç-
ìàòëèò, 2007. 2. Ôåäîðîâ Â. Å., Ïëåõàíîâà Ì. Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà, Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 40:11
(2004), 1548�1556 c.
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Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, èìåþùèìè âèä ëîêàëüíîãî çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ
Â.Ì. Èùåíêî

(Ñòàâðîïîëü; ishchenko−vm@mail.ru)

Åñëè óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ çàäà÷è åñòå-
ñòâîçíàíèÿ, òî, ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, çàäàåìñÿ âîïðîñîì, èìååò ëè ýòî óðàâíåíèå çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ.

Ïóñòü èññëåäóåìàÿ ìîäåëü èìååò âèä ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

Tt + Xx = 0, (1)

ãäå T è X - îïðåäåëåííûå ôóíêöèè ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè è åãî ïðîèçâîäíûõ, T - ïëîòíîñòü, X - ïîòîê.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
èìååò âèä ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ L è A:

Lt = [L,A] = LA− AL, (2)

ãäå

L =

(
0 −α
α 0

)
∂

∂x
+

(
u 0
0 u

)
, A =

(
β 0
0 β

)
∂

∂x
+

(
0 −v
−v 0

)
, (3)

ãäå α, β - ïîñòîÿííûå, u(x, y), v(x, y) - ôóíêöèè.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà â (2) äàåò

(−βu(x, t) + αv(x, t))x = ut(x, t). (4)

Åñëè îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (2), óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì òåî-
ðåìû Ëàêñà [1], òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (4) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé:

Lϕ = µϕ, (5)
ϕt = −Aϕ, (6)

äëÿ îïåðàòîðà L ïîñòàâëåíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (ϕ - ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ,
µ - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L), îïåðàòîð A îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïî âðåìåíè. Âîçìîæíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (3) ïîçâîëèò
ðåøèòü (4) ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (5)-(6).

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â óðàâíåíèè ut(x, t) = αe−u(x,t)uxx(x, t) + βux(x, t)
ôóíêöèÿ uu(x,t) → 0, ux → c, c-const, c<0 ïðè x → ∞, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
µ âåùåñòâåííû, òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ âèäà:

u = ln | ich exp((cβ + ic)t + cx)

1 + h exp((cβ + ic)t + cx)
|,
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ãäå h - ïîñòîÿííàÿ.
Ðåøåíèå ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ âèäà (3) è ñèñòåìû (5)-(6).
Ëèòåðàòóðà 1. Ëàêñ Ï. Ä. Èíòåãðàëû íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-

íåíèé è óåäèíåííûå âîëíû. // Ìàòåìàòèêà, 13:5. - Ì.: Ìèð, 1969. - Ñ. 128-150.

Ñðàâíåíèå ìåòîäà ïðÿìîé ñõåìû àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé È.À. Êðûëîâà, Ô.Ë.

×åðíîóñüêî ïðè ðåøåíèè ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷
Ì.À. Êàëàøíèêîâà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Pε : Jε(u) =

T∫

0

F (x, u, t, ε)dt → min
u

, (1)

dx

dt
= f(x, u, t, ε), x(0) = x0. (2)

Çäåñü T > 0 ôèêñèðîâàíî, t ∈ [0, T ], x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, ε � ìàëûé ïàðà-
ìåòð. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1), (2), à èìåííî, ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé èç [1], ïîëó÷àåìîé
èç (1), (2) ïðè ε = 0, è ìåòîäà ïðÿìîé ñõåìû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâ-
êå â óñëîâèå çàäà÷è ïîñòóëèðóåìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ
â âèäå x(t) =

∑
j≥0

εjxj(t), u(t) =
∑
j≥0

εjuj(t) è îïðåäåëåíèè ñåðèè çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè (ñì. íàïðèìåð,
[2]).
Óòâåðæäåíèå 1 n - å ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà-
÷è (1)-(2), ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè ïðÿìîé ñõåìû, îòëè÷àåòñÿ îò (n+1) -
ãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé, íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà εn+1, òî åñòü x̂n+1 − x̃n = O(εn+1), ûn+1 − ũn =

O(εn+1), ãäå ũn =
n∑

j=0

εjuj, x̃n =
n∑

j=0

εjxj, n = 0, 1, 2... - n-îå ïðèáëèæåíèå

ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðÿìîé ñõåìû, à (ûn+1, x̂n+1) - (n+1)-îå ïðè-
áëèæåíèå â ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, åñëè â êà÷åñòâå íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü ðåøåíèå âûðîæäåííîé çàäà÷è, ïîëó÷àåìîé èç
(1), (2) ïðè ε = 0.

Ëèòåðàòóðà. 1. È.À. Êðûëîâ, Ô.Ë. ×åðíîóñüêî Î ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ// Æóðí.
âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. ôèçèêè òîì 2, �6, 1962ã., ñòð. 1132 - 1139. 2. Ì.Ã.
Äìèòðèåâ, Ã.À. Êóðèíà Ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ //
Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà �1, 2006ã., ñòð. 3 - 51.
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Îá óðàâíåíèÿõ òèïà Ãàììåðøòåéíà ñ ÷àñòíûìè
èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

À.Ñ. Êàëèòâèí
(Ëèïåöê, ËÃÏÓ; kalitvin@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ãàììåðøòåéíà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

x(t, s) =

∫

T

l(t, s, τ)f(τ, s, x(τ, s))dτ +

∫

S

m(t, s, σ)g(t, σ, x(t, σ))dσ+

+

∫∫

D

n(t, s, τ, σ)h(τ, σ, x(τ, σ))dτdσ, (1)

ãäå T è S � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ëåáåãîâîé ìåðû â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Rm è Rn, D = T×S, çàäàííûå ôóíêöèè l, m, n è f, g, h îïðåäåëåíû
íà ìíîæåñòâàõ D × T, D × S, D ×D è D × (−∞, +∞) ñîîòâåòñòâåííî, à èí-
òåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Îòìåòèì, ÷òî íåëèíåéíûå îïåðàòîðû
è óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè èçó÷àëèñü â [1,2].

Ïóñòü Ω � îäíî èç ìíîæåñòâ T, S, D, C(Ω) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
íà Ω ôóíêöèé, L = L(Ω) � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ íà Ω ôóíêöèé è C(L)
� ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà D âåêòîð-ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â L.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) l ∈ C(L(T )),m ∈ C(L(S)), n ∈ C(L(D));
á) |l(t, s, τ)| ≤ l1(t, τ), |m(t, s, σ)| ≤ m1(s, σ), |n(t, s, τ, σ)| ≤ l1(t, τ)m1(s, σ) è

îïåðàòîðû (L1x)(t) =
∫

T
l1(t, τ)x(τ)dτ, (M1x)(s) =

∫
S

m1(s, σ)x(σ)dσ äåéñòâó-
þò â C(T ) è C(S) ñîîòâåòñòâåííî;

â) ôóíêöèè f(t, s, u), g(t, s, u), h(t, s, u) íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå
è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî u : |f ′u(t, s, u)| ≤ c1, |g′u(t, s, u)| ≤
c2, |h′u(t, s, u)| ≤ c3;

ã) r(L1)c1 + r(M1)c2 + r(L1)r(M1)c3 < 1, ãäå r(L1) è r(M1) � ñïåêòðàëüíûå
ðàäèóñû îïåðàòîðîâ L1 è M1 â C(T ) è C(S).

Òîãäà óðàâíåíèÿ (1) èìååò â C(D) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïóñòü T = [a, b], S = [c, d]. Óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â C(D)

óðàâíåíèé Âîëüòåððà - Ãàììåðøòåéíà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ñîäåðæèò
Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèè f(t, s, u), g(t, s, u) è h(t, s, u) íåïðåðûâíû, èìå-

þò îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî u è âûïîëíåíî îäíî
èç óñëîâèé:

à) l ∈ C(L(T )),m ∈ C(L(S)), n ∈ C(L(D));
á) ÿäðà l(t, s, τ),m(t, s, σ) è n(t, s, τ, σ) îãðàíè÷åíû è â C(D) äåéñòâóþò

îïåðàòîðû (Lx)(t, s) =
∫ t

a
l(t, s, τ)x(τ, s)dτ, (Mx)(t, s) =

∫ s

c
m(t, s, σ)x(t, σ)dσ,

(Nx)(t, s) =
∫∫

G
n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ, ãäå G � îäíî èç ìíîæåñòâ [a, t] ×

[c, s], [a, t]×[c, d], [a, b]×[c, s], òî â C(D) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèå
x(t, s) =

∫ t

a
l(t, s, τ)f(τ, s, x(τ, s))dτ +

∫ s

c
m(t, s, σ)g(t, σ, x(t, σ))dσ+

+
∫∫

G
n(t, s, τ, σ)h(τ, σ, x(τ, σ))dτdσ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Appell J.M., Kalitvin A.S., Zabrejko P.P. Partial Integral
Operators and Integro-Di�erential Equations. � New York: Marcel Dekker, 2000.
� 560 p. 2. Êàëèòâèí À.Ñ. Íåëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè.
�Ëèïåöê: ËÃÏÓ, 2002. � 208 ñ.
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Î ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé
Âîëüòåððà-Ôðåäãîëüìà-Ðîìàíîâñêîãî ñ ÷àñòíûìè

èíòåãðàëàìè
Â.À. Êàëèòâèí

(Ëèïåöê, ËÃÏÓ; kalitvin@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà - Ôðåäãîëüìà - Ðî-
ìàíîâñêîãî ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè (ÂÔÐ) x = (L + MΠ + N)x + f, ãäå
(Lx)(t, s) =

∫ t

a
l(t, s, τ)x(τ, s)dτ, (Mx)(t, s) =

∫ b

a
m(t, s, σ)x(t, σ)dσ, Πx(t, s) =

x(s, t), (Nx)(t, s) =
∫ t

a

∫ b

a
n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ, t, s ∈ [a, b], f, l,m, n � çàäàí-

íûå è èçìåðèìûå íà D = [a, b]×[a, b], D×[a, b], D×[a, b], D×D ñîîòâåòñòâåííî
ôóíêöèè. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè óðàâíåíèÿ ÂÔÐ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ óðàâíåíèå Ðîìàíîâñêîãî (ïðè íóëåâûõ ôóíêöèÿõ l, n, f îäíîé çàäà÷è
òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ äâóõñòîðîííåé ñâÿçüþ è èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå (ïðè m(t, s, σ) ≡ 0), ê êîòîðîìó ïðèâîäÿòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ Áàðáàøèíà. Ñâîéñòâà óðàâíåíèé ÂÔÐ èçó÷àëèñü â [1]. Òî÷íûå
ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé íàõîäÿòñÿ â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Íåïîñðåäñòâåííîå æå
ïðèìåíåíèå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäà òèïà ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàä-
ðàòóð äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà òðåáóåò îáîñ-
íîâàíèÿ, òàê êàê èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ÂÔÐ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ
îò èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (èç-çà íåêîìïàêòíîñòè
îïåðàòîðîâ L è M). Ïîýòîìó óðàâíåíèå ÂÔÐ ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó äâóìåð-
íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, ñðåäè ðåøåíèé
êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÂÔÐ. Ïîëó÷åííîå óðàâ-
íåíèå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ïðèìåíåíèåì êóáàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ èíòåãðàëîâ, à äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû õîðîøî ðàçðàáîòàííûå äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ìåòîäû.

Ïóñòü ôóíêöèè l, m, n, f íåïðåðûâíû, à óðàâíåíèå ÂÔÐ ðàññìàòðèâàåòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå C(D) íåïðåðûâíûõ íà D ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå íà C(D) îá-
ðàòèì îïåðàòîð I−L, ïðè÷åì (I−L)−1x(t, s) = x(t, s)+

∫ t

a
r(t, s, τ)x(τ, s)dτ ≡

x(t, s) + (Rx)(t, s), ãäå r(t, s, τ) � ñóììà ðÿäà èç èòåðèðîâàííûõ ÿäåð l(i) îïå-
ðàòîðîâ L(i) (i = 1, 2, . . . ). Òîãäà óðàâíåíèå ÂÔÐ ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
x = MΠx + (N + RMΠ + RN)x + Rf, ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ åñòü äâóìåðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Âîëüòåððà N1 ñ íåïðå-
ðûâíûì ÿäðîì. Ïîýòîìó x = MΠx+N1x+ g, ãäå g = Rf. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x â ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ MΠx+N1x+g, ïðèõîäèì ê äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ ñ íåïðåðûâíûìè çàäàííûìè ôóíêöèÿìè. Åñëè ýòî óðàâíåíèå èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ìåòî-
äû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÂÔÐ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êàëèòâèí À.Ñ., Êàëèòâèí Â.À. Îá óðàâíåíèÿõ
Âîëüòåððà-Ôðåäãîëüìà-Ðîìàíîâñêîãî ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè // Òðóäû èí-
ñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè. �Ìèíñê, 2004. �Ò. 12 ��1. �Ñ. 71-75.
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Òåîðåìà Á¼ðëèíãà äëÿ ôóíêöèé èç îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ
Í.Ñ. Êàëóæèíà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ïóñòü G - êîìïàêòíî-ïîðîæäåííàÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóï-
ïà, Ĝ - äâîéñòâåííàÿ ãðóïïà õàðàêòåðîâ ãðóïïû G. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðîñòðàíñòâà Cb(G), Cb,u(G) íåïðåðûâíûõ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ êîì-
ïëåêñíûõ ôóíêöèé ñ "suppremum--íîðìîé, à òàêæå ïðîñòðàíñòâî Ñòåïàíî-
âà [2] Sp(G), ãäå p ∈ [1,∞), èçìåðèìûõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ

p ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà ‖x‖Sp = sup
s∈G

(∫
V

|x(s + g)|p dg

)1/p

,
ãäå V - êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ ãðóïïû G.

Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà L1(G) ñóììè-
ðóåìûõ ôóíêöèé ñî ñâ¼ðòêîé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1 Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F(G) êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà G, íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì [1] ôóíêöèé,
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. F ñîäåðæèò Cb,u(G) è ñîäåðæèòñÿ â S1(G), ïðè÷åì âëîæåíèÿ
Cb,u(G) ⊂ F(G) ⊂ S1(G) íåïðåðûâíû;

2. â F îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà ãðóïïà S(g), g ∈ G, îïåðàòîðîâ ñäâèãà
ôóíêöèé (S(g)x) (s) = x(s + g), s, g ∈ G, x ∈ F ;

3. äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f ∈ L1(G), x ∈ F èõ ñâ¼ðòêà f ∗ x =∫
G

f(τ)(S(−τ)xdτ ïðèíàäëåæèò F è ‖f ∗ x‖ ≤ ‖f‖1‖x‖;

4. Ĝ ⊂ F(G);

5. ϕx ∈ F(G) äëÿ ëþáîé x ∈ F(G) è ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ Cb(G) ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì, ïðè÷åì ‖ϕx‖ ≤ ‖ϕ‖∞‖x‖.

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà Cb,u(G), Cb(G), L∞(G), Sp(G), p ∈ [1,∞), ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè.

Îïðåäåëåíèå 2 Ñïåêòðîì Á¼ðëèíãà ôóíêöèè x ∈ F(G) íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî Λ(x) = {γ ∈ Ĝ|fx 6= 0,∀f ∈ L1(G), f̂(γ) 6= 0}.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì ââåäåì ïîíÿòèÿ c-ñõîäèìîñòè [4] è äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü Ω - íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Íàïðàâëåííîñòü
ôóíêöèé (xα), α ∈ Ω èç F(G) íàçûâàåòñÿ c-ñõîäÿùåéñÿ ê x0 ∈ F(G), åñëè
îíà îãðàíè÷åíà è lim ‖ϕ(xα− x0)‖ = 0, äëÿ ëþáîé ϕ ∈ Cb,u(G) ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì.

Åñëè, ê òîìó æå, lim ‖xα‖ = ‖x0‖, òî íàïðàâëåííîñòü (xα) íàçûâàåòñÿ
óçêî ñõîäÿùåéñÿ ê x0.
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Îïðåäåëåíèå 4 Õàðàêòåð γ ∈ Ĝ îòíåñåì ê äèñêðåòíîìó ñïåêòðó Λd(x)
ôóíêöèè x ∈ F(G), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íàïðàâëåííîñòü (fα), α ∈ Ω,
èç L1(G), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñâîéñòâà: 1) f̂α(0) = 1 è fα ≥ 0, α ∈ Ω;
2) lim

G
|fα(g + u)− fα(g)|dg = 0, u ∈ G; 3) lim‖γfα ∗ x‖ > 0.

Â ñòàòüå [3] À.Á¼ðëèíãîì áûë ñôîðìóëèðîâàí "îðèãèíàëüíûé è äåéñòâèòåëü-
íî ïîðàçèòåëüíûé ðåçóëüòàò"(öèòàòà èç [5]) â ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå.

Òåîðåìà 1 [Á¼ðëèíã [3]] Ïóñòü x ∈ Cb,u(R) è x 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñ-
ëî λ0 ∈ R è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñäâèãîâ ôóíêöèè
x, êîòîðàÿ óçêî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè exp(iλ0t), t ∈ R.
Ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Á¼ðëèíãà äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé, à
èìåííî, äëÿ ôóíêöèé èç îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèõ íåïóñòîé äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü x ∈ F(G) è γ0 ∈ Ĝ ∈ Λd(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò íàïðàâ-
ëåííîñòü (xα), ñîñòàâëåííàÿ èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñäâèãîâ ôóíêöèè x,
êîòîðàÿ c−ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðó γ0.

Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà ïðèìåíèìà â òåîðèè ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïðè îöåíêå íîðìû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé áàíàõîâûõ àëãåáð,
àáåëåâûõ ãðóïï è ïîëóãðóïï â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ/
À. Ã. Áàñêàêîâ// ÑÌÔÍ - 2004. - � 9. - P.3�151. 2. Êîñòèí À.Â. Ê òåîðèè
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñòåïàíîâà./ À.Â. Êîñòèí, Â.À. Êîñòèí. - Âî-
ðîíåæ.: Èçä�âî ÂÃÓ, 2007. 3. Beurling A. Un theoreme sur les fonctions borness
et uniformement continues sur l'axe reel/ A. Beurling// Acta Math. - 1945. - �
77. - P.127�136. 4. Koosis P. On the spectral analysis of bounded functions/
P. Koosis// Paci�c Journal of Mathematics. - 1966. - � 16. - P. 121�128. 5.
Õüþèòò Ý. Àáñòðàêòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç./ Ý. Õüþèòò, Ê. Ðîññ. - Ì.:
Ìèð, 1975. - T. 2.

Î âàðèàöèîííîé òðàêòîâêå çàäà÷è î áèôóðêàöèè
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

â ñëó÷àå íåèçîëèðîâàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ8

Ì.È. Êàìåíñêèé, Á.À. Ìèõàéëåíêî
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; Mikhailkamenski@mail.ru, Mikh@mail.ru)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

ẋ = Ax + f(
t

ε
, x), (1)

8Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �09-01-92003, �09-01-92492
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ãäå A− íåâûðîæäåííàÿ n × n−ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
f : R1×Rn → Rn−íåïðåðûâíàÿ è T−ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé è
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî âòîðîé ïåðåìåííîé ôóíêöèÿ, ε ∈ [0, 1].

Óñëîâèå Ó1. Ïóñòü óñðåäíåííîå óðàâíåíèå

ẋ = Ax +
1

T

∫ T

0

f(t, x)dt

èìååò îäíîìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ {x0(θ) : θ ∈
[0, 1]}, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò x′′0(θ) è x′0(θ) 6= 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå

ẏ = Ay + [
1

T

∫ T

0

f ′2(t, x0(θ))dt]y.

Î÷åâèäíî, x′0(θ)−ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè
ýòîãî óðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùèé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

Óñëîâèå Ó2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðîñòîå.
Îïðåäåëèì ôóíêöèè P : C([0, T ],Rn) → C([0, T ],Rn), Q : C([0, T ],Rn) ×

[0, 1] → C([0, T ],Rn), äåéñòâóþùèå ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

Py(τ) = y(τ)− 1

T
(−A−1)

∫ T

0

f(ζ, y(ζ))dζ,

Q(y, ε)(τ) =





−
∫ T

0

((
1

2
+

ζ − τ

T
) + o(ε2))f(ζ, y(ζ))dζ, 0 ≤ ζ ≤ τ ≤ T

−
∫ T

0

((−1

2
+

ζ − τ

T
) + o(ε2))f(ζ, y(ζ))dζ, 0 ≤ τ < ζ ≤ T,

ãäå o(ε2)−áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε2. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûé
âåêòîð ñîïðÿæåííîãî ê P ′(x0(θ)) îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèé íóëåâîìó ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ, ÷åðåç z0(θ) ∈ (C([0, T ],Rn))∗ è îïðåäåëèì àáñòðàêòíóþ áè-
ôóðêàöèîííóþ ôóíêöèþ Ìàëêèíà-Ëóäà:M(θ) = (Q(x0(θ), 0), z0(θ)), ãäå ñêîá-
êàìè (c, z) îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëà z èç ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà íà ýëåìåíò c ïðîñòðàíñòâà C([0, T ],Rn).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë

Wθ(y) =

∫ T

0

〈((I − P )y)(ζ), z0(θ)(ζ)〉dζ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà (Î âàðèàöèîííîì ïðåäñòàâëåíèè). Ïóñòü â òî÷êå x0(θ0) âû-

ïîëíåíî óñëîâèå M ′(θ0) 6= 0. Òîãäà òî÷êà x0(θ0) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé áè-
ôóðêàöèþ εT−ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé xε óðàâíåíèÿ (1) â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîäîçðèòåëüíîé íà ýêñòðåìóì äëÿ ôóíêöèîíà-
ëà Wθ0(y) ïî íàïðàâëåíèþ Q(x0(θ0), 0).
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Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå
îïåðàòîðà Õèëëà-Øðåäèíãåðà.

À.Â. Êàðïèêîâà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; karpikovaAV@mail.ru )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé îïåðàòîð Õèëëà-Øðåäèíãåðà [1]

L = A−B : D(L) ⊂ L2

(
[0, π],C2

) → L2

(
[0, π],C2

)
,

Ly = −y′′ − v(t)y, y ∈ D(L) = {y ∈ W 2
2 ([0, π],C2) : y(0) = y(π), y′(0) = y′(π)},

ãäå v(t) =
∑
k∈Z

vke
2ikt, t ∈ [0, π] - êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîòåíöèàë, ïðè÷åì

v ∈ L2[0, π]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî v0 = 1
π

π∫
0

v(t)dt = 0. Åñëè v = 0 , òî îïåðà-

òîð L îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì L0. Ñïåêòð è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà
L0 èìåþò ñëåäóþùèé âèä: Sp(L0) = {n2, n = 0, 2, 4...}-ñïåêòð îïåðàòîðà L0;
E0

n = Span{e2int, e−2int}-ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ n2 , n 6= 0 ; E0

0 = {α}, α ∈ C. Ïîëîæèì ωn = v−nvn , ω̃n = p−npn, n ∈ Z,
ãäå pn = v2n + cn,−n , p−n = v−2n + c−n,n = pn , cn,−n =

∑
j∈Z,|j|6=|n|

vn−j
vj+n

j2−n2 ,

c−n,n =
∑

j∈Z,|j|6=|n|
v−(n+j)

vj−n

j2−n2 = cn,−n. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïå-

ðàòîðîâ [2] ìîæíî ïîëó÷èòü

Òåîðåìà 1 Ñóùåñòâóåò ÷èñëî m0 ∈ Z+ òàêîå, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà
L = A−B ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(L) = σ(m)

⋃

 ⋃

|n|≥m+1

σn


 , (1)

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâà σn, |n| ≥ m + 1 äâóõòî÷å÷íû
è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

σn = {n2 −
∑

k∈Z
|k|6=2n

ωk ±
√

ω̃n + β±n }, (2)

ãäå
∑

|n|≥m+1

|β±n | < ∞.

Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò ÷èñëî m ∈ Z+ òàêîå, ÷òî îïåðàòîð L ñïåêòðàëåí
[3] îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ (1).

Ëèòåðàòóðà. 1. Äæàêîâ Ï, Ìèòÿãèí Á.Ñ. Çîíû íåóñòîé÷èâîñòè îäíî-
ìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà è Äèðàêà//Óñïåõè ìàòåìà-
òè÷åñêèõ íàóê. 2006. Ò.61. � �4. � ñ. 77-182. 2. Áàñêàêîâ À.Ã. Ãàðìîíè÷åñêèé
àíàëèç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. � Âîðîíåæ: èçä-âî Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà. 1987. � 165 ñ. 3. Äàíôîðä Í., Øâàðö Äæ.Ò. Ëèíåéíûå
îïåðàòîðû. Ñïåêòðàëüíûå îïåðàòîðû. Ò III. � Ì.: Ìèð. 1974. � 661 c.
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Âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèê àìïëèòóä ðåçîíàíñíî
áèôóðöèðóþùèõ öèêëîâ ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî

òèïà
À.Ï. Êàðïîâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; karpovaantonina@mail.ru)

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ êâàäðàòè÷íî�êóáè÷åñêîé íåëèíîé-
ñòüþ èç êëàññà "ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà"

v̇ +
∂v

∂x
v = ν∆(v) + µv + c grad (P ) + λB

(
∂v

∂x
,
∂2v

∂x2

)
(1)

(∆ � äâóìåðíûé ëàïëàñèàí) ñ óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè

div(v) = 0 (2)

íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è "êàêèìè-íèáóäü"
ñòàíäàðòíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðîìå âåêòîðà
ñèëû âÿçêîñòè ν∆(v) óðàâíåíèå ñîäåðæèò âåêòîðû ñèëû òîðìîæåíèÿ µv è
óïðóãîé âÿçêîñòè λB( ∂v

∂x
, ∂2v

∂x2 ).
Ðàññìîòðåâ ðåøåíèÿ, ïåðèîäè÷åñêèå ïî x1, x2 è ïîñðåäñòâîì îäíîé èç ïðî-

öåäóð äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïîëó÷èì îáîáùåí-
íóþ êîíå÷íîìåðíóþ ñèñòåìó ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà

ẇ = Aw + B(w,w) + C(w, w,w), w ∈ R6. (3)

Ïåðåõîä ê ñèñòåìå òàêîãî âèäà äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü çàðîæäåíèÿ
óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, óñòîé÷èâîñòü çàðîæäàþùèõñÿ âîëíîâûõ
äâèæåíèé è äð.

Çàïèñàâ óðàíåíèå â îïåðàòîðíîì âèäå è ïðèìåíèâ ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åí-
íûå â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ, ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-
íèÿ. Íà åãî îñíîâå íåòðóäíî ïîëó÷èòü êîìïüþòåîíûå èçîáðàæåíèÿ, äàþùèå
ïðåäñòàâëåíèå î ïðîöåññå çàðîæäåíèÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé æèäêîñòè âáëèçè
ëàìèíàðíûõ òå÷åíèé.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êàðïîâà À.Ï. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå àìïëèòóä öèê-
ëîâ, áèôóðöèðóþùèõ ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñîâ/ À.Ï. Êàðïîâà, Þ.È. Ñàïðî-
íîâ// Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþ-
òåðíûå íàóêè. 2008, âûï. 3. Ñ.12-22. 2. Çà÷åïà Â.Ð. Ëîêàëüíûé àíàëèç ôðåä-
ãîëüìîâûõ óðàâíåíèé / Â.Ð.Çà÷åïà, Þ.È.Ñàïðîíîâ � Âîðîíåæ: ÂÃÓ, 2002. �
185 ñ.
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Ôðåäãîëüìîâû óðàâíåíèÿ ñ êðóãîâîé ñèììåòðèåé è
öèêëîãåíåç

À.Ï. Êàðïîâà, Í.À. Êîïûòèí, Þ.È Ñàïðîíîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; karpovaantonina@mail.ru, nicktwin@bk.ru, yusapr@mail.ru )

Öåëü ñîîáùåíèÿ � èçëîæåíèå íîâîé ìåòîäèêè äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëè-
çà ðåøåíèé ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé (íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå) ñ êðó-
ãîâîé ñèììåòðèåé (SO(2)−ýêâèâàðèàíòíîñòüþ), áèôóðöèðóþùèõ èç èçîëè-
ðîâàííîé îñîáîé òî÷êè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà âû-
÷èñëåíèÿ äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà è àìïëèòóäíî�÷àñòîòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, áèôóðöèðóþùèõ ñ ñèëüíûìè è äâîéíûìè
ñèëüíûìè ðåçîíàíñàìè èç òî÷åê ïîêîÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äîñòà-
òî÷íî øèðîêîãî êëàññà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ óðàâíåíèå êîëåáàíèé óïðóãîé
áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, àâòî-
íîìíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèå
Íàâüå�Ñòîêñà è äð. Ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé ïðåäñòàâëåííûõ â äîêëàäå
ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ìåòîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà
[1] � [4], îñíàùåííûé ýëåìåíòàìè òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
[5].

Ëèòåðàòóðà 1. Äàðèíñêèé Á.Ì., Ñàïðîíîâ Þ.È., Öàðåâ Ñ.Ë., Áèôóðêà-
öèè ýêñòðåìàëåé ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ// Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà.
Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Ì.: ÌÀÈ. Ò.12. 2004. Ñ.3-140. 2. Sapronov
Yu.I., Darinskii B.M. Discriminant sets and layerings of bifurcating soluions of
fredholm equations// Journ. of Math. Sc. Vol. 126, N 4. 2005. P.1297-1311. 3.
Êàðïîâà À.Ï., Êîïûòèí Í.À., Íåïðèíöåâ Â.È., Ñàïðîíîâ Þ.È. Àëãîðèòì
÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðåçîíàíñíûõ áèôóðêàöèé êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ
â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè c äîïîëíèòåëüíûì êîíòóðîì// Âåñòíèê ÂÃÒÓ. - Ò. 5.
- � 4. - 2009. - Ñ. 116-119. 4. Êàðïîâà À.Ï., Êîïûòèí Í.À., Ñàïðîíîâ Þ.È.
Êëþ÷åâûå óðàâíåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ 2-êðàòíûìè ðåçîíàíñàìè//
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ. Ñáîðíèê íàó÷íûõ ñòàòåé
(ïîä ðåä. Â.À. Êîñòèíà è Þ.È. Ñàïðîíîâà). - Ò. 6. - Âîðîíåæ: ÂîðÃÓ, 2009.
- Ñ. 51-58. 5. Àðíîëüä Â.È., Âàð÷åíêî À.Í., Ãóñåéí�Çàäå Ñ.Ì. Îñîáåííîñòè
äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé. Ì.: ÌÖÍÌÎ. 2004. 672 ñ.

Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ëåîíòüåâñêîãî òèïà
À.Â. Êåëëåð, Å.È. Íàçàðîâà

(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; alevtinak@inbox.ru)

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

Lu̇ = Mu + f, (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè
u(0) = u0 (2)

â ñëó÷àå (L, σ)�îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà M ðàññìîòðåíà â [1], â ñëó÷àå
(L, p)�ðàäèàëüíîñòè îïåðàòîðà M � â [2].
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Ïóñòü L è M � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, ïðè÷åì detL = 0, ìàòðèöà
M ÿâëÿåòñÿ L-ðåãóëÿðíîé (∃λ ∈ C : det (λL−M) 6= 0), u : [0; T ) → Rn, f�
íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, òîãäà (1) � ñèñòåìà ëåîíòüåâñêîãî òèïà, ïîñêîëü-
êó ÿâëÿåòñÿ îáîùåíèåì ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà Â.Ëåîíòüåâà. Â ýòîì
ñëó÷àå L-ñïåêòð îïåðàòîðà M (σL(M) = C \ {µ ∈ : (µL−M)−1 ∈ L(Rn;Rn))
íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

det(µL−M) = anµn + an−1µ
n−1 + ... + a1µ + a0. (3)

Ïîñêîëüêó an = detL, òî an = 0. Êîýôôèöèåíò al åñòü ñóììà ñëàãàåìûõ,
êàæäîå èõ êîòîðûõ åñòü ïðîèçâåäåíèå îäíîãî èç ìèíîðîâ ïîðÿäêà l ìàòðèöû
L íà ÷èñëî, l = 1, ..., n− 1, ñâîáîäíûé êîýôôèöèåíò a0 = det(−M). Ïîýòîìó
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà q = det(µL −M) íå âûøå rankL, ò.å. ðàíãà ìàòðèöû L.
Èòàê,

det(µL−M) = aqµ
q + aq−1µ

q−1 + ... + a1µ + a0. (4)

Ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2) áóäåì
èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà [3], óñòàíàâëèâàþùèé íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ëåîíòüåâñêîãî òèïà íà
îñíîâå âû÷èñëåíèé îïðåäåëèòåëåé Ãóðâèöà, ñîñòàâëåííûõ èç êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà (4).

Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ìàòðèö L è M , ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1), (2) óñòîé÷èâû è íåóñòîé÷èâû.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êåëëåð, À.Â. Èíâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâà è äèõîòîìèè
ðåøåíèé îäíîãî êëàññà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà / À.Â. Êåë-
ëåð // Èçâ. ÂÓÇîâ. Ìàòåì. 1997.� �5 (420) � Ñ. 60-68. 2. Ñàãàäååâà, Ì.À.
Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà: Äèññ. ..êàíä.
ôèç.-ìàò. íàóê. ×åëÿáèíñê: ×åëÿá. ãîñ. óí-ò, 2006. 3. Ãàíòìàõåð, Ô.Ð. Òåîðèÿ
ìàòðèö / Ô.Ð. Ãàíìàõåð � Ì.: Íàóêà, 1965. � 576 ñ.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè âèõðåé íà ïëîñêîñòè è
îñíîâíûå ïóòè åå îáîáùåíèÿ

Í.À. Êèðèí
(Êîëîìíà, ÌÃÎÑÃÈ; Kirin N A@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàÿ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå èíâàðèàíòàì Âàñèëüå-
âà, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ èòåðèðîâàííûõ èíòåãðàëîâ ×åíà îò ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ìîæíî äîêàçàòü

Òåîðåìà Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ èíâàðèàíòà
Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðåäñòàâëåííîãî 1-èòåðèðîâàííûì èíòåãðàëîì
×åíà W (I1) =

∑
i<j

(
W (Xij)

2π
√−1

⊗ ∫
γ
d log(zi − zj)

)
ñ âåñîâîé ñèñòåìîé W (Xij) =

ΓiΓj. Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå Xn =
Cn \ (∪i<jHij), îïðåäåëÿåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì H ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé n òî-
÷å÷íûõ äåêàðòîâûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè.

Äàííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ñ ïîòåíöèàëîì U(r1, . . . , rn) = −G

2

∑
i<j

mimj

rij
.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà äåêàðòîâûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåò-
ñÿ äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèåé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ∂v

∂t
= −(v,∇)v−∇p; div v =

0.
Îáîáùåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ìîæíî ïðîâîäèòü â íåñêîëüêèõ íàïðàâëå-

íèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàññìîòðåòü âîçìóùåíèÿ ðàññìîòðåííîé íàìè ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé èíâàðèàíòó Âàñèëüåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà,
äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè, îòâå÷àþùèìè èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, â òîì ÷èñëå, ðàññìîòðåâ ïîëíûé èíâàðèàíò Âàñèëüåâà.
Òàêèå ñèñòåìû áóäóò îáëàäàòü ðÿäîì ñõîäíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîãî èíâàðèàíòà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè çàôèêñè-
ðîâàòü óðîâåíü ýíåðãèè, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íîâîé çàäà÷å áóäóò ïðî-
ïîðöèîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è.

Íåòðóäíî, òàê æå, äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåêîòîðûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëîì äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è äâèæåíèÿ âèõðåé, òî îí áó-
äåò èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ è äëÿ çàäà÷è äâèæåíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ âèõðåé íà
ïëîñêîñòè.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî îáîáùèòü íàøó çàäà÷ó íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ èíòåí-
ñèâíîñòåé. Âòîðîé ñïîñîá ïðèâåäåò ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ âèõðå-
èñòî÷íèêîâ íà ïëîñêîñòè. Âèõðåèñòî÷íèêè â äàííîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿþò
ìåõàíèçìû êîíâåêöèè (â îáà íàïðàâëåíèÿ) ìåæäó òîíêèìè ïàðàëëåëüíûìè
ñëîÿìè æèäêîñòè.

Ëèòåðàòóðà. 1. Àðíîëüä Â.È., Õåñèí Á.À. Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â
ãèäðîäèíàìèêå/ Ïåðåâîä ñ àíãë.�Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2007.�392ñ. 2. Êîçëîâ, Â.Â.
Îáùàÿ òåîðèÿ âèõðåé [Òåêñò]/Â.Â.Êîçëîâ.�Èæåâñê: Èçä-âî Óäì. óí-òà, 1998.�
238 ñ. 3. Berger M.A. Hamiltonian dynamics generated by Vassiliev invariants//
J. Phys. A: Math. Gen., 2001.�v.34.�P.1363�1374. 4. Êèðèí, Í.À. Ãàìèëü-
òîíîâû ñèñòåìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà// Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå
ïðèëîæåíèÿ: Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-
ìàì è äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ñóçäàëü 2006, ÷àñòü 3. - Òáèëèñè:
Èçä-âî: Èí-ò êèáåðíåòèêè ÀÍ Ãðóçèè, 2008, Òîì 57, Ñ. 10-18. 5. Kirin, N.A.
Hamiltonian systems and Vasil'ev invariants// Journal of Mathematical Sciences:
Springer New York, Volume 160, Number 1, 2009. - pp. 10-20.

×èñëåííîå îòûñêàíèå îãðàíè÷åííûõ íà âñåé îñè
ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ â â ñëó÷àå
çíàêîíåîïðåäåëåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Å.Â. Êèòàåâà
(Ñàìàðà, ÑàìÃÓ; el_kitaeva@mail.ru)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ε
∂u

∂t
=

∂2u

∂ξ2
+ a(t, ξ)u + f(t, ξ), (1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u
∣∣∣
ξ=−1

= u
∣∣∣
ξ=1

= 0. (2)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
E1. Ôóíêöèè f(t, ξ), a(t, ξ) è âñå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂|i|f
∂ti−s∂ξs ,

∂|i|a
∂ti−s∂ξs ,0 ≤ i ≤ 2k1 + 1, 0 ≤ s ≤ i ïðè íåêîòîðîì k1 ≥ 2 ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû ïðè t ∈ R, ξ ∈ [−1, 1].
E2. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ R äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïå-

ðàòîðà ∂2

∂ξ2 + a(t, ξ) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
λ1 > λ2 > · · · > λk > 0 > λk+1 > · · · , |λi(t)| ≥ λ0 > 0 è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ λs = O∗(s2), |λi − λj| ≥ C|i− j|2, i 6= j, inf

t∈(−∞,+∞)
|λi(t)| ≥ λ0 > 0.

Òåîðåìà 1 Çàäà÷à (1)-(2) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ïðè t ∈
(−∞, +∞), ξ ∈ [−1, 1] ðåøåíèå u(t, ξ). Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâû îöåí-
êè sup

t∈(−∞,+∞)

‖ ∂iu
∂ti

‖C[−1,1]≤ C, 0 ≤ i ≤ k1 − 1, sup
t∈(−∞,+∞)

‖ ∂iu
∂ξi ‖C[−1,1]≤ C, 0 ≤

i ≤ 5.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé äëÿ îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ðåæèìîâ
ãîðåíèÿ. Åå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî êàê â ïðÿìîì òàê è â îáðàòíîì âðåìåíè.

Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä [1], ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò
â ïîäàâëåíèè ÷àñòè êîìïîíåíò âåêòîðà îøèáêè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è
ïðè äâèæåíèè â ïðÿìîì âðåìåíè, à îñòàëüíûõ êîìïîíåíò - â îáðàòíîì âðå-
ìåíè, ñ ïðèìåíåíèåì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì
ìåòîäà è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êèòàåâà Å.Â., Ñîáîëåâ Â.À. ×èñëåííîå îòûñêàíèå îãðà-
íè÷åííûõ íà âñåé îñè ðåøåíèé äèñêðåòíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíå-
íèé è êðèòè÷åñêèõ ðåæèìîâ ãîðåíèÿ.Æóðí. âû÷èñë.ìàòåì. è ìàòåì. ôèçèêè.
2005. Ò.45, �1. ñ.56-87.

Îá óñëîâèÿõ îáðàòèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ê.Ñ. Êîáû÷åâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; KirillKobychev@gmail.com)

Ïóñòü X - êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, EndX - áàíàõîâà àëãåáðà
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. Äàëåå U : R × R →
EndX - ñèëüíî íåïðåðûâíîå ω - ïåðèîäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýâîëþöèîííûõ îïå-
ðàòîðîâ, ò.å. âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Utt = I, t ∈ R;
2. UtsUsτ = Utτ äëÿ âñåõ τ ≤ s ≤ t èç R;

3. sup0≤t−τ≤ω ‖U‖ = M < ∞;

4. Ut + ωs + ω = Uts äëÿ âñåõ t,s ∈ R ( óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ñåìåéñòâà
U ).
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Îòïðàâëÿÿñü îò ïðîèçâîëüíîãî ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ñèëüíî íåïðåðûâíîãî ñå-
ìåéñòâà ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ U : R× R→ EndX, îïðåäåëèì îïåðàòîð
LU = d/dt − A(t) : D(LU) ⊂ Fω(R, X) → Fω(R, X), ãäå ÷åðåç Fω = Fω(R, X)
îáîçíà÷àåòñÿ îäíî èç ïðîñòðàíñòâ Lp

ω(R, X), p ∈ [1,∞] - áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî èçìåðèìûõ (ïî Áîõíåðó) ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ p ∈ [1,∞) (ñóùå-
ñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ïðè p = ∞) ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðèîäà ω > 0 (êëàññîâ)
ôóíêöèé , äåéñòâóþùèõ èç R â X, Cω = Cω(R, X) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îïåðàòîð A ∈ L∞ω (R, EndX), åñëè
Fω = Lp

ω, p ∈ [1,∞] è A ∈ Cω(R, EndX), åñëè Fω = Cω. Íåïðåðûâíàÿ
ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ x ∈ Fω(R, X) îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà LU , åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Fω(R, X) òàêàÿ, ÷òî âåðíû ðà-
âåíñòâà x(t) = Ut0x(0) − ∫ t

0
Utτf(τ)dτ, t ∈ [0, ω]. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

f åäèíñòâåííà è ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ LUx = f . Äëÿ çàäàííîãî ñåìåéñòâà
ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ U : R× R→ EndX ñèìâîëîì V (t), t ∈ [0, ω], îáî-
çíà÷èì îïåðàòîð Ut + ωt ∈ EndX. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè
[1]:

Òåîðåìà 3 . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð LU : D(LU) ⊂
Fω(R, X) → Fω(R, X) áûë îáðàòèì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûë
îáðàòèì îïåðàòîð Uω = I −Uω0 (ò.å. 1 6∈ σ(Uw0)). Åñëè îïåðàòîð Uω îáðà-
òèì, òî îáðàòèìû îïåðàòîðû I − V (t), t ∈ [0, ω], è èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖(I − V (t))−1‖ ≤ M2‖U−1
ω ‖, t ∈ [0, ω].

Òåîðåìà 4 . Åñëè îïåðàòîð Uω îáðàòèì, òî îáðàòèì îïåðàòîð
LU : D(LU) ⊂ Fω(R, X) → Fω(R, X) è îáðàòíûé ê LU îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

(L−1
U f) =

∫ ω

0

G(t, τ)f(τ)dτ, f ∈ Fω(R, X),

ãäå ôóíêöèÿ (Ãðèíà) G : [0, ω]× [0, ω] → EndX èìååò âèä

G(t, τ) =

{
(U(t, t− ω)− I)−1U(t, τ), 0 ≤ τ ≤ t ≤ ω,
(U(t, t− ω)− I)−1U(t, τ − ω), t < τ ≤ ω.

Òåîðåìà 5 . Èç îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà LU â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ
Lp

ω(R, X), 1 ≤ p ≤ ∞, Cω(R, X) ñëåäóåò åãî îáðàòèìîñòü âî âñåõ îñòàëüíûõ.

Ïóñòü òåïåðü ñåìåéñòâî ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ U : R × R → EndX
îäíîðîäíî, ò.å. îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå

Utτ = T (t− τ), τ ≤ t, (3)

ãäå T : R+ = [0,∞) → EndX - ïîëóãðóïïà êëàññà C0 [2]. Ñëåäîâàòåëüíî,
òàêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷íî ñ ëþáûì ïåðèîäîì ω > 0. Â äàííîì ñëó÷àå
U(t) = Ut + ωt = T (ω) äëÿ ëþáîãî t ∈ R, è ïîýòîìó óñëîâèå îáðàòèìîñòè
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îïåðàòîðà LU : D(LU) ⊂ Fω(R, X) → Fω(R, X) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ
óñëîâèÿ

1 6∈ σ(T (ω)). (4)
Åñëè A -(èíôèíèòåçèìàëüíûé) ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû T , òî èç óñëîâèÿ (4)
ñëåäóåò , ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

s(A) = sup
n∈Z

‖R(
i2πn

ω
,A)‖ < ∞, (5)

ãäå R(·, A) = (A − λI)−1, λ ∈ ρ(A) = C\σ(A) - ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A. Èç
òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Òåîðåìà 6 . Ïóñòü A : D(A) ⊂ X → X - ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû T :
[0,∞) → EndX êëàññà C0. Òîãäà äëÿ îáðàòèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà LU = −d/dt + A : D(LU) ⊂ Fω(R, X) → Fω(R, X), ãäå ñåìåéñòâî U
îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (3), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4).
Åñëè X - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî óñëîâèÿ (4) è (5) ýêâèâàëåíòíû.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã., Ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â
ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.// Ôóíêöè-
îíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, 1996, Ò. 30, âûï. 3, ñ. 1-11. 2. Õèëëå
Ý., Ôèëëèïñ Ð. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è ïîëóãðóïïû.//Èçäàòåëüñòâî èíî-
ñòðàííîé ëèòåðàòóðû, Ìîñêâà, 1962.

S� âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ñòåïàíîâà è äâîéñòâåííûå èì
À.Â. Êîñòèí

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Êàê èçâåñòíî ([1]), áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà Â.Â. Ñòåïàíîâà, ëîêàëüíî èí-
òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ñî ñòåïåíüþ 1 ≤ p < ∞ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè
R1 = (−∞,∞) ôóíêöèé, îïðåäåëÿþòñÿ íîðìîé

‖f‖Sp = sup
t∈R1

[
1

l

∫ t+l

t

|f(x)|pdx

] 1
p

.

Èç ðàçëè÷íûõ íîðì ýêâèâàëåíòíûõ íîðìå (1) â ïðîñòðàíñòâàõ Ñòåïàíîâà,
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íîðìîé

‖f‖Sp = sup
n∈Z

[∫ n+1

n

|f(x)|pdx

] 1
q

= sup
n∈Z

[∫ 1

0

|f(x + n)|pdx

] 1
p

(1 ≤ p < ∞).

Çäåñü Z� ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
Íàðÿäó ñ ýòèì, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S∗q ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ íà R1

ñî ñòåïåíüþ q ∈ (1,∞) ôóíêöèé g(x) äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖g‖S∗q =
∞∑

n=−∞

[∫ n+1

n

|g(x)|qdx

] 1
p

=
∞∑

n=−∞

[∫ 1

0

|g(x + n)|qdx

] 1
q

.
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Ìíîæåñòâî S∗q ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Äàëåå, äëÿ f ∈ Sp è g ∈ S∗q ðàññìîòðèì áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

B(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïî òåðìèíîëîãèè ([2], ñ. 39) ôóíêöèîíàë B(f, g) ïðèâîäèò
ëèíåéíûå ñèñòåìû Sp è S∗q â äâîéñòâåííîñòü, òàê êàê äëÿ êàæäîãî f ∈ Sp,
f 6= 0 ñóùåñòâóåò g ∈ S∗q òàêîé, ÷òî B(f, g) 6= 0, è äëÿ g 6= 0 èç S∗q ñóùåñòâóåò
f ∈ Sp òàêîé, ÷òî B(f, g) 6= 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

‖f‖Sp = sup
‖g‖S∗q =1

|B(f, g)|,

‖g‖Sq∗ = sup
‖f‖Sp=1

|B(f, g)|.

Ëèòåðàòóðà 1. Êîñòèí À.Â. Ê òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
Ñòåïàíîâà/ À.Â. Êîñòèí, Â.À. Êîñòèí.� Âîðîíåæ: Èçäàòåëüñêî ïîëèãðàôè-
÷åñêèé öåíòð ÂÃÓ, 2007.� 259 ñ. 2. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç.// ïîä îáùåé
ðåäàêöèåé Ñ.Ã. Êðåéíà. Ì.: Íàóêà, 1972.� 544 ñ.

Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà-Ñòåïàíîâà è îïåðàòîð Ëàïëàñà
Â.À. Êîñòèí

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ïóñòü Kn� åäèíè÷íûé êóá â Rn, ñ ãðàíÿìè 0 ≤ xi < 1, i = 1, . . . , n, Kn,a�
êóá Kn ñäâèíóòûé íà âåêòîð a ∈ Rn, a = (a1, . . . , an), (Tau)(x) = u(x + a).

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp(Rn) ìíîæåñòâî ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìûõ íà Rn ôóíêöèé u(x), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖u‖Sp(Rn) = sup
a∈Rn

[∫

Kn

|u(x + a)|pdx

] 1
p

(p ≥ 1). (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n = 1 îíè ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè
Ñòåïàíîâà Sp(R1).

Sp(Rn)� ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè.
Çàìå÷àÿ, ÷òî íîðìû (1) íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè â öåëîì,

â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ íèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîò-
íîøåíèå

lim
h→0

‖u(x + h)− u(x)‖Sp(Rn) = 0, (2)

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäïðîñòðàíñòâî Sp(R
n
) ⊂ Sp(Rn), êàê ìíîæåñòâî

ôóíêöèé u ∈ Sp(Rn) äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2).
Èçâåñòíî, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè. Îíè ïîëó÷àþòñÿ

çàìûêàíèåì â êëàññå C(Rn
) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà Rn

ôóíêöèé.
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ íîðìû ñ ïðîñòðàíñòâàìè W l
p(Ω) ââåäåì

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ â Rn ñî ñòåïåíüþ
p ≥ 1 ôóíêöèé u(x) âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà l âêëþ÷è-
òåëüíî è äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖u‖W lSp(Rn) = sup
a∈Rn

‖Tau‖W l
p(Kn) = sup

a∈Rn

‖u‖W l
p(Kn,a) (3)

áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà�Ñòåïàíîâà è
îáîçíà÷àòü W lSp(Rn).

Ïðîñòðàíñòâà W lSp(Rn) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè.
Òåîðåìà. Îïåðàòîð A, çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

∆u(x) =
n∑

i=1

∂2u(x)

∂x2
i

è îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) = W 2Sp(R
n
) ÿâëÿåòñÿ ãå-

íåðàòîðîì ïîëóãðóïïû Ãàóññà-Âåéåðøòðàññà â ïðîñòðàíñòâàõ Sp(R
n
).

Ëèòåðàòóðà 1. Ñîáîëåâ Ñ.Ë. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå/ Ñ.Ë. Ñîáîëåâ.� Ì.: Íàóêà, 1988.� 393
ñ. 2. Ñòåïàíîâ Â.Â. Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé/ Â.Â.
Ñòåïàíîâ// ÄÀÍ ÑÑÑÐ, Ò. LXIV, 3(1949).� ñ. 297.

Íåëîêàëüíûé àíàëèç âåòâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
â âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ

Ò.È. Êîñòèíà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; tata_sti@rambler.ru)

Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå Áåëåöêîãî [1], óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñïóòíèêà â
ïëîñêîñòè ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû

(1 + e cos ν)
d2δ

dν2
− 2e sin ν

dδ

dν
+ µ sin δ = 4e sin ν

(ïðè ε = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ẍ + µ sin(x) = 0), çàìå-
òèì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì [2], ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê íåìó
íåëîêàëüíóþ àíàëèòè÷åñêóþ ñõåìó Ëÿïóíîâà-Øìèäòà è îñíîâàííûå íà íåé
íîâûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè [3],[4].

Èññëåäîâàíèå âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è
ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì íåëîêàëüíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà�Øìèäòà
ñ ïàðàëëåëüíûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà (ìåòîäà ãðàäèåí-
òà) äëÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåìîé êëþ÷åâîé ôóíêöè. "Îáùèé" k−ûé øàã â
ðàçðàáîòàííîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðå ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ôóíêöèè

W(k)(ξ, λ) = V (u + vk(ξ, λ)), u = ξ0e0 + ξ1e1 + ξ2e2, vk⊥N = Lin(e1, e2)

(e0 = 1, e1 = cos(t), e2 = sin(t) � ãëàâíûå ìîäû áèôóðêàöèè) ê ôóíêöèè

W(k+1)(ξ, λ) = V (u + vk+1(ξ, λ),

vk+1(ξ, λ) = vk(ξ, λ)+hk(ξ, λ), hk(ξ, λ) = −sk gradV (u+vk(ξ, λ)) = sk ∇k(ξ, λ).
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Âûáîð sk ñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíóþ âûïóêëóþ ôóíêöèþ ω(s) =
V (u+vk +s∇k), s ≥ 0 (sk � ïðèáëèæåíèå ê òî÷êè min ïî ìåòîäó Íüþòîíà).

Òàêæå äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé.

Ëèòåðàòóðà 1. Áåëåöêèé Â.Â Äâèæåíèå èñêóñòâåííîãî ñïóòíèêà âîêðóã
öåíòðà ìàññ. � Ì.: Íàóêà, 1965. � 416 ñ. 2. Êîñòèíà Ò.È. Àíàëèç âåòâëå-
íèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëåöêîãî ïîñðåäñòâîì âàðèàöèîí-
íîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà�Øìèäòà// Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è îïåðàòîðíûå
óðàâíåíèÿ. Òîì 5, âûï. 1. Âîðîíåæ: ÂîðÃÓ, 2008. � Ñ. 98�104. 3. Ñàïðîíîâ
Þ.È., Öàðåâ Ñ.Ë. Ãëîáàëüíîå ñðàâíåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé â ãëàäêèõ
âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ// Ìàòåì. çàìåòêè. � 2000. Ò. 58, � 5. � Ñ. 745-754.
4. Ñàïðîíîâ Þ.È. Êîíå÷íîìåðíûå ðåäóêöèè â ãëàäêèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà-
÷àõ// Óñïåõè ìàòåì. íàóê. � 1996. � Ò. 51, N 1. � Ñ. 101-132.

Âûðîæäåííàÿ îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà
ñïåöèàëüíîãî âèäà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Î.Â. Êîðîáîâà
(Èðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò; ollis@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âèäà

BDαu(x) = ΛAu(x) + f(x),

çäåñü α = (α1, α2, . . . , αM) � ìóëüòèèíäåêñ, ò.å. öåëî÷èñëåííûé M -ìåðíûé
âåêòîð ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè αi, x = (x1, x2, . . . , xM), u(x),
f(x) � âåêòîð-ôóíêöèè (ñòîëáöû) ðàçìåðíîñòè s, êîìïîíåíòû êîòîðûõ uν(x)
� ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E1, à fν(x) � ôóíêöèè
ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E2, ν = 1, . . . , s, B, A � çàìêíóòûå
ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç E1 â E2 ñ ïëîòíûìè îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ, îïåðà-
òîð B íåîáðàòèì, ïîä çàïèñüþ Au(x) (BDαu(x)) ïîíèìàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
(ñòîëáåö) ñ êîìïîíåíòàìè Auν(x) (BDαuν(x)), ν = 1, . . . , s,

Dαuν(x) =
∂|α|uν(x1, x2, . . . , xM)

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαM
M

, |α| = α1 + α2 + · · ·+ αM ,

Λ � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà s.
Â ðàáîòàõ [1], [2] áûëà ââåäåíà êîíñòðóêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îïåðà-

òîð-ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùàÿ â çàìêíóòîì âèäå ñòðîèòü îáîáùåííûå ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íûõ òèïîâ âûðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ñòðîèëèñü îáîáùåííûå ðåøåíèÿ â êëàññå K

′
+(E1) ðàñïðåäåëå-

íèé ñ îãðàíè÷åííûì ñëåâà íîñèòåëåì. Â ðàáîòå [3] áûëî ïîñòðîåíî îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå âûðîæäåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüãûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà â áàíîõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èäåè ðàáîò [1] � [3] ìîæíî ïðèìåíèòü è
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Sidorov N., Loginov B., Sinitsyn A. and Falaleev
M. Lyapunov-Schmidt Methods in Nonlinear Analysis and Applications. �
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Dordrecht: Kluwer Acad. Publ.,2002. 2. Ôàëàëååâ Ì.Â. Ôóíäàìåíòàëüíûå
îïåðàòîð-ôóíêöèè ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñèá.ìàò.æóðí. �2000. �Ò. 41, � 5. �Ñ. 1167�1182. 3.
Ôàëàëååâ Ì.Â., Êîðîáîâà Î.Â. Cèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
âûðîæäåíèåì â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñèá. ìàò. æóðí. � 2008. � Ò. 49,
� 4. � Ñ. 916�927.

Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà àëãåáðàõ Ëè
ìàëîé ðàçìåðíîñòè

À.À. Êîðîòêåâè÷
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà; Korotkevich_aa@mail.ru)

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î ïîñòðîåíèè èíòåãðèðóåìûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà êîàëãåá-
ðå äëÿ êàæäîé âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè òðè, ÷åòûðå, ïÿòü è
íèëüïîòåíòíûõ ðàçìåðíîñòè øåñòü ìåòîäîì Ñ.Ò. Ñàäýòîâà.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñàäýòîâ Ñ. Ò. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ìèùåíêî � Ôî-
ìåíêî. Äîêëàäû ÐÀÍ. 2004. 397. �6. 751 � 754. 2. Áîëñèíîâ À. Â. Ïîëíûå
èíâîëþòèâíûå íàáîðû ïîëèíîìîâ â ïóàññîíîâûõ àëãåáðàõ: äîêàçàòåëüñòâî
ãèïîòåçû Ìèùåíêî - Ôîìåíêî // Òðóäû ñåìèíàðà ïî âåêòîðíîìó è òåíçîð-
íîìó àíàëèçó. 2005, âûï. 26, Ì.: ÌÃÓ ñòð. 87-109. 3. J. Patera, R. T. Sharp,
P. Winternitz, H. Zassenhaus Invariants of real low dimension Lie algebras.//
Journal of Mathematical Physics, Vol. 17, �6., June 1976 4. Ìîðîçîâ Â. Â.
Êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè øåñòîãî ïîðÿäêà // Èçâ. âûñø.
ó÷åáí. çàâ. Ìàòåìàòèêà. 1958, �4(5) ñòð.161-171. 5. Ìóáàðàêçÿíîâ Ã. Ì.
Êëàññèôèêàöèÿ âåùåñòâåííûõ ñòðóêòóð àëãåáð Ëè ïÿòîãî ïîðÿäêà // Èçâ.
âûñø. ó÷åáí. çàâ. Ìàòåìàòèêà. 1963, �3(34) ñòð. 99-106

Èíäåêñ ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ 1-é ñòåïåíè
Ì.Í. Êðåéí

(Ëèïåöê, ËÃÏÓ; travkin@lipetsk.ru )

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðà, íàïðèìåð, â [1] ââåäåíû è ðàññìîòðåíû
îòîáðàæåíèÿ â íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáðàõ âèäà f(x) =

∑n
i=1 ai · x · bi, ãäå

a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn - ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íà-
çâàíû îòîáðàæåíèÿìè 1-é ñòåïåíè, è èõ ìíîæåñòâî îáîçíà÷åíî d1(A), ãäå A -
àëãåáðà, â êîòîðîé äåéñòâóþò îòîáðàæåíèÿ. d1(A) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ. Åñëè M1, M2 -
êîíå÷íî- èëè ñ÷åòíîïîðîæäåííûå A-ìîäóëè, òî îòîáðàæåíèå F : M1 →M2

íàçâàíî îòîáðàæåíèåì 1-é ñòåïåíè, åñëè îíî "ïîêîîðäèíàòíî"ÿâëÿåòñÿ òàêî-
âûì. Ïðè M1 = M2 = M ìíîæåñòâî d1(M) îòîáðàæåíèé 1-é ñòåïåíè èç
M â M òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ êîìïîçèöèåé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ.
Ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ 1-é ñòåïåíè îáîáùàåò ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
ìîäóëåé (ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé 1-é ñòåïåíè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâî
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé).
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Ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå 1-é ñòåïåíè ìîäóëÿ l2(A), ãäå A - C*-
àëãåáðà, îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó ôðåäãîëüìîâó êàê ñóììà èçî-
ìîðôèçìà è êîìïàêòíîãî îòîáðàæåíèÿ (îáà ñëàãàåìûõ â ýòîì ñëó÷àå ïîäðà-
çóìåâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè 1-é ñòåïåíè). Ó ëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îòîáðà-
æåíèÿ ÿäðî è êîÿäðî ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûìè ïðîåêòèâíûìè ìîäó-
ëÿìè è îïðåäåëÿþò ïîýòîìó ýëåìåíò â K(A), íàçûâàåìûé èíäåêñîì îòîáðà-
æåíèÿ. Ó îòîáðàæåíèÿ 1-é ñòåïåíè ÿäðî è îáðàç (è, ñîîòâåòñòâåííî, êîÿäðî)
â îáùåì ñëó÷àå ìîäóëÿìè, íè ëåâûìè, íè ïðàâûìè, íå ÿâëÿþòñÿ, ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ôðåäãîëüìîâó
îòîáðàæåíèþ 1-é ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò. Ïóñòü F : l2(A) → l2(A)
- ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå 1-é ñòåïåíè. Íåòðèâèàëüíàÿ, ò.å. îòëè÷íàÿ îò
èçîìîðôèçìà åãî ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ d1-îòîáðàæåíèåì ñâîáîäíûõ êîíå÷íîïî-
ðîæäåííûõ A-ìîäóëåé F̃ : M1 → M2. d1(M1,M2) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì
êîíå÷íîïîðîæäåííûì d1(A)-ìîäóëåì. Ïóñòü P1 îçíà÷àåò ìíîæåñòâî òåõ
îòîáðàæåíèé èç d1(M1,M2), ÿäðî êîòîðûõ ñîäåðæèò ker F̃ , à P2 îçíà÷à-
åò ìíîæåñòâî òåõ îòîáðàæåíèé èç d1(M1,M2), îáðàç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ
â im F̃ . P1 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîäìîäóëåì, à P2 - ïðàâûì ïîäìîäóëåì â
d1(M1,M2). Ïàðó (P1,P2) è íàçîâåì èíäåêñîì îòîáðàæåíèÿ F .

Ëèòåðàòóðà. 1. Krein M.N. The mappings of degree 1. Abstract and Ap-
plied Analysis. Special Issue.
http://www.hindawi.com/GetArticle.aspx?doi=10.1155/AAA/2006/90837

Îöåíêè ýëåìåíòîâ îáðàòíûõ ìàòðèö
È.È. Êóäðÿâöåâà, Â.Å. Ñòðóêîâ

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; irina-zvezdochka@mail.ru, sv.post_of_chaos@mail.ru)

Ïóñòü X, Y � áåñêîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Hom(X, Y ) �
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y .
Ïóñòü EndX = Hom(X, X), EndY = Hom(Y, Y ) � áàíàõîâû àëãåáðû îïåðà-
òîðîâ.

Ðàññìîòðèì äâå ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 2π èçîìåòðè÷åñêèå ãðóïïû
îïåðàòîðîâ P : R→ EndX, Q : R→ EndY.

Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà X0 = {x ∈ X : P (t)x íåïðåðûâíà}, Y0 = {y ∈ Y :
Q(t)y íåïðåðûâíà} íåíóëåâûå.

Ëåììà 1 X0 è Y0 � çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ îïåðà-
òîðîâ P (t) è Q(t), t ∈ R, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ñóæåíèÿ P0 è Q0 ãðóïï îïåðàòîðîâ P è Q íà ïîäïðîñòðàíñòâà
X0 è Y0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðèîäè÷åñêèì ôóíêöèÿì P0 : R → EndX0 è Q0 :
R→ EndY0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èõ ðÿäû Ôóðüå:

P0(t)x0 ∼
∑

k∈Z
P 0

k x0e
ikt, x0 ∈ X0, Q0(t)y0 ∼

∑

k∈Z
Q0

ky0e
ikt, y0 ∈ Y0, t ∈ R,
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ãäå P 0
k x0 = 1

2π

2π∫
0

P (t)x0e
−iktdt, x0 ∈ X0, Q0

ky0 = 1
2π

2π∫
0

Q(t)y0e
−iktdt, y0 ∈ Y0,

k ∈ Z.

Ëåììà 2 Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå P 0
k , Q0

k � äèçúþíêòíûå ïðîåêòîðû íà X0,
Y0 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì sup

k∈Z
‖P 0

k ‖ < ∞, sup
k∈Z

‖Q0
k‖ < ∞.

Ïðåäïîëîæåíèå 1 Ñóùåñòâóþò äèçúþíêòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-
åêòîðîâ (Pk) è (Qk) íà X è Y ñîîòâåòñòâåííî, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè:

1. sup
k
‖Pk‖ < ∞, sup

k
‖Qk‖ < ∞;

2. cóæåíèå Pk (Qk) íà X0 (Y0) ñîâïàäàþò ñ P 0
k (Q0

k) ∀k ∈ Z;
3. Pk ïåðåñòàíîâî÷íû ñ P (t), Qk ïåðåñòàíîâî÷íû ñ Q(t) ∀k ∈ Z;
4. ImPk ⊂ X0, ImQk ⊂ Y0 ∀k ∈ Z;
5. èç ðàâåíñòâ Pkx = 0 ∀k ∈ Z (ñîîòâåòñòâåííî, èç ðàâåíñòâ Qky =

= 0 ∀k ∈ Z) ñëåäóåò, ÷òî x = 0 (y = 0).

Êàæäîìó îïåðàòîðó A ∈ Hom(X, Y ) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðè-
öó A = (Aij), (1 ≤ i, j < ∞), ñîñòàâëåííóþ èç îïåðàòîðíûõ áëîêîâ
Aij = QiAPj ∈ Hom(X, Y ). Îïðåäåëèì äâóñòîðîííþþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (dA(k)), ïîëîæèâ dA(k) = sup

i−j=k
‖Aij‖, k ∈ Z.

Êàæäîìó îïåðàòîðó A ∈ Hom(X, Y ) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ
ΦA : R → Hom(X, Y ), çàäàâàåìóþ ðàâåíñòâîì: ΦA(t) = Q(t)AP (−t), t ∈ R.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Homc(X,Y ), ñîñòîÿùåå
èç îïåðàòîðîâ A ∈ Hom(X, Y ), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ t 7→ ΦA(t) , t ∈ R,
íåïðåðûâíà â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Hom(X, Y ).
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà Homc(X, Y ) áóäåì ñ÷è-
òàòü âûïîëíåííûì îäíî èç óñëîâèé ñëåäóþùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ:

Ïðåäïîëîæåíèå 2 Äëÿ ìàòðèöû A = (Aij) îïåðàòîðà A ∈ Homc(X, Y )
âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1.
∑
k∈Z

dA(k) < ∞;

2.
∑
k∈Z

dA(k)α(k) < ∞, ãäå α : Z → R+ - íåóáûâàþùèé ñóáýêñïîíåíöè-

àëüíûé âåñ (ò.å. lim
|k|→∞

ln α(k)
|k| = 0 è α(k) ≥ 1 ∀k ∈ Z, α(m + n) ≤

≤ α(m)α(n) ∀m,n ∈ Z);

3. dA(k) ≤ Mγ|k| ∀k ∈ Z\{0}, äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ M = M(A) >
0 è γ = γ(A) ∈ (0, 1);
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4. dA(k) = 0 ïðè |k| ≥ m äëÿ íåêîòîðîãî m = m(A) ∈ N (ìàòðèöà A
îïåðàòîðà A êîíå÷íîäèàãîíàëüíà èëè m-ëåíòî÷íà);

5. dA(k) = 0 ïðè |k| ≥ 2 (ìàòðèöà A òðåõäèàãîíàëüíà).

Êàæäîå èç âûïèñàííûõ óñëîâèé îïðåäåëÿåò êëàññ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ, îáðàçóþùèõ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç Homc(X, Y ). Îáîçíà÷èì ïåð-
âûå òðè èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè: Hom1(X, Y ),
Homα(X,Y ), Hom0(X,Y ).

Ââåäåì â ïåðâûõ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñëåäóþùèå íîðìû:

‖A‖1 =
∑
k∈Z

dA(k), ‖A‖α =
∑
k∈Z

dA(k)α(k).

Ôóíêöèè ΦA ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åå ðÿä Ôóðüå: ΦA ∼
∑
k∈Z

Ake
ikt, t ∈

R, ãäå Ak = 1
2π

2π∫
0

Q(t)AP (−t)e−iktdt, k ∈ Z.

Ïðåäïîëîæåíèå 3 Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ Homc(Y,X), îáëàäàþùåãî
ñâîéñòâîì P (t)BQ(−t) = eiktB, t ∈ R äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ‖B‖ = ‖B0‖, ãäå B0 ∈ Homc(Y0, X0) � ñóæåíèå B íà Y0.

Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà
Hom(X, Y ) îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Inv(X,Y ), ïðè ýòîì InvX = Inv(X, X) �
ãðóïïà îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ èç àëãåáðû EndX.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü A ∈ Inv(X,Y ) èìååò òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó (Aij).
Òîãäà äëÿ íîðì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (Bij) îïåðàòîðà B = A−1 èìåþò ìåñòî
îöåíêè

‖Bij‖ ≤ dB(k) ≤
(

16η(A) + 4

8η(A) + 3

)
‖A−1‖

(
4η(A)

1 + 4η(A)

)|k|
≤

≤ 2‖A−1‖
(

4η(A)

1 + 4η(A)

)|k|
,

‖Bii‖ ≤ dB(0) ≤ ‖A−1‖ ∀i ≥ 1,

è ∑

k∈Z
dB(k) ≤

(
16η(A) +

3− 8η(A)

3 + 8η(A)

)
‖A−1‖ ≤ 16η(A)‖A−1‖,

ãäå η(A) = max{‖A−1‖, ‖A1‖}‖A−1‖ ≤ η(A) = ‖A‖‖A−1‖ (η(A) � ÷èñëî îáó-
ñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà A).
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Òåîðåìà 2 Ïóñòü A � îáðàòèìûé îïåðàòîð èç Hom1(X, Y ). Òîãäà îïåðà-
òîð B = A−1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hom1(Y, X) è èìååò ìåñòî
îöåíêà

‖A‖1 =
∑

k∈Z
dB(k) ≤ 64η(A)ψA

(
1

(4 + 32η(A))‖A−1‖
)
‖A−1‖,

ãäå η(A) = ‖A‖‖A−1‖.

Òåîðåìà 3 Åñëè îáðàòèìûé îïåðàòîð ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Homα(X,Y ), Hom0(X, Y ), òî îïåðàòîð A−1 ∈ Hom(Y, X) ïðèíàä-
ëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó èç Homα(Y,X), Hom0(Y, X).

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Îöåíêè ýëåìåíòîâ îáðàòíûõ ìàòðèö è
ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ / À.Ã. Áàñêàêîâ // Èçâ. ÐÀÍ.
Ñåð. ìàòåì. 1997. Ò. 61. �6. Ñ. 3-26

Íåëèíåéíûé ïàíåëüíûé ôëàòòåð. Ðåçîíàíñ 1:3 êàê îäíà
èç ïðè÷èí æåñòêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé9

À.Í. Êóëèêîâ
(ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà; anat_kulikov@mail.ru)

Èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé ïëàñòèíêè â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà â íåëè-
íåéíîé ïîñòàíîâêå â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîãî èçãèáà [1], [2] ïðèâîäèò ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è

wtt + gwt + wxxxx + cwx + ac3w3
x = bwxx

1∫

0

w2
xdx, (1)

w|x=0 = w|x=1 = wxx|x=0 = wxx|x=1 = 0. (2)

Çäåñü w(t, x), g, c � íîðìèðîâàííûå ïðîãèá ïëàñòèíêè, êîýôôèöèåíò äåìôè-
ðîâàíèÿ è ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà, ïîñòîÿííûå a, b > 0. Óðàâíåíèå (1)
ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ (2).

Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ òàêîãî ÿâëåíèÿ êàê íåëèíåéíûé ôëàò-
òåð [1,2] ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìîæíî óêàçàòü òàêîå c = c0 > 0, ÷òî ïðè
c > c0 (ñêîðîñòü ôëàòòåðà) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) òå-
ðÿåò óñòîé÷èâîñòü êîëåáàòåëüíûì îáðàçîì è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ñâîäèòñÿ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ áèôóðêàöèîííîé òåîðåìû Àíäðîíîâà � Õîïôà
íà ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ [2,3].

Èíûå îáúÿñíåíèÿ äëÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ìîæíî ïðåäëîæèòü åñëè
g = εg0(ε << 1). Â ñîîáùåíèè èçëàãàåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.

Îêàçûâàåòñÿ ïðè ε = 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå c = c1 < c0, ÷òî ñïåêòð
óñòîé÷èâîñòè êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ñîäåðæèò äâå ïàðû çíà÷åíèé ±iσ1,±σ2

9Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî êîíòðàêòà �02.552.11.7068.
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(σ1 : σ2 = 1 : 3), à ñðåäè îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îòñóòñòâóþò ìëàäøèå
ðåçîíàíñû. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè c = c1 + αε, |ε| << 1, α ∈ R+ ìîæíî ïðè-
âåñòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1), ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò íåóñòîé÷èâîå ïî Ëÿïó-
íîâó ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì áëèçêèì ê 2π/σ1. Åãî àìïëèòóäà
èìååò ïîðÿäîê

√
|ε|. Óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé (ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé). Â äàííîì ñëó-
÷àå åãî ìîæíî âûáðàòü êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ
◦

W 4
2 [0; 1]×

◦
W 2

2 [0; 1].
Ïðåäëîæåííûé ìåõàíèçì æåñòêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé äîïîëíÿåò ðå-

çóëüòàòû ðàáîò [4], [5], ãäå ðàññìîòðåíû èíûå âíóòðåííèå ðåçîíàíñû.
Ëèòåðàòóðà. 1. Áîëîòèí Â.Â. Íåêîíñåðâàòèâíûå çàäà÷è òåîðèè óïðó-

ãîé óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Ôèçìàòëèò. 1961. � 339 ñ. 2. Holmes P.J., Marsden J.E.
Bifurcation to divergence and �utter in �ow - induced oscillations: an in�nite �
dimensional analysis // Automatica.1978. V. 14. �4. P. 367 � 384. 3. Êîëåñîâ
Â.Ñ., Êîëåñîâ Þ.Ñ., Êóëèêîâ À.Í., Ôåäèê È.È. Îá îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
çàäà÷å òåîðèè óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè // ÏÌÌ. 1978. Ò.42. Âûï. 3. Ñ. 458 �
465. 4. Êóëèêîâ À.Í. Áèôóðêàöèÿ àâòîêîëåáàíèé ïëàñòèíû ïðè ìàëîì êîýô-
ôèöèåíòå äåìïôèðîâàíèÿ â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà // ÏÌÌ. 2009. Ò.73.
Âûï. 2. Ñ. 271 � 281. 5. Kulikov A.N. Resonance of proper frequence 1:2 as a
reason for hard excitation of oscillations for the plate in ultrasonic gas // Òðóäû
Ìåæäóíàðîäíîãî êîíãðåññà "ENOC 2008". Saint - Petersburg. Russia. 2008. P.
201 � 205.

Ëîêàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû â äâóõ çàäà÷àõ î
ñâÿçàííûõ ãåíåðàòîðàõ10

Ä.À. Êóëèêîâ
(ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà; kulikov_d_a@mail.ru)

Ïðåäëàãàåòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äâå çàäà÷è èç ìîíîãðàôèé [1,2], â êîòîðûõ
èäåò ðå÷ü î äèíàìèêå àâòîãåíåðàòîðîâ â ñëó÷àå ïðÿìîé è íåîáÿçàòåëüíî ñëà-
áîé ñâÿçè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü èçó÷åíèþ äèô-
ôóçèîííî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ â ïðåäïîëîæåíèè ñëàáîñòè ñâÿçè [3-5].

Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èç äâóõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

ÿ1 + 2δ1ẏ1 + ω2
1y1 = f1(y1, ẏ1) + β1y2,

ÿ1 + 2δ2ẏ2 + ω2
2y2 = f2(yj, ẏj) + β2y1.

(1)

Âî âòîðîì óðàâíåíèè íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò y1, ẏ1, åñëè âûáðàí
âàðèàíò çàäà÷è, ïðåäëîæåííûé Ê.Ô. Òåîäîð÷èêîì [1] èëè îò y2, ẏ2 â ñëó÷àå
çàäà÷è èç ìîíîãðàôèè [2]. Íàêîíåö, fj(u, v) = Kj(S0 + S2u

2)v, ãäå ïîëîæè-
òåëüíûå ïîñòîÿííûå Kj(j = 1, 2), S0, S2 õàðàêòåðèçóþò ïàðàìåòðû ïåðâîé
èëè âòîðîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå β1, β2 � õàðàê-
òåðèçóþò ñâÿçü ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè.

10Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî êîíòðàêòà �02.552.11.7068.
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Ïðèìåíÿÿ ìåòîä íîðìàëüíûõ ôîðì Ïóàíêàðå � Äþëàêà, çàäà÷ó óäàåòñÿ
ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû èõ äâóõ óðàâíåíèé

z′1 = (γ1 + iΘ1)z1 − d1[|z1|2z1 + 2z1|z2|2],
z′2 = (γ2 + iΘ2)z2 − d2[|z2|2z2 + 2z2|z1|2], (2)

ãäå γj, Θj, dj ∈ R, s = εt, zj(t)− êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, j = 1, 2, à ïàðà-
ìåòð ε > 0 � ìåðà íàäêðåòè÷íîñòè. Ñèñòåìà (2) âûâåäåíà â ñëó÷àå ñèòóàöèè
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ðåçîíàíñ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 1:3 ïðèâîäèò ê èíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìå, ãäå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2) ñëåäóåò äîïîëíèòü
åùå îäíèì ñëàãàåìûì.

Íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîçâîëèëà íàéòè â èñõîäíîé çàäà÷å ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ, à òàêæå äâóõ÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ. Èññëåäîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü.

Ëèòåðàòóðà. 1. Òåîäîð÷èê Ê.Ô. Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû. Ì.: Ãî-
ñòåõèçäàò. 1948. � 244 ñ. 2. Áëàêüåð Î. Àíàëèç íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ì.: Ìèð.
1969. � 400 ñ. 3. Ïèêîâñêèé À., Ðîçåíáëþì Ì., Êóðòö Þ. Ñèíõðîíèçàöèÿ.
Ôóíäàìåíòàëüíîå ÿâëåíèå. Ì.: Òåõíîñôåðà. 2003. � 431 ñ. 4. Êóçíåöîâ À.Ï.,
Ïàêñþòîâ Â.È. Î äèíàìèêå äâóõ ñëàáîñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí äåð Ïîëÿ
� Äóôôèíãà ñ äèññèïàòèâíîé ñâÿçüþ // Èçâ. âóçîâ. Ïðèêëàäíàÿ íåëèíåéíàÿ
äèíàìèêà. 2003. Ò. 11. �6. Ñ. 48 � 63. 5. Àâòîìîäåëüíûå öèêëû è èõ ëîêàëü-
íûå áèôóðêàöèè â çàäà÷å î äâóõ ñëàáîñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðàõ // ÏÌÌ.
2010. Ò. 74. Âûï.2 (ïðèíÿòà â ïå÷àòü).

Îá îáðàòíîì ê îïåðàòîðó
ñ ïîëèíîìèàëüíî óáûâàþùåé ïàìÿòüþ

Â.Ã. Êóðáàòîâ
(Ëèïåöê, ÂÇÔÝÈ; kv51@inbox.ru)

Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | · |. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Lp = Lp(Rn,E), 1 ≤ p < ∞, ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé
u : Rn → E, îãðàíè÷åííûõ ïî îáû÷íûì íîðìàì. Ñèìâîëîì Lp,k, ãäå k ∈ Z,
îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé u : Rn → E, äëÿ êîòîðûõ
ôóíêöèÿ x 7→ u(x)/(1 + |x|2)k/2 ïðèíàäëåæèò Lp; çäåñü |x| � åâêëèäîâà íîð-
ìà âåêòîðà x ∈ Rn. Ñèìâîëîì B(X,Y ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y .

Äëÿ ξ ∈ Rn ïîëîæèì
(
Ψξu

)
(x) = ei〈ξ,x〉u(x),

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Î÷åâèäíî, îïåðàòîðû Ψξ äåéñòâóþò
â Lp,k è ñîîòâåòñòâèå ξ 7→ Ψξ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Rn â Lp,k,
ñèëüíî íåïðåðûâíûì ïðè p < ∞.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð ∂T

∂ξi

∈ B(Lp, Lp) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèç-
âîäíîé îïåðàòîðà T ∈ B(Lp, Lp) (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ψξ),

93



åñëè äëÿ ëþáîãî u ∈ Lp

∂T

∂ξi

u = lim
ξi→0

Ψξi
TΨ−ξi

− T

ξi

u.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ìíî-
æåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ T ∈ B(Lp, Lp), èìåþùèõ âñå ïðîèçâîäíûå äî k-ãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ãäå k ∈ Z, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Bk(Lp, Lp).

Ïðèìåð. Ïóñòü µ � îãðàíè÷åííàÿ ìåðà íà Rn, à g : Rn × Rn → B(E,E) �
íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì ôóíêöèÿ (x, y) 7→ |y|kg(x, y)
òàêæå îãðàíè÷åíà. Òîãäà îïåðàòîð

(
Tu

)
(x) =

∫

Rn

g(x, y)u(x− y) dµ(y)

ïðèíàäëåæèò êëàññó Bk(Lp, Lp).
Ïðåäëîæåíèå. Îïåðàòîð êëàññà Bk(Lp, Lp) ïåðåâîäèò Lp,m â Lp,m ïðè

m = −1, . . . ,−k, è ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îïåðàòîðà èç Lp,m â
Lp,m ïðè m = 1, . . . , k.

Òåîðåìà. Åñëè îïåðàòîð êëàññà Bk(Lp, Lp) îáðàòèì, òî îáðàòíûé îïåðà-
òîð òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Bk(Lp, Lp).

Áëèçêèå âîïðîñû äëÿ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàëèñü â [1].
Ëèòåðàòóðà. 1. Kurbatov V. G. Stability of neutral type equations in di�er-

ent phase spaces// Functional di�erential equations. � 1995. Vol. 3. � P. 99�133.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ ïîðÿäêà n
È.Â. Êóðáàòîâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; la_soleil@bk.ru )

Ðàññìîòðèì ïó÷îê n-ãî ïîðÿäêà

λ 7→ λnFn + λn−1Fn−1 + · · ·+ λF1 + F0,

ãäå Fk : X → Y , k = 0, 1, . . . , n, � ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, äåé-
ñòâóþùèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ρ({Fk}) ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî ýòîãî ïó÷êà, ò. å. ìíîæåñòâî
òåõ λ, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð λnFn + λn−1Fn−1 + · · · + λF1 + F0 èìååò îáðàò-
íûé, ÷åðåç Rλ = (λnFn + λn−1Fn−1 + · · ·+ λF1 + F0)

−1 � ðåçîëüâåíòó, à ÷åðåç
σ({Fk}) = C \ ρ({Fk}) � ñïåêòð ïó÷êà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç BO(Y, X) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åí-
íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç Y â X, à ÷åðåç BO({Fk})(Y, X) � çàìû-
êàíèå ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà BO(Y, X) ⊕ · · · ⊕ BO(Y,X) ëèíåéíîé îáîëî÷-
êè âñåõ âåêòîðíûõ ðåçîëüâåíò Rλ = (Rλ, λRλ, λ

2Rλ, . . . , λ
n−1Rλ). Ââåäåì íà

BO({Fk})(Y, X) óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó

(A1, . . . , An) ~ (B1, . . . , Bn) = (C1, . . . , Cn),
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ãäå Ck îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå

Ck+1 =
n−k−1∑

i=0

n−k−i∑

l=1

Ak+lFn−iBn+1−i−l −
n∑

i=n−k+1

i−(n−k+1)∑

l=0

Ak+lFn−iBn+1−i+l.

Ñåìåéñòâî Rλ, λ ∈ ρ({Fk}), óäîâëåòâîðÿåò ~-òîæäåñòâó Ãèëüáåðòà

Rλ −Rµ = −(λ− µ)Rλ ~ Rµ.

Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ~ ïðîñòðàíñòâî BO({Fk})(Y,X) ÿâëÿåòñÿ êîììó-
òàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé. Ýòà àëãåáðà ñîäåðæèò åäèíèöó òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îïåðàòîð Fn îáðàòèì; ïðè ýòîì åäèíèöà åñòü (0,0, . . . ,0, F−1

n ).
Ñèìâîëîì O

(
σ({Fn})

)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà σ({Fn}). Î÷åâèäíî, îíî îáðàçóåò àëãåáðó
ñ åäèíèöåé îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü îïåðàòîð Fn îáðàòèì. Òîãäà îòîáðàæåíèå

Υ = χ0 ⊕ χ1 ⊕ χ2 ⊕ · · · ⊕ χn−1 : O
(
σ({Fn})

) → BO({Fn})(Y,X),

ãäå îòîáðàæåíèÿ χk : O
(
σ({Fn})

) → BO(Y, X), k = 0, . . . , n − 1, îïðåäåëåíû
ïî ôîðìóëàì

χk(f) =
1

2πi

∫

Γ

λkf(λ)(λ2E + λF + H)−1 dλ,

à Γ � êîíòóð, ÿâëÿþùèéñÿ îðèåíòèðîâàííîé îãèáàþùåé ñïåêòðà ïó÷êà
σ({Fn}) îòíîñèòåëüíî òî÷êè ∞ è äîïîëíåíèÿ ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè f , ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àëãåáð ñ åäèíèöåé.

Î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ îäíîãî êëàññà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà â
ñëó÷àå ÷åðåäîâàíèÿ çíàêîâ ÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ â

ëèíåéíîé ÷àñòè
À.Á. Êóùåâ

(Âîðîíåæ, ÂÃÀÑÓ)

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå øåñòîãî ïîðÿä-
êà:

x(6) + a5x
(5) +a4x

(4) +a3x
′′′+a2x

′′+ a1x
′+ f(x)+ϕ(t, x, x′, x′′, x′′′, x(4), x(5)) = 0,

(1)
ãäå ôóíêöèè f(x) è ϕ(t, x1, x2, x3, x4, x5, x6) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ (−∞ < t, x1, x2, x3, x4, x5, x6 < ∞), à ôóíêöèÿ
ϕ(t, x1, x2, x3, x4, x5, x6) = ϕ(t,X) ω-ïåðèîäè÷íà ïî t:

ϕ(t + ω, X) = ϕ(t,X) (2)
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Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
y óðàâíåíèÿ (1). Èññëåäîâàíèå áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ìåòîäîì íàïðàâëÿþùèõ
ôóíêöèé [1].

Âñþäó íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

k1 <
f(x)

x
< k2, (|x| > R1, k1k2 > 0) (3)

è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t

lim
||X||→∞

ϕ(t, X)

||X|| = 0, (4)

ãäå ||X|| =
√

x2
1 + x2

2 + ... + x2
6.

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2)-(4) è, êðîìå òîãî,

a2 > 0, a4 < 0, k2 < 0. (5)
Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü õîòÿ áû îäíî ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ðîäñòâåííîñòè ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðà-

íÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïðîñòåéøèì çà-
ïàçäûâàíèåì:

x(6) + a5x
(5) + a4x

(4) + a3x
′′′ + a2x

′′ + a1x
′ + f(x)+

+ϕ(t, x(t), x′(t), x′′(t), x′′′(t), x(4)(t), x(5)(t),
x(t− h), x′(t− h), x′′(t− h), x′′′(t− h), x(4)(t− h), x(5)(t− h)) = 0,

(6)

ãäå ôóíêöèè f(x), ϕ(t, x, y, z, u, v, w, x1, y1, z1, u1, v1, w1) íåïðåðûâíû ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ω � ïåðèîäè÷íà ïî t

ϕ(t + ω,X, X1) = ϕ(t,X, X1) (7)
è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t, x1, y1, z1, u1, v1, w1

lim
||X||→∞

ϕ(t,X, X1)

||X|| = 0. (8)

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ω � ïåðèîäè÷åñêèe ðåøåíèÿ ó óðàâíåíèÿ (6). Ñïðà-
âåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (3), (7) è (8). Ïóñòü âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (5) òåîðåìû 1.

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (6) åñòü õîòÿ áû îäíî ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ëèòåðàòóðà. 1. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Çàáðåéêî Ï.Ï. Ãåîìåòðè÷åñêèå

ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà. �Ì.: Íàóêà, 1975. � 512 ñ. 2. Êóùåâ À.Á.
Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè
äëÿ îäíîãî êëàññà ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. // Ïðèêë. ìåòîäû
ôóíêö. àíàëèçà. � Âîðîíåæ: èçä-âî BÃÓ, 1985. Ñ. 100-110. 3. Êóùåâ À.Á.
Î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïÿòîãî ïîðÿäêà. // Applica-
tion of Topology and Nonlin. Analisis in Texnolodgy and Building Engineering.
� Gdansk University Press, metricconverterProductID1997. C1997. C. 37-45.
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Òîïîëîãèÿ íåîñîáîãî ñëîÿ èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû è îñîáåííîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ êîñîé ãðàäèåíò

â óñëîâèè íåïîëíîòû
Ò.À. Ëåïñêèé

(Ìîñêâà, ÌÃÓ; timur.lepsky@gmail.com )

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà êîìïëåêñíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòå-
ìà (C2, f, ω) ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãäå f(z, w) � ãàìèëüòîíèàí, ω �
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, â òåðìèíàõ êîòîðîãî ôîð-
ìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(z, w) � ìíîãî÷ëåí äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ
è ξ ∈ C � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òàêèå ÷òî ìíîãî÷ëåí f(z, w) − ξ ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì, òîãäà:

1) ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ Σξ = {(z, w) ∈ C2|f(z, w) = ξ} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé
íåîñîáîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ;

2) ïîâåðõíîñòü Σξ ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ ng ðó÷êàìè áåç nµ òî÷åê , ãäå ng

� êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, ëåæàùèõ ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëü-
íèêà Íüþòîíà , nµ � óâåëè÷åííîå íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ
òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà , áåç ó÷åòà òî÷åê
ëåæàùèõ íà îñÿõ êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(z, w) � ìíîãî÷ëåí äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ
è ξ ∈ C � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òàêèå ÷òî ìíîãî÷ëå f(z, w) − ξ ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì, òîãäà:

1) ïîïîëíåíèå Σξ ìíîæåñòâà Σξ = {(z, w) ∈ C2|f(z, w) = ξ} êîìïàêòíî;
2) ìíîæåñòâî Σξ \ Σξ êîíå÷íî;
3) äëÿ êàæäîé ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, íå ëåæàùåé íà îñÿõ

êîîðäèíàò è ñîäåðæàùåé ðîâíî k + 1 öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó, ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç k ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà Σξ\Σξ, â êàæäîé
èç êîòîðûõ âåêòîðíîå ïîëå sgrad f(z, w)|Σξ

èìååò îñîáåííîñòü ïîëþñ îäíîãî
è òîãî æå ïîðÿäêà;

4) ðàçëè÷íûì ñòîðîíàì ñîîòâåòñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà îñîáûõ òî÷åê, êàæäàÿ òî÷êà èç Σξ \ Σξ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíîé
ñòîðîíå.

Ëèòåðàòóðà. 1. Õàðòñõîðí Ð. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, Ìîñêâà, Ìèð,
1981. 2. Õîâàíñêèé À.Ã. Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà è òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðà-
çèÿ, Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, ò.11, âûï. 4, 1977, ñòð. 56-67,
ÓÄÊ 513.015.7. 3. Õîâàíñêèé À.Ã. Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà è ðîä ïîëíûõ
ïåðåñå÷åíèé, Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, ò.12, âûï. 1, 1978,
ñòð. 51-61, ÓÄÊ 513.015.7. 4 Ôîðñòåð Î. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, Ìîñêâà,
Ìèð, 1980 `
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Î ñëàáîé êîýðöèòèâíîñòè â àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå
Ñîáîëåâà

Ä.Â. Ëèìàíñêèé
(Äîíåöê, ÄîíÍÓ, Óêðàèíà; lim9@telenet.dn.ua)

Â ðàáîòå [1] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ðàçëè÷íûå êðèòåðèè ñëàáîé êîýðöè-
òèâíîñòè äëÿ ñêàëÿðíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà

Pj(x,D) =
∑

|α:l|≤1

ajα(x)Dα, |α : l| =
n∑

k=1

αk

lk
, j ∈ {1, . . . , N},

äåéñòâóþùèõ â èçîòðîïíîì è àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà
o

W l
p(Ω),

p ∈ [1,∞], l = (l1, . . . , ln) ∈ Nn, Ω ⊂ Rn. Â ÷àñòíîñòè, òàì áûë íàéäåí îá-
ùèé âèä ñëàáî êîýðöèòèâíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â
èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå

o

W l
∞(R2), l = l1 = l2, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïåðåìåí-

íûõ. Ìû ïåðåíîñèì ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíîãî ñîáîëåâñêîãî
ïðîñòðàíñòâà

o

W l
∞(R2), l = (l1, l2) ∈ Nn, ïðè óñëîâèè, ÷òî l1 äåëèòñÿ íà l2.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ä.Â. Ëèìàíñêèé, Ì.Ì. Ìàëàìóä. Ýëëèïòè÷åñêèå è ñëà-
áî êîýðöèòèâíûå ñèñòåìû îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà // Ìàò. ñáîð-
íèê. 2008. � Ò. 199, � 11. � Ñ. 75-112.

Ê âîïðîñó î æåñòêîñòè àôôèíí-îäíîðîäíûõ
âåùåñòâåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé11

À.Â. Ëîáîäà
(Âîðîíåæ, ÂÃÀÑÓ, lobvgasu@yandex.ru)

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àâòîðîì ïîëó÷åíî (ñì. [1]) áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷àñò-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåðåøåííîé çàäà÷åé îïèñàíèÿ îäíîðîäíûõ âå-
ùåñòâåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé 3-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âñå
îíè îòíîñÿòñÿ ê ò.í. "æåñòêèì" (öèëèíäðè÷åñêèì) ïîâåðõíîñòÿì. Âîïðîñ î
êëàññèôèêàöèè àôôèííî-îäíîðîäíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïðîñòðàíñòâà C3,
íå ÿâëÿþùèõñÿ æåñòêèìè, îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Íèæå îáñóæäàåòñÿ àíàëîãè÷íûé âîïðîñ â ïðîñòðàíñòâå C2; îáîáùåíèå
òåõíèêè ýòîãî ñëó÷àÿ íà 3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì è âîçìîæíûì.

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå àôôèííîå óðàâíåíèå

Im w = |z|2 + ε(z2 + z2) + F3(z, z̄) +
∑

k≥4

Fk(z, z̄, Rew) (0 < ε 6= 1

2
) (1)

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â C2.
Òåîðåìà. Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü (1) àôôèííî-îäíîðîäíà, òî îíà ÿâëÿ-

åòñÿ æåñòêîé (ò.å. óðàâíåíèå (1) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé Re w).
11Ïîääåðæàíî ãðàíòàìè ÍØ-3877.2008.1 è ÐÔÔÈ-08-01-00743-à
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.
Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1)

àôôèííî-îäíîðîäíîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ f201 = 0 è f002 = 0,
òî ýòà ïîâåðõíîñòü - æåñòêàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Íå ñóùåñòâóåò àôôèííî-îäíîðîäíûõ âåùåñòâåííûõ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòåé (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f002 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ïîâåðõíîñòü (1) îäíîðîäíà, è f002 = 0, òî f201 = 0.
Ëèòåðàòóðà. 1. Ëîáîäà À.Â. Àôôèííî - îäíîðîäíûå âåùåñòâåííûå ãè-

ïåðïîâåðõíîñòè 3-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà // Âåñòíèê ÂÃÓ. Ñå-
ðèÿ "Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà". � 2009. N 2. � Ñ. 109-129

Çàäà÷à òåðìîêîíòðîëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè
À.Ì. Ëó÷àíñêàÿ

(Ìîñêâà, ÐÓÄÍ; annascience@gmail.com)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à àâòîìàòè÷åñêîãî òåðìîêîíòðîëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè. Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò â õèìè÷åñêèõ ðåàêòîðàõ è ñòàëåëè-
òåéíûõ êîíâåêòîðàõ, ãäå òåìïåðàòóðà âíóòðè îáëàñòè óïðàâëÿåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè òåðìîñòàòà, ðàñïîëîæåííîãî íà ãðàíèöå îáëàñòè. Äåéñòâèå òåðìîñòàòà
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ, èìåþùåé ïåðåêëþ÷åíèÿ òèïà ãèñòåðå-
çèñà.

Ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ñðåäíåé òåìïåðàòóðû, èçó÷åíî ñóùåñòâîâàíèå ïå-
ðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ âåäîìñòâåííàÿ ïðîãðàì-
ìà ¾Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ãóðåâè÷ Ï. Ë., Åãåð Â., Ñêóáà÷åâñêèé À. Î ñóùåñòâî-
âàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåðìîêîíòðî-
ëÿþ// Äîêë. ÀÍ. � 2008. Ò.418, �2. � ñ. 151-154.

Àíàëèç óðàâíåíèÿ êîíôèãóðàöèé ñëàáî íåîäíîðîäíûõ
óïðóãèõ ñèñòåì ïðè äâóõìîäîâîì âûðîæäåíèè â

óñëîâèÿõ íàðóøåíèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè
Ì.Ì. Ìàëþãèíà

(Âîðîåíæ, ÂÃÓ; Malyugina-vrn@mail.ru)

Ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà îòðåçêå [0, 1]

d2

dx2

(
q
d2p

dx2

)
+ κ

d2p

dx2
+ ε

dp

dx
+ αp + p3 = 0,

ïðè ëîêàëèçèçàöèè ïàðàìåòðîâ κ = 5 + δ1, α = 4 + δ2, ãäå ε, δ1, δ2 � ìàëûå
ïàðàìåòðû, q(x) = 1+δγ(x) � ôóíêöèÿ íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà, ïðè êðà-
åâûõ óñëîâèÿõ p(0) = d2p

dx2 (0) = p(1) = d2p
dx2 (1) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.

Ïðè èçó÷åíèè âåòâëåíèé åãî ðåøåíèé ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì êëþ÷åâîé
ôóíêöèè W (ξ) çàìåíÿåòñÿ èçó÷åíèåì âåòâëåíèé ðåøåíèÿ êëþ÷åâîãî óðàâíå-
íèÿ θ(ξ) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.
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Íà îñíîâå ñòðóêòóðû êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïðè ε = 0, êîòîðàÿ áûëà ðà-
íåå âû÷èñëåíà â ðàáîòàõ Êîñòèíà Ä.Â. [1], è ïðè q = 1 - â ðàáîòå [3], áûëà
âû÷èñëåíà ãëàâíàÿ ÷àñòü êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ è äàíî ëîêàëüíîå îïèñàíèå
äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà. Ïîëó÷åííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:





ε̃ = −3s sin3(ψ)
cos(ψ)

− δ3sin2ψ+δ3
2cosψ

,

δ1 = −3s(1 + cos2(ψ)) + δ3
2
sinψ + s (5cos2(ψ)−3)

cos(ψ)
− 3δ3sinψ

2cosψ
,

δ2 = −3s(1 + cos2(ψ)) + δ3
2
sinψ − s (5cos2(ψ)−3)

cos(ψ)
+ 3δ3sinψ

2cosψ
.

òóò ε̃, δ1, δ2 è δ3 - ëèíåéíûå ôóíêöèè îò çàêðèòè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé ïàðà-
ìåòðîâ ε, κ, α è ïàðàìåòðà δ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êîñòèí Ä.Â. Îðòîïðîåêòîð òåîðèè âîçìóùåíèÿ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ è áèôóðêàöèè ðàâíîâåñèé ñëàáî íåîäíîðîäíîé óïðóãîé
áàëêè// Òðóäû Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû Ñ.Ã. Êðåéíà -
2006. Ñ. 106�113. 2. Äàðèíñêèé Á.Ì., Ñàïðîíîâ Þ.È., Öàðåâ Ñ.Ë. Áèôóðêà-
öèè ýêñòðåìàëåé ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ// Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà.
Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Òîì 12 (2004), ñ. 3�140. 3. Ìàëþãèíà Ì.À.
Ê àíàëèçó ïîñòêðèòè÷åñêèõ ïðîãèáîâ ñëàáî íåîäíîðîäíûõ óïðóãèõ ñèñòåì
â óñëîâèÿõ íàðóøåíèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè//Ñåìèíàð ïî ãëîáàëüíîìó è ñòî-
õàñòè÷åñêîìó àíàëèçó/ Ñáîðíèê íàó÷íûõ ñòàòåé ïîä ðåä. Þ.Å.Ãëèêëèõà è
Þ.È.Ñàïðîíîâà. - Âîðîíåæ: ÂÃÓ,2009. - Âûï.4 � Ñ.32-37

Î ðàçðåøèìîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ìåäëåííî
ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè

Ñ.Â. Ìàðþøåíêîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; stasint1@mail.ru)

Ïóñòü X- êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, EndX - áàíàõîâà àëãåáðà
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X, lp = lp(Z+, X), 1 ≤
p ≤ ∞ - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x : Z+ → X ñ íîðìîé
‖x‖p = (

∑
n∈Z+

‖x(n)‖p)
1
p , 1 ≤ p < ∞, ‖x‖∞ = sup

n∈Z+

‖x(n)‖, ãäå Z+ = N ∪ {0}.
Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå lp ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

x(n + 1) = B(n)x(n) + f(n), n ≥ 0 (1)
x(0) = 0, (2)

ãäå f ∈ lp(Z+, X), B : Z+ → EndX.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ, òî

åñòü î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
f ∈ lp.

Ââåäåì îïåðàòîð D : D(D) ⊂ lp → lp, ãäå D(D) = {x ∈ lp : x(0) = 0},
îïðåäåëÿåìûé ïî ïðàâèëó (Dx)(n) = x(n+1)−B(n)x(n). Òîãäà îáúÿâëåííàÿ
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)-(2) ýêâèâàëåíòíà îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà D.
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Îïðåäåëåíèå 1 Îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x : Z+ → X íàçûâà-
åòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
lim

n→∞
‖x(n + 1)− x(n)‖ = 0.
Óñëîâèå 1 Ñóùåñòâóåò N ≥ 1 òàêîå, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ r(B(n)) <

1 äëÿ ëþáîãî n ≥ N è ìíîæåñòâî {B(n); n ≥ N} ïðåäêîìïàêòíî è îãðàíè÷åíî
â EndX.

Óñëîâèå 2 B : Z+ → EndX - ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
ôóíêöèÿ, ò.å. lim

n→∞
‖B(n + 1)−B(n)‖ = 0.

Èñïîëüçóÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ,
áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1,2 îïåðàòîð D íåïðåðûâíî îáðàòèì.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàç-
íîñòíûå îòíîøåíèÿ è ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé Ì.: Èçâåñòèÿ àêà-
äåìèè íàóê. 2009. � Ò. 73, �2, Ñ.3-68. 2. Äàëåöêèé Þ.Ë., Êðåéí Ì.Ã. Óñòîé-
÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ì.: Íàóêà, 1970.� 536 c.

Ëèíãâèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü îöåíî÷íîé ñèñòåìû
Å.Ì. Ìåëüêóìîâà

(Âîðîíåæ,ÂÃÓ; melkumova@vsu.ru )

Â óñëîâèÿõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè îöåíî÷íàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü îáîáùåííóþ îöåíêó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ àëü-
òåðíàòèâ ïî ïðåäïî÷òåíèþ, ðàçáèåíèÿ àëüòåðíàòèâ íà óïîðÿäî÷åííûå ïî êà-
÷åñòâó ãðóïïû èëè âûáîðà íàèëó÷øåé àëüòåðíàòèâû. Â ñëó÷àå êîëè÷åñòâåí-
íûõ îöåíîê àëüòåðíàòèâ ïî êðèòåðèÿì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îáîáùåííîé îöåí-
êè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñâåðòêè. Îäíàêî â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè,
èìåþùåé õàðàêòåð íå÷åòêîñòè, íåòî÷íîñòè ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííûõ îöå-
íîê ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì èëè çàòðóäíèòåëüíûì. Âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â ïðèâëå÷åíèè ýêñïåðòíûõ çíàíèé, êàê ñðåäñòâà ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê. Èñïîëüçîâàíèå íå÷åòêèõ ñëîâåñíûõ ïîíÿòèé, êîòîðûìè îïåðèðóåò
ýêñïåðò, ïîçâîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå êà÷åñòâåííûå îïèñàíèÿ, ôîðìàëè-
çàöèÿ êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ââåäåíèåì ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé.

Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíãâèñòè÷åñêîå îöåíèâàíèå, êîòîðîå ïðåäïî-
ëàãàåò èçìåðåíèå ñâîéñòâ â çàäàííîé ëèíãâèñòè÷åñêîé øêàëå S = {S0, .., ST},
òàê ÷òî îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ëèíãâèñòè÷åñêèé òåðì èç S [1].

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ îáîáùåííîé îöåíêè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
÷àñòíûå îöåíêè àëüòåðíàòèâ ÿâëÿþòñÿ ëèíãâèñòè÷åñêèìè, à âåñîâûå êîýô-
ôèöèåíòû - ÷èñëîâûìè èç [0,1]. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè äëÿ ôîðìèðîâà-
íèÿ îáîáùåííîé îöåíêè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ëèíãâèñòè÷åñêèé îïåðàòîð
àãðåãèðîâàíèÿ (LOWA-îïåðàòîð) ΦW (A), à äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåñîâûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ëèíãâèñòè÷åñêèå êâàíòîðû [2].

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôèðìà çàíèìàåòñÿ âûáîðîì ïîäõîäÿùåé êàíäèäàòóðû
íà âàêàíòíîå ìåñòî èç ñïèñêà ïðåòåíäåíòîâ: Ìàòâèåíêî È.Â., Ïîòóíèíà È.Ã.,
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Ñåëåçíåâ Â.Ï., Ìàëþãèí À.À., Âîðîíîâà À.Â. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ âûáðàíû
ñëåäóþùèå: êâàëèôèêàöèÿ, îïûò ðàáîòû, îòâåòñòâåííîñòü, êîììóíèêàáåëü-
íîñòü, îðãàíèçîâàííîñòü. Òàê êàê âñå êðèòåðèè ÿâëÿþòñÿ êà÷åñòâåííûìè, òî
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ëèíãâèñòè÷åñêèå îöåíêè.

Â ðåçóëüòàòå ñîáåñåäîâàíèÿ ñ ïðåòåíäåíòàìè áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè:
êâàëèô-ÿ îòâåò-ñòü îïûò ðàáîòû êîììóí-íîñòü îðãàíèçîâ-ñòü

Ìàòâèåíêî È.Â. H M M VL P
Ïîòóíèíà È.Ã. VL H M H N
Ñåëåçíåâ Â.Ï. M P L M VL
Ìàëþãèí À.À. L L VH P H
Âîðîíîâà À.Â. H L H H M

Èñïîëüçóÿ ëèíãâèñòè÷åñêèé îïåðàòîð àãðåãèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûÿâèòü
íàèáîëåå ïîäõîäÿùóþ êàíäèäàòóðó íà âàêàíòíîå ìåñòî.

Ðåøàÿ äàííóþ çàäà÷ó, ïîëó÷àåì, ÷òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé êàíäèäàòóðîé
íà âàêàíòíîå ìåñòî ÿâëÿåòñÿ Âîðîíîâà À.Â., òàê êàê åå îáîáùåííàÿ îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñðåäè âñåõ îáîáùåííûõ îöåíîê.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êîôìàí À. Ââåäåíèå â òåîðèþ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ - Ì.:
Ðàäèî è Ñâÿçü. 1982. � 431 ñ. 2. Ëåäåíåâà Ò.Ì. Ìîäåëè è ìåòîäû ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé - Â.: ÂÃÒÓ. 2004. � 189 ñ.

Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
è ôóíêöèè Áåññåëÿ

Â.Â. Ìåùåðÿêîâ
(Êîëîìíà, Êîëîìåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò;

metcherykov@mail.ru )

Â êîíöå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì ×. Äóíê-
ëîì áûëè ââåäåíû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿëè ñîáîé îáîáùåíèå îïåðàòîðà âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè Äóíêëà.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Äóíêëà T , àññîöèèðîâàííûé ñ ñèñòåìîé êîðíåé òè-
ïà A1. Îïåðàòîð T äåéñòâóåò íà ôóíêöèè ïî ïðàâèëó

Tf(x) = f ′(x) + k
f(x)− f(−x)

x
.

Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåíî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå Tf =
f . Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ïðè ïîìî-
ùè ýòîãî ôàêòà ïîëó÷åí íîâûé ñïîñîá âûâîäà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé è
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè Áåññåëÿ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Dunkl C.F.Di�erential-di�erence operators associated to
re�ection groups // Trans. Amer. Math. Soc., 311, no 1 (1989), 167�183. 2.
Opdam E.M. Dunkl operators, Bessel function and the discriminant of a �nite
Coxeter group. Composito mathematica, 85, 3 (1993), p. 333�373. 3. Sisi M,
Soltani F. Generalized Fock spaces and Weyl relations for the Dunkl kernel on
the real line//J. Math. Anal. Appl., 270, 2002.
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Îñåñèììåòðè÷íàÿ äåôîðìàöèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî
òåëà

À.Í. Ìèëüöèí, Â.Á. Îãàðêîâ
(ÂÃËÒÀ)

Îñåñèììåòðè÷íûå çàäà÷è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà-
÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ïðàêòèêè [1]. Ïóñòü îñü ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà ñîâ-
ïàäàåò ñ îñüþ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò r, ϕ, z, à íàãðóçêè è
ñìåùåíèÿ òàêæå îáëàäàþò îñåâîé ñèììåòðèåé. Ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî îòñóò-
ñòâóþò îêðóæíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñìåùåíèÿ V è êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ
τrϕ = τzϕ = 0.

Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂σr

∂r
+

∂τrz

∂z
+

σr − σϕ

r
= 0 (1)

∂τrz

∂r
+

τrz

r
+

∂σz

∂z
= 0 (2)

εr =
∂u

∂r
; εϕ =

u

r
; εz =

∂w

∂z
; γrz =

∂u

∂z
+

∂w

∂r
(3)

εr − ε0 = ψ( σr − σ0); εϕ − ε0 = ψ( σθ − σ0) (4)

εz − ε0 = ψ( σz − σ0); γrz = 2ψ τrz (5)

ε0 =
σ0

3K
; ε0 =

1

3
(εr + εϕ + εz); σ0 =

1

3
(σr + σϕ + σz) (6)

ψ =
3

2

εi

σi

(7)

σi =
1√
2

√
(σr − σϕ)2 + (σr − σz)2 + (σϕ − σz)2 + 6τ 2

rz = σT (8)

εi =

√
2

3

√
(εr − εϕ)2 + (εr − εz)2 + (εϕ − εz)2 +

3

2
γ2

rz (9)

Èç ñîîòíîøåíèé (4) ïîëó÷èì:

εr = εz + ψ(2σr + σϕ − 3σ0) (10)

εϕ = εz + ψ(2σϕ + σr − 3σ0) (11)
Åñëè ïîäñòàâèòü ôîðìóëû â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (5), òî ïîëó÷èì òîæäå-

ñòâî:

σ0 =
(σr + σϕ + σz)

3
(12)
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Ïîäñòàâèì òåïåðü ôîðìóëû (10) è (11) â ñîîòíîøåíèå (6):

ψ =
(σr + σϕ + σz)

3K(σr + σϕ − 2σz)
− 3εz

(σr + σϕ − 2σz)
(13)

Åñëè òåïåðü èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (7), (9), (10), (11) è (13), òî ïîëó÷èì
òîæäåñòâî äëÿ ôóíêöèè ψ, âûðàæåííîé ôîðìóëîé (13). Ïîäñòàâèì ñîîòíî-
øåíèÿ Êîøè â ôîðìóëû (4) è (5):

2εr − εϕ − εz = 3ψ(σr − σ0) (14)

2εϕ − εr − εz = 3ψ(σθ − σ0) (15)

2
∂u

∂r
− u

r
− ∂w

∂z
= 3ψ(σr − σ0) (16)

2
u

r
− ∂u

∂r
− ∂w

∂z
= 3ψ(σθ − σ0) (17)

∂u

∂z
+

∂w

∂r
= 2ψτrz (18)

Óðàâíåíèÿ (1), (2), (8), (16), (17) è (18) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíó-
òóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî øåñòè íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé: σr, σϕ, σz, τrz, u, w.

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ðåàëèçóåò ïîëíîå ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå âî
âñ¼ì îáú¼ìå òåëà. Ýòî ïîçâîëÿåò âïåðâûå ðàññìîòðåòü âîïðîñ î ðàñ÷¼òå ñëî-
èñòûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ òåë.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ë.Ì. Êà÷àíîâ. Îñíîâû òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. ¾Íàóêà¿,
1969, 420ñ.

Îá îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿõ íåëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà ïîëóîñè

Ý.Ì. Ìóõàìàäèåâ, À.Í. Íàèìîâ
(Âîëîãäà, ÂîÃÒÓ; emuhamadiev@rambler.ru; nan67@rambler.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ îäíîìåðíîãî ñòàöèîíàð-
íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

ψ′′(x) =

(
1− ϕ(x)

x

)
ψ(x), 0 < x < +∞ (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ψ(0) = 0, ψ(+∞) = 0, (2)

çäåñü ψ(x) - âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ϕ(x)/x - ïîòåíöèàë. Ôóíêöèÿ ϕ(x) íåëèíåéíî
çàâèñèò îò ψ(x) ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ

ϕ′′(x) = −ψ2(x)

x
, 0 < x < +∞ (3)
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ϕ(0) = 0, ϕ′(+∞) = 0. (4)

Çàäà÷à (1)-(4) âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ > 0 è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψ̃(x) íåëèíåéíîé çàäà÷è

ψ̃′′(x) = 2m

(
λ− ϕ̃(x)

x

)
ψ̃(x), ϕ̃′′(x) = −1

ε

ψ̃2(x)

x
, 0 < x < +∞, (5)

ψ̃(0) = 0, ψ̃(+∞) = 0, ϕ̃(0) = 0, ϕ̃′(+∞) = 0,

∫ +∞

0

ψ̃2(s)ds = 1, (6)

ãäå m, ε - ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû ([1], [2]). Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëå-
íî, ÷òî äèíàìèêà äâèæåíèÿ ïîëÿðîíà â îäíîðîäíîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ψ̃(x) è ÷èñëîì íóëåé ψ̃(x), à òàêæå íàéäåíû ïðè-
áëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), (6) äëÿ îòäåëüíûõ çíà÷åíèé m è ε ([2]). Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (5), (6). Äëÿ ýòîãî çàäà÷à (5), (6) çàìåíîé

ψ̃(x) =
√

λεψ(x
√

2mλ), ϕ̃(x) =

√
λ

2m
ϕ(x

√
2mλ)

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (1)-(4), ãäå îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî ïàðàìåòðû. Äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà íåíóëåâûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(4) è âûâåäåíà
àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ïðè x → +∞.

Èññëåäîâàíèå íåíóëåâûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(4) ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùåé ñõåìå. Â íà÷àëå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé, è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâà-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â òî÷êå x = 0 ïðàâîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ ψ′(0) è ϕ′(0).
Çíà÷èò, íåíóëåâûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(4) ìîæíî íàõîäèòü ñðåäû ðåøåíèé
çàäà÷è Êîøè

ψ′′(x) =

(
1− ϕ(x)

x

)
ψ(x), ϕ′′(x) = −ψ2(x)

x
, x > 0, (7)

ψ(0) = 0, ψ′(0) = a, ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = b, (8)
çàâèñÿùåé îò äâóõ ïàðàìåòðîâ a è b. Íà îñíîâå àíàëèçà çàäà÷è Êîøè (7),
(8) äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðîäîëæèìî íà ïðàâóþ ïîëóîñü
[0, +∞) è a 6= 0, òî ôóíêöèè ψ(x), ϕ′(x) îãðàíè÷åíû, ψ(x) èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî íóëåé è çàäà÷à (1)-(4) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Äàëåå âûÿñíÿåòñÿ
ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ a è b, ãäå a 6= 0, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è
(7), (8) ïðîäîëæèìî íà ïðàâóþ ïîëóîñü [0, +∞).

Òåîðåìà 1. Ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(4) îáëàäàåò ñâîéñòâà-
ìè:
à) ôóíêöèè ψ(x), ψ′(x) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ëåáåãà L2(0, +∞), à
ôóíêöèÿ ϕ(x) íåîòðèöàòåëüíà, è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
x>0

ϕ(x) =

∫ +∞

0

ψ2(s)ds;
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á) ïàðà ôóíêöèé ψ(x) è ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé

ψ(x) =
1

2

∫ +∞

0

(
e−|x−s| − e−|x+s|) ϕ(s)

s
ψ(s)ds,

ϕ(x) = x

∫ +∞

x

ψ2(s)

s
ds +

∫ x

0

ψ2(s)ds;

â) â òî÷êå x = 0 ñóùåñòâóþò ïðàâîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå

ψ′(0) =

∫ +∞

0

e−s ϕ(s)

s
ψ(s)ds, ϕ′(0) =

∫ +∞

0

ψ2(s)

s
ds.

Ïåðå÷èñëåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), (8).
1◦. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a è b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

(Ψ(x, a, b), Φ(x, a, b)) çàäà÷è (7), (8), îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì ìàêñèìàëü-
íîì ïîëóèíòåðâàëå [0, T (a, b)), ãäå 0 < T (a, b) ≤ +∞.

2◦. Ôóíêöèè Ψ(x, a, b) , Φ(x, a, b) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìû íà ìíîæåñòâå

Ω = {(x, a, b) : −∞ < a, b < +∞, 0 ≤ x < T (a, b)} .

3◦. Ïðè ëþáûõ a è b ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(Ψ(x, 0, b), Φ(x, 0, b)) = (0, bx),

(Ψ(x,−a, b), Φ(x,−a, b)) = (−Ψ(x, a, b), Φ(x, a, b)),

(Ψ(x, λa, 1 + λ(b− 1)), Φ(x, λa, 1 + λ(b− 1))) =

=
(√

λΨ(
√

λx, a, b), (1− λ)x +
√

λΦ(
√

λx, a, b)
)

∀λ > 0,

Φ(x, a, b) = xΦ′(x, a, b) +

∫ x

0

Ψ2(s, a, b)ds,

(
1

x
Φ(x, a, b)

)′
= − 1

x2

∫ x

0

Ψ2(s, a, b)ds,

Ψ′′(x, a, b)Ψ(x, a, b) = (Ψ′(x, a, b))2 − a2 +

∫ x

0

Ψ2(s, a, b)

s2

(∫ s

0

Ψ2(τ, a, b)dτ

)
ds.

4◦. Åñëè T (a, b) < +∞, òî ôóíêöèè Ψ(x, a, b) , Φ(x, a, b) íåîãðàíè÷åíû è
Φ(x, a, b), Φ′(x, a, b) → −∞ ïðè x → T (a, b).

5◦. Åñëè a > 0 è b ≤ 1, òî Ψ(x, a, b) > 0, Ψ′(x, a, b) > 0 ∀x ∈ (0, T (a, b)) è
Ψ(x, a, b), Ψ′(x, a, b) → +∞, Φ(x, a, b), Φ′(x, a, b) → −∞ ïðè x → T (a, b).

6◦. Åñëè ôóíêöèÿ Φ′(x, a, b) îáðàùàåòñÿ â íîëü â êàêîé-íèáóäü òî÷êå, òî
Φ(x, a, b) → −∞ ïðè x → T (a, b).

7◦. Åñëè T (a, b) = +∞ è ôóíêöèÿ Ψ(x, a, b) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé,
òî ïðè áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Φ(x, a, b) < x.
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8◦. Åñëè íóëåé ôóíêöèè Ψ(x, a, b) íå áîëåå, ÷åì n, òî b < 1 + 2πn|a|/√6.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü a 6= 0 è T (a, b) = +∞. Òîãäà ðåøåíèå

(Ψ(x, a, b), Φ(x, a, b)) çàäà÷è (7), (8) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
à) ôóíêöèÿ Φ′(x, a, b) ïðè x → +∞ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ìåíüøå 1;
á) ôóíêöèÿ Ψ(x, a, b) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé è îãðàíè÷åíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèÿ (Ψ(x, a, b), Φ(x, a, b)) çàäà÷è
(7), (8) íà ïðàâóþ ïîëóîñü [0, +∞) ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè
Ψ(x, a, b).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðè íåêîòîðûõ a è b, ãäå a 6= 0, ôóíêöèÿ Ψ(x, a, b)
îãðàíè÷åíà, òî ïàðà ôóíêöèé

ψ(x) = Ψ(x, λa, 1 + λ(b− 1)), ϕ(x) = Φ(x, λa, 1 + λ(b− 1))

ïðè λ = 1/σ2, ãäå σ2 - ïðåäåë ôóíêöèè 1−Φ′(x, a, b) íà áåñêîíå÷íîñòè, áóäåò
íåíóëåâûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(4) (ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3◦).

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáûõ a è b, ãäå a 6= 0, ôóíêöèÿ Ψ(x, a, b) èìååò êî-
íå÷íîå ÷èñëî íóëåé, è äëÿ ÷èñëà íóëåé N(Ψ) ôóíêöèè Ψ(x, a, b) âåðíà îöåíêà
N(Ψ) >

√
6(b− 1)/(2π|a|) (ñîãëàñíî ñâîéñòâàì 4◦ è 8◦).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ a è b, ãäå a 6= 0, ðåøåíèå
(Ψ(x, a, b), Φ(x, a, b)) çàäà÷è (7), (8) ïðîäîëæèìî íà ïðàâóþ ïîëóîñü [0, +∞).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè x → +∞

Ψ(x, a, b) = e−σxxν(C + o(1)), Ψ′(x, a, b) = e−σxxν(−σC + o(1)), (9)

Φ(x, a, b) = (1− σ2)x + 2ν + e−2σxx2ν−1

(
− C2

4σ2
+ o(1)

)
, (10)

Φ′(x, a, b) = 1− σ2 + e−2σxx2ν−1

(
C2

2σ
+ o(1)

)
,

ãäå C- ïîñòîÿííîå, C 6= 0, σ > 0, σ2 - ïðåäåë ôóíêöèè 1 − Φ′(x, a, b) ïðè
x → +∞,

ν =
1

2

∫ +∞

0

Ψ2(s, a, b)ds.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé ak, bk, k = 1, 2, . . . òà-
êèõ, ÷òî ïðè êàæäîì k = 1, 2, . . .
à) ak > 0, max(1, ak) < bk < 1 + 2πkak/

√
6;

á) ïàðà ôóíêöèé (Ψ(x, ak, bk), Φ(x, ak, bk)) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ðåøåíèåì çà-
äà÷è (1)-(4);
â) ôóíêöèÿ Ψ(x, ak, bk) èìååò ðîâíî k íóëåé.

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå íåîòðèöàòåëüíîå ðå-
øåíèå çàäà÷è (1)-(4).
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Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ãäå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ a è b íàõîäèëèñü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), (8), ïîäòâåðæäà-
þò îòñóòñòâèå äðóãèõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(4), êðîìå ðåøåíèé
(±Ψ(x, ak, bk), Φ(x, ak, bk)), k = 1, 2, . . ., ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ
â òåîðåìå 4. Òåîðåìà 5 âûâîäèòñÿ íà îñíîâå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ôóíê-
öèÿ Ψ(x, a1, b) ïðè b < b1 íåîãðàíè÷åíà è èìååò ðîâíî îäèí íóëü, à ïðè b > b1

èìååò õîòÿ áû äâà íóëÿ.
Ëèòåðàòóðà. 1. Äàâûäîâ À.Ñ., Ýíîëüñêèé Â.Ç. Òðåõìåðíûé ñîëèòîí â

èîííîì êðèñòàëëå // ÆÝÒÔ, 1981, òîì 81, âûï. 3(9). 2. Àìèðõàíîâ È.Â. è
äð. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïîëÿðîííûõ ñîñòîÿíèé // Ïðåïðèíò
Ð11-2008-169 Îáúåäèíåííîãî èíñòèòóòà ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé, Äóáíà, 2008.

Ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå
Íãóåí Âàí Ëîé
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé áûë ðàçðàáîòàí âïåðâûì Ì.À. Êðàñíî-
ñåëüñêèì, À.È. Ïåðîâûì è äð. è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ
ñðåäñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [2]). Ðàç-
ëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [1]. Îäíàêî äî ñèõ
ïîð âñå ðàçâèòèÿ ýòîãî ìåòîäà êàñàëèñü ëèøü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è âêëþ÷åíèé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â äàííîé ðàáîòå àâòîð ïðåä-
ëàãàåò íîâûé ïîäõîä ê ðàñïðîñòðàíåíèþ ýòîãî ìåòîäà íà áåñêîíå÷íîìåðíîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è ïðèìåíÿåò åãî ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ëèòåðàòóðà. 1. Þ.Ã. Áîðèñîâè÷, Á.Ä. Ãåëüìàí, À.Ä. Ìûøêèñ, Â.Â.
Îáóõîâñêèé, Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, -Ì.: ÊîìÊíèãà, 2005. -216ñ. 2. Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèé,
Îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Íàóêà, Ì.,
1966.

Ãëàäêèå ìîäåëè óïîðà è ëþôòà
Íãóåí Òõè Õèåí

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; hienvp@mail.ru)
Äëÿ íåïðåðûâíîé íà [t0, t0 + T ] ôóíêöèè x(t) îïðåäåëèì "ñãëàæåííóþ"

ξ(t) âõîäíóþ ôóíêöèþ ñîîòíîøåíèÿìè:
{

ξ̇ = K[(x(t)− x(t− 1
K

)]

ξ(t0) = x(t0) =: x0

, (1)

(ïðè t < t0 ïîëàãàåì x(t) = x(t0)).
Ìû äàäèì íîâûå îïðåäåëåíèÿ óïîðà è ëþôòà, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü

ãëàäêèìè. Èìåííî, ãëàäêèå âûõîäíûå ôóíêöèè óïîðà u(t) è ëþôòà v(t), ñîîò-
âåòñòâóþùèå íåïðåðûâíîìó âõîäó x(t) è (áîëüøîìó) ïàðàìåòðó K, çàäàäèì
óðàâíåíèÿìè:

u̇ = ξ̇ + K[(−u(t))+ − (u(t)− 1)+], (2)
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v̇ = K[(ξ(t)− v(t))+ − (v(t)− 1− ξ(t))+]. (3)
Çäåñü:
ξ = ξ(t) - îïðåäåëåííàÿ âûøå "ñãëàæåííàÿ" âõîäíàÿ ôóíêöèÿ;
x+ - ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ò.å. max{x, 0}.
Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äîêàçàòü êîððåêòíîñòü ýòèõ
îïðåäåëåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè K → +∞ è çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ ôóíêöèè u(t) è v(t), îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè (2) è (3), ñòðåìÿòñÿ
ê âûõîäàì, ñîîòâåòñòâåííî, óïîðà ϕ(t) è ëþôòà ψ(t) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
Êðàñíîñåëüñêîãî - Ïîêðîâñêîãî [1]. Ïðè ýòîì óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà áëèçî-
ñòè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà K:

|u(t)− ϕ(t)| ≤ 3ω(x, 1
K

),

|v(t)− ψ(t)| ≤ 2ω(x, 1
K

),

ãäå ω(x, 1
K

) = sup{|x(t1) − x(t2)| : |t1 − t2| ≤ 1
K
} - ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè x(t).
Ëèòåðàòóðà. 1. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ñèñòåìû ñ ãè-

ñòåðåçèñîì, Ì., 1983.

Ãëàäêàÿ ìîäåëü ðåëå ñ ãèñòåðåçèñîì
Íãóåí Òõè Õèåí, Á.Í. Ñàäîâñêèé

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; hienvp@mail.ru, bs37@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè ðåëå ñ ãèñòåðåçèñîì (ñì. [1] - [3]).
Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ "ãëàäêîé"è îïèñûâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì ïàðàìåò-
ðîì;

{
ẇ = K[(σ − β)+(1− w)− (α− σ)+w],

u = int(w + 0.5).
(1)

Çäåñü: w(t) - ïðîìåæóòî÷íàÿ (ãëàäêàÿ) âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ; K - áîëüøîé ïà-
ðàìåòð, σ(t) - âõîäíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ; u = u(t) - (äèñêðåòíàÿ) âû-
õîäíàÿ ôóíêöèÿ; x+ - ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷èñëà, ò.å. max{0, x} ; int(x) -
íåïðåðûâíàÿ ñëåâà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ìåíü-
øåå x. Ãëàäêàÿ ìîäåëü óäîáíà äëÿ àíàëèçà ñèñòåì ðåëåéíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ ïðèêëàäíûõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì.

Èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà ðåëåéíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèÿìè:




ẋ = f(t, x, u),

σ(t) = ϕ(x(t)),

x(t0) = x0.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëî-
âèÿõ âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ x̃(t) ñ ãëàäêîé ìîäåëè ðåëå (1) íà ëþáîì íàïåð¼ä
çàäàííîì ïðîìåæóòêå ðàâíîìåðíî áëèçêà ê âûõîäíîé ôóíêöèè x(t) ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíîé ìîäåëüþ ðåëå èç [4]. Ïðè ýòîì óñòàíàâëèâà-
åòñÿ îöåíêà áëèçîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà K :

‖x̃(t)− x(t)‖ ≤ C
K

(t0 ≤ t ≤ T ).

Ëèòåðàòóðà. 1. Öûïêèí ß.Ç. Ðåëåéíûå àâòîìàòè÷åñêèå ñèñòåìû, Ì.,
1974. 2. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñîì,
Ì., 1983. 3. Êðàñíîñåëüñêèé À.Ì., Ðà÷èíñêèé Ä.È. Î êîíòèíóóìàõ öèêëîâ
â ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñîì / / Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê, 378, 3, 2001, 314-
319. 4. Ïðÿäêî È.Í., Ñàäîâñêèé Á.Í. Î ëîêàëüíî ÿâíûõ ìîäåëÿõ íåêîòîðûõ
íåãëàäêèõ ñèñòåì, Àâòîì. è òåëåìåõ., 2004, �10, ñ. 40-50.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé
ëèíåéíî - êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Íãóåí Òõè Õîàé
(Âîðîíåæ; nthoai0682@yahoo.com)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî - êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à âèäà

Pε : Jε =
1

2

∫ T

0

(z′Q(t)z + u′R(t)u)dt → min
u

, (1)

ẋ = A1(t)x + A2(t)y + B1(t)u, x(0) = x0, x ∈ Rn,

εẏ = A3(t)x + A4(t)y + B2(t)u, y(0) = y0, y ∈ Rm, u ∈ Rr,
(2)

ãäå z = (x′, y′)′ (øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå), T > 0 = const, Q ≥ 0,
R > 0, Q =

(
Q1 Q2

Q′
2 Q3

)
, âñå ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ïðè t 6= ξ ∈ (0, T ) è

ðàçðûâíû â òî÷êå t = ξ. Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ïîëó÷àåì äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

ẋ = A1(t)x + A2(t)y + S1(t)ϕ + S2(t)ψ, x(0) = x0,

ϕ̇ = Q1(t)x + Q2(t)y − A′
1(t)ϕ− A′

3(t)ψ, ϕ(T ) = 0,

εẏ = A3(t)x + A4(t)y + S ′2(t)ϕ + S3(t)ψ, y(0) = y0,

εψ̇ = Q′
2(t)x + Q3(t)y − A′

2(t)ϕ− A′
4(t)ψ, ψ(T ) = 0,

(3)

ãäå S1 = B1R
−1B′

1, S2 = B1R
−1B′

2, S3 = B2R
−1B′

2.
Ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) ïî ñòåïåíÿì ε, ñîäåðæàùàÿ

íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò t, ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ â îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê t = 0, t = ξ è t = T .

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [1] áûëà ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ïðîèçâîäíîé è
êîýôôèöèåíòàìè, ðàçðûâíûìè â ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå.
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Ëèòåðàòóðà. 1. Ïîêîðíàÿ È.Þ. Ìåòîä êîëëîêàöèè ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ìèíèìàëüíî-
ãî äåôåêòà, Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî -
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Âîðîíåæ 1996.

Î íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà ïðÿìîé ñõåìû
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ëèíåéíî -

êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè

Íãóåí Òõè Õîàé
(Âîðîíåæ; nthoai0682@yahoo.com)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Pε, ñîñòîÿùàÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Jε(u) =
1

2

2∑
j=1

∫ tj

tj−1





〈


(j)
x
(j)
y


 ,

(j)

W (t, ε)




(j)
x
(j)
y




〉
+

〈
(j)
u ,

(j)

R(t, ε)
(j)
u

〉

 dt (1)

íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû
˙(j)
x =

(j)

A1(t, ε)
(j)
x +

(j)

A2(t, ε)
(j)
y +

(j)

B1(t, ε)
(j)
u ,

ε
˙(j)
y =

(j)

A3(t, ε)
(j)
x +

(j)

A4(t, ε)
(j)
y +

(j)

B2(t, ε)
(j)
u , tj−1 ≤ t ≤ tj, j = 1, 2,

(2)

(1)
x (0, ε) = x0,

(1)
y (0, ε) = y0,

(2)
x (t1 + 0, ε) =

(1)
x (t1 − 0, ε),

(2)
y (t1 + 0, ε) =

(1)
y (t1 − 0, ε).

(3)

Çäåñü 0 = t0 < t1 < t2 = T , çíà÷åíèÿ tj(j = 0, 1, 2) ôèêñèðîâàíû;
(j)
x =

(j)
x (t, ε) ∈ Rn,

(j)
y =

(j)
y (t, ε) ∈ Rm,

(j)
u =

(j)
u (t, ε) ∈ Rr, øòðèõ îçíà-

÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ε ≥ 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, òî÷êà ñâåð-
õó îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ ìàòðèöû
(j)

Wi(t, ε)(i = 1, 3),
(j)

R(t, ε),
(j)

Ai(t, ε)(i = 1, 4),
(j)

B i(t, ε)(i = 1, 2), ÿâëÿþòñÿ äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèìè ïðè âñåõ t ∈ [tj−1, tj] è ε ≥ 0, ìàòðèöû

(j)

W (t, ε) è
(j)

R(t, ε)

ñèììåòðè÷íû, à ìàòðèöû
(j)

W (t, 0) è
(j)

R(t, 0) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû ïðè
âñåõ t ∈ [tj−1, tj], j = 1, 2.

Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(t, ε) =





(1)
u (t, ε), t ∈ [t0, t1],
(2)
u (t, ε), t ∈ [t1, t2]

âûáè-

ðàþòñÿ êóñî÷íî - íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ε = 0 òðàåêòîðèÿ
y(t, ε) áóäåò èìåòü ðàçðûâ ïðè t = t1.

Ñëåäóÿ ïðÿìîé ñõåìå [1] è ìåòîäó ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé [2], ðåøåíèå
(j)
z =

(
(j)

u′ ,
(j)

x′ ,
(j)

y′)′, j = 1, 2, âîçìóùåííîé çàäà÷è Pε áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ
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ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ε:

(j)
z (t, ε) =

∑
i≥0

εi(
(j)

zi(t) +
(j)

Πiz(τj−1) +
(j)

Qiz(τj)), tj−1 ≤ t ≤ tj, j = 1, 2, (4)

ãäå ñèìâîë
(j)

Π, j = 1, 2, îçíà÷àåò ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òè-
ïà âáëèçè ëåâûõ êîíöîâ ïðîìåæóòêîâ [0, t1] è [t1, T ], à

(j)

Q, j = 1, 2, - ôóíêöèè
ïîãðàíñëîÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà âáëèçè ïðàâûõ êîíöîâ ýòèõ æå ïðîìå-
æóòêîâ, τ0 = t

ε
, τ1 = t−t1

ε
, τ2 = t−T

ε
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Re
(j)

λ i(t) < 0, i = 1,m, j = 1, 2, t ∈ [tj−1, tj], ãäå
(j)

λ i(t)

- ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
(j)

A4(t, 0). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
(j)

z0 èñïîëüçóåòñÿ
âûðîæäåííàÿ çàäà÷à, ïîëó÷àåìàÿ èç (1) - (3) ïðè ε = 0, åñëè îòáðîñèòü óñëî-
âèå (3) äëÿ

(j)
y . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïîãðàíñëîÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà èç

ðàçëîæåíèÿ (4) ïîñòðîåíû òðè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Èç ïåðâîé

çàäà÷è íàõîäèòñÿ
(1)

Π0z, èç âòîðîé -
(1)

Q0z è
(2)

Π0z, à èç òðåòüåé -
(2)

Q0z.
Ëèòåðàòóðà. 1.Belokopytov S. V., Dmitriev M. G. Direct scheme in optimal

control problems with fast and slow motions. Systems and Control Letters. 1986.
V. 8. � 2. P.129 - 135. 2. Âàñèëüåâà À. Á., Áóòóçîâ Â. Ô. Àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà, 1973.

Îá îäíîì ïðåäñòàâëåíèè C0-îïåðàòîðíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà

Ì.Í. Íåáîëüñèíà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà 1-ãî è 2-ãî ðîäà ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà â âèäå

Tn(A) =
1

2
[(µ−1(A))n + (µ(A))n],

Un(A) =
1

2
(
√

A2 − I)−1/2[(µ−1(A))n+1 − (µ(A))n+1],

ãäå
µ(A) = lim

n→∞
µn(A) = (A−

√
A2 − I),

µ−1(A) = 2A− µ(A), µ−1(A)µ(A)x = x, x ∈ D(A).

Ïóñòü A � ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû V (t) êëàññà C0, äåéñòâóþùèé â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå E ñ íîðìîé ‖.‖E = ‖.‖, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖V (t)‖ ≤ Ke−ωt, t ≥ 0, ω > 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç

I
[n]
1 (t) = I1(t) ∗ · · · ∗ I1(t)︸ ︷︷ ︸

n

=

∫ t

0

I1(t− s)I
[n−1]
1 (s)ds

- n � êðàòíóþ ñâåðòêó ôóíêöèè Áåññåëÿ I1(t) ìíèìîãî àðãóìåíòà 1-ãî ðîäà.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà Äëÿ C0 - îïåðàòîðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà

Un(A) ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé îïåðàòîðíûé ïðåäåë

µj(A) = lim
n→∞

Un−j(A)U−1
n (A) 1 ≤ j ≤ n

è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

µj(A) = µj(A) =

∫ ∞

0

I
[j]
1 (t)V (t)dt.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé äèñêðåòíîãî
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà12

Ï.Í. Íåñòåðîâ
(ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà; mathematix@mail.ru)

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèé äèñêðåò-
íîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

x(n + 2)− 2x(n + 1) +

(
1 +

1

nα
p(n)

)
x(n) = 0, n = 1, 2, . . . (1)

ïðè n → ∞. Çäåñü ïàðàìåòð 0 < α ≤ 1, à äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ p(n)
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé èëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

p(n) =
N∑

j=1

pje
iλjn,

ãäå êîýôôèöèåíòû pj, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå, à λj � äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ p(n) èìååò íóëåâîå ñðåäíåå
çíà÷åíèå, ò.å.

lim
T→∞

1

T

T∑

k=1

p(k) = 0.

12Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå öåëåâûõ ïðîãðàìì ¾Ðàçâèòèå íàó÷íî-
ãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿ (ïðîåêòû ÐÍÏ.2.2.2.3.8064 è ÐÍÏ.2.2.1.1.5859), ¾Íàó÷-
íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò
�02.740.11.0197), à òàêæå Àìåðèêàíñêîãî ôîíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàçâèòèÿ
(CRDF) (ïðîåêò # RUB1-020-YA-07 / BF7M20).
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Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðîèñõîäèò â äâà ýòà-
ïà. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóþùèõ íà ôèíàëü-
íîé ñòàäèè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì êîíñòðóèðóåìûå óñðåäíÿþùèå çàìåíû
ïåðåìåííûõ [1, 2], èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó `-
äèàãîíàëüíîìó âèäó. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ôîðìóë ïðèìåíÿåòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû Ëåâèíñîíà (òåîðåìà
Áåíçàèäà-Ëàòñà) [3].

Ëèòåðàòóðà. 1. Íåñòåðîâ Ï.Í. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è ìåòîä óñðåäíåíèÿ // Ìîäåëèðî-
âàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. � ßðîñëàâëü. 2007. Ò. 14, �2. �
Ñ. 63-67. 2. Áóðä Â.Ø., Íåñòåðîâ Ï.Í. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé: ìåòîä óñðåäíåíèÿ è àñèìïòîòèêà ðåøåíèé: ó÷åáíîå ïî-
ñîáèå. � ßðîñëàâëü: ßðÃÓ, 2008. � 192 ñ. 3. Benzaid Z., Lutz D.A. Asymptotic
representation of solutions of perturbed systems of linear di�erence equations //
Studies in Appl. Math. � 1987. V. 77. � P. 195-221.

Èíäåêñ Áàíàõà-Ñàêñà ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà13
À.È. Íîâèêîâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; annnovikova@mail.ru)

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé èíäåêñû Áàíàõà-
Ñàêñà ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì E è ñî-
ïðÿæåííîãî ê íåìó ïðîñòðàíñòâà E∗. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî γ(c0) =
γ(l1) = ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, 1

γ(E)
+ 1

γ(E∗) = 0 äëÿ E = c0. Îäíàêî, ýòîò ñëó÷àé
ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü E 6= c0 ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ñèììåò-
ðè÷íûì áàçèñîì, E∗ ñîïðÿæåííîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âûïîëíåíî

1 ≤ 1

γ(E)
+

1

γ(E∗)
≤ 2.

Êîíñòàíòó ïðàâîãî íåðàâåíñòâà íåëüçÿ óëó÷øèòü, ò.ê. äëÿ ëþáîãî 0 < ε <
1 ñóùåñòâóþò 1 < p < q < ∞ òàêèå, ÷òî 1

p
+ 1

q′ = 2 − ε (1
p

+ 1
p′ = 1, 1

q
+ 1

q′ =

1), è γ(lp,q) = min(p, q) = p, γ(l∗p,q) = γ(lp′,q′) = min(p′, q′) = q′ [1]. Ëåâîå
íåðàâåíñòâî òåîðåìû 1 î÷åâèäíî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ ïðîñòðàíñòâ
lp, 1 ≤ p < ∞. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîñòðàíñòâ l0p,∞, 1 < p < ∞ èìååì γ(l0p,∞) = p
[2] è γ(lp′,1) = γ((l0p,∞)∗) = p′ [3], ò.å. 1

γ(l0p,∞)
+ 1

γ((l0p,∞)∗) = 1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà íå åäèíñòâåííûå.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü 1 < p < ∞, 1
p

+ 1
p′ = 1. Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî E

ñ ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì, íå ñîäåðæàùåå ïîäïðîñòðàíñòâà, èçîìîðôíîãî
lp, è òàêîå, ÷òî åãî èíäåêñ Áàíàõà-Ñàêñà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ(E) =
p, γ(E∗) = p′, ãäå E∗ � ñîïðÿæåííîå ê E ïðîñòðàíñòâî.

13Ñòàòüÿ ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-01-00226.
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Ëèòåðàòóðà. 1. Íîâèêîâà À.È., Ñåìåíîâ Å.Ì., Ñóêî÷åâ Ô.À. Èíäåêñ
Áàíàõà-Ñàêñà ïðîñòðàíñòâ ñ ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì // Äîêëàäû Àêàäåìèè
Íàóê. 2008. Ò. 420, � 3. Ñ. 314�315. 2. Astashkin S.V., Sukochev F.A. Banach-
Saks property in Marcinkiewicz spaces // J. Math. Anal. Appl. 2007. V. 336. P.
1231�1258. 3. Ðàêîâ Ñ.À. Î ïîêàçàòåëå Áàíàõà-Ñàêñà íåêîòîðûõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1982. Ò. 32,
� 5. Ñ. 613�626.

Îá îäíîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷å òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè14

Â.Ï. Îðëîâ
(Âîðîíåæ; orlov_vp@mail.ru)

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ∈ R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω ⊂ C2Q = [0, T ] × Ω ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

vt+
n∑

i=1

vi∂v/∂xi−µ0∆v(t, x)−µ1Div

∫ t

0

exp(λ(s−t)) E(v)(s, z(s; t, x)) ds− (1)

−Div(µ(θ(t, x)) E(v)(t, x))+

∇ θ(t, x) = f(t, x), (t, x)∈Q; div v(t, x)=0, (t, x)∈Q;

θt +
n∑

i=1

vi∂θ/∂xi − µ24 θ − µ2
0

n∑
i,j=1

e2
ij(v)(t, x)− (2)

µ0µ1

n∑
i,j=1

eij(v)(t, x)

∫ t

0

exp(λ(s− t)) eij(v)(s, z(s; t, x)) ds−

µ0µ(θ(t, x))
n∑

i,j=1

e2
ij(v)(t, x) = ϕ(t, x), (t, x)∈Q;

v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω; v(t, x) = 0, (t, x)∈[0, T ]× ∂Ω. (3)
θ(0, x) = θ0(x), x ∈ Ω; θ(t, x) = 0, (t, x)∈[0, T ]× ∂Ω. (4)

Çäåñü v è θ èñêîìûå âåêòîðíàÿ è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèè, E(v) - ìàòðèöà ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè {eij(v)}n

i,j=1, eij(v) = 1
2
(∂vi/∂xj + ∂vj/∂xi), µ0 > 0, µ2 > 0,

µ1, λ ≥ 0, µ(s) ≥ 0- íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè s ≥ 0 ôóíêöèÿ,
z(τ ; t, x) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

z(τ ; t, x) = x +

∫ τ

t

v(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω. (5)

Óñòàíîâëåíû ñèëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ v è θ â ñëó÷àå ðåãóëÿðèçîâàííîé
(θ â (µ(θ(t, x)) è v â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ñãëàæåíû) çàäà÷è.

14Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 07-01-00137.
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Àëãåáðà Ëè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåõàíèêè äâóõôàçíûõ
ñðåä

À.Â.Ïàíîâ
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; gjd.y@ya.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåõàíèêè äâóõôàçíûõ ñðåä [1]




∂ρi

∂t
+

∂ρiui

∂x
= 0, i = 1, 2,

ρ1

(
∂u1

∂t
+ u1

∂u1

∂x

)
+ m1

∂p

∂x
= −ρ2(u1 − u2)

τ
,

ρ2

(
∂u2

∂t
+ u2

∂u2

∂x

)
+ m2

∂p

∂x
=

ρ2(u1 − u2)

τ
,

ãäå p =
a2ρ1

1− ρ2

r

, m1 + m2 = 1, m2 =
ρ2

r
, τ ,r � ïîñòîÿííûå.

Ìåòîäîì Ëè � Îâñÿííèêîâà [2] íàéäåíà òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ãðóïïû
äîïóñêàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ áàçèñîì:

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂x
+

∂

∂u1

+
∂

∂u2

.

Ëèòåðàòóðà. 1. ßíåíêî, Í.Í. Ñâåðõçâóêîâûå äâóõôàçíûå òå÷åíèÿ â
óñëîâèÿõ ñêîðîñòíîé íåðàâíîâåñíîñòè ÷àñòèö / Í.Í. ßíåíêî, Ð.È. Ñîëîóõèí,
À.Í. Ïàïûðèí, Â.Ì. Ôîìèí. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1980. � 160ñ. 2. Îâñÿí-
íèêîâ, Ë.Â. Ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé / Ë.Â. Îâñÿí-
íèêîâ. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 399ñ.

Î ñòðóêòóðå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ
êîíå÷íîìåðíûé îáðàç

À.Â. Ïå÷êóðîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; apechkurov@gmail.com)

Ïóñòü X è Y � êîìïëåêñíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Hom(X,Y ) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
(ãîìîìîðôèçìîâ), îïðåäåëåííûõ íà X ñî çíà÷åíèÿìè â Y , à ÷åðåç End X =
Hom(X,X) � áàíàõîâó àëãåáðó âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ â X.

Îòîáðàæåíèå T : R+ → End X, ãäå R+ = (0, +∞), íàçûâàþò ïîëóãðóïïîé
îïåðàòîðîâ, åñëè

T (t + s) = T (t)T (s), t, s > 0.

Ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ T (t), t > 0, èç End X íàçûâàþò ñèëüíî íåïðåðûâíîé,
åñëè ôóíêöèÿ âèäà ϕx : R+ → X, ãäå ϕx(t) = T (t)x, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ïðè ëþáîì x ∈ X.

Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò î ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à T : R+ → End X � ñèëüíî
íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

dim Im T (t) < ∞, t > 0,

ïðè÷åì dim Im T (t) àïðèîðè ìîæåò çàâèñåòü îò t. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X äî-
ïóñêàåò ðàçëîæåíèå

X = E0 ⊕ E1

â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî T (t), t > 0,
ïîäïðîñòðàíñòâ E0 è E1, íå çàâèñÿùèõ îò t > 0. Ïðè ýòîì ñóæåíèå ïîëóãðóï-
ïû T (t) íà E0 ñîñòîèò èç íóëåâûõ îïåðàòîðîâ, E1 êîíå÷íîìåðíî, à ñóæåíèå
îïåðàòîðîâ T (t) íà ïîäïðîñòðàíñòâî E1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êðåéí Ñ.Ã., ×åðíûøîâ Ê.È. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. � Íîâîñèáèðñê: èí-
ò ìàòåì. ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ. 1979. 2. Õèëëå Ý., Ôèëëèïñ Ð. Ôóíêöèîíàëüíûé àíà-
ëèç è ïîëóãðóïïû. � Ì.: ÈË. 1962. 3. Favini A., Yagi A. Degenerate evolution
equations in Banach spaces. � New York: M. Dekker. 1998.

Àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèíòåãðèðîâàííûõ ïîëóãðóïï
îïåðàòîðîâ15
Ñ.È. Ïèñêàðåâ

(Ìîñêâà, ÌÃÓ; piskarev@gmail.com )

Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàäà÷ó Êîøè
u′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ],
u(0) = u0 ∈ E,

(1)

ñ îïåðàòîðîì A, ïîðîæäàþùèì ïðîèíòåãðèðîâàííóþ ïîëóãðóïïó etA
1 , t ≥ 0.

Ôóíêöèÿ u(·) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), åñëè îíà
ïðèíàäëåæèò C1([0, T ]; E) ∩ C([0, T ]; D(A)) è óäîâëåòâîðÿåò (1). Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ v(t) = etA

1 u0 +
∫ t

0
e
(t−s)A
1 f(s)ds, t ∈ [0, T ]. Åñëè çàäà÷à (1) èìååò

êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, òî v(·) ∈ C1([0, T ]; E) è v′(·) = u(·).
Ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ � ýòî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ

îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ etA
1 , êîòîðîå ñèëüíî íåïðåðûâíî ïî t ∈ [0,∞) è

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

etA
1 = A

∫ t

0

esA
1 ds + tI, t ≥ 0. (2)

Àïïðîêñèìèðóåì (2), íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì: eτA
1 ≈ τAeτA

1 + τI. Òî-
ãäà àïïðîêñèìàöèÿ eτA

1 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå W (τ) =
τ(I − τA)−1. Êðîìå òîãî, ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïîëóãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

esA
1 etA

1 =

∫ s

0

(e
(r+t)A
1 − erA

1 )dr äëÿ ëþáûõ s, t ≥ 0. (3)

15Èññëåäîâàíèÿ ïîääåðæèâàëèñü ãðàíòàìè ÐÔÔÈ ÃÔÅÍ 07-01-92104 è 07-01-00269-à.

117



Ïîëàãàÿ â (3) s = τ, t = kτ, ïîëó÷àåì íàâîäÿùåå ñîîáðàæåíèå

ekτA
1 eτA

1 ≈ τe
(k+1)τA
1 − τeτA

1 ,

êîòîðîå ïðèâîäèò ê àïïðîêñèìàöèè ïî ñõåìå

W ((k + 1)τ) = W (kτ)W (τ)/τ + W (τ), W (τ) = τ(I − τA)−1. (4)

Òàêàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé äëÿ àïïðîêñèìàöèè etA
1 , t ≥

0, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû
äëÿ C0-ïîëóãðóïï (ñì. [1-2]).

Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü ÿâíîé è íåÿâíîé ðàçíîñòíûõ
ñõåì, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü ñõåìû Êðàíêà-Íèêîëñîí ïðè àïïðîêñèìàöèè ýê-
ñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åííûõ ïðîèíòåãðèðîâàííûõ ïîëóãðóïï.

Ëèòåðàòóðà. 1. Guidetti D., Karasozen B. and Piskarev S. Approximation
of abstract di�erential equations// Journal of Mathematical Sciences. � 2004. Vol.
122. N 2. C. 3013�3054. 2. Ïèñêàðåâ Ñ.È. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è èõ àïïðîêñèìàöèÿ. � Ì.: Èçä. ÌÃÓ. 2005. � 287 ñ.

Æåñòêîå ñìåøàííîå óïðàâëåíèå ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìîé óðàíåíèé Áóññèíåñêà

Ì.Â. Ïëåõàíîâà
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; kar@csu.ru)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé â íóëå ñèñòåìû
óðàâíåíèé Áóññèíåñêà

(u,w, ϕ, ψ, η) ∈ U∂, (1)

J(z) =
1

2
‖z−z0‖2

H1(0,T ;L2) +
1

2
‖r−r0‖2

H1(0,T ;L2) +
1

2
‖θ−θ0‖2

H1(0,T ;L2(Ω)) → inf, (2)

∂z(x, t)

∂t
= ν∆z(x, t)− r(x, t)− αθ(x, t)e3 + u(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (3)

∇ · z = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (4)

∂θ(x, t)

∂t
= β∆θ(x, t) + z3(x, t) + w(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (5)

z(x, 0) = ϕ(x), r(x, 0) = ψ(x), θ(x, 0) = η(x), x ∈ Ω, (6)

z(x, t) = θ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (7)

Çäåñü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞, âûïóêëîå
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî U∂ ⊂ U = H1(0, T ;L2 × L2(Ω))×H2

σ ×Hπ × L2(Ω) �
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, α ∈ R, ν, β ∈ R+, z = (z1, z2, z3) � âåêòîð
ñêîðîñòè, r � ãðàäèåíò äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, e3 = (0, 0, 1). Ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è (3) � (7) â ïðîñòðàíñòâå X = H2

σ ×Hπ × L2(Ω) èññëåäîâàíà â [1].
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

H∂(0) = {(u,w, ϕ, ψ, η) ∈ H1(0, T ;L2 × L2(Ω))×H2
σ ×Hπ × L2(Ω) :
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ψ − νΠ∆ϕ + ΠCη = 0};
Zk = {(z, r, θ) ∈ H1(0, T ;X ) : ż − νΣ∆z + ΣCθ ∈ Hk(0, T ;Hσ);

r−νΠ∆z +ΠCθ ∈ Hk(0, T ;Hπ); θ̇−Dz−β∆θ ∈ Hk(0, T ; L2(Ω))}, k = 0, 1.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü U∂ � îãðàíè÷åííîå â ïðîñòðàíñòâå Hk(0, T ;L2×L2(Ω))×
X ìíîæåñòâî, ïðè÷åì U∂ ∩ H∂(0) 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå (ẑ, r̂, θ̂, û, ŵ, ϕ̂, ψ̂, η̂) ∈ Zk × U∂ çàäà÷è (1) � (7).

Ëèòåðàòóðà. 1. Ïëåõàíîâà Ì.Â., Èñëàìîâà À.Ô. Èññëåäîâàíèå ëèíåà-
ðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Áóññèíåñêà ìåòîäàìè òåîðèè âûðîæäåííûõ
ïîëóãðóïï // Âåñòíèê ×åëÿá. ãîñ. óí-òà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìà-
òèêà. � 2009. � âûï. 11. � Ñ.62-70.

Àòîìû êàê ñïåöèàëüíîãî âèäà ðàçáèåíèÿ äâóìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé
Þ.È. Ïîíîìàðåíêî

(Ìèíñê, Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò;
y.i.ponomarenko@gmail.com)

Àòîìîì íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîå êîìïàêòíîå çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðà-
çèå ñî âëîæåííûì â íåãî ãðàôîì ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ãðàô ñâÿçíûé è èìååò âàëåíòíîñòü 4;

• ïðè âûáðàñûâàíèè ãðàôà ìíîãîîáðàçèå ðàñïàäàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ êëåòêè, ãîìåîìîðôíûå äèñêàì;

• íà êëåòêàõ ìîæíî çàäàòü ðàñêðàñêó â äâà öâåòà òàê, ÷òî ëþáîå ðåáðî
áóäåò ãðàíè÷èòü ñ îäíîé ÷åðíîé è îäíîé áåëîé êëåòêîé.

Ïðè ýòîì ðàñêðàñêà êëåòîê ôèêñèðîâàíà.
Â ñòàòüå [1] áûëî îïðåäåíî íàêðûòèå àòîìîâ êàê íàêðûòèå ìíîãîîáðà-

çèé, ñîõðàíÿþùåå ãðàô è ðàñêðàñêó, äîêàçàí ðÿä óòâåðæäåíèé è ïðèâåäå-
íà êëàññèôèêàöèÿ àòîìîâ ÷åðåç íàêðûòèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàçûâàåìûå
îòîáðàæåíèÿìè ïðèìèòèâèçàöèè.

Ðåçóëüòàòû âûøåóêàçàííîãî èññëåäîâàíèÿ ìíîþ ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó-
÷àé íåîðèåíòèðóåìûõ àòîìîâ. Â ìî¼ì äîêëàäå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå óòâåð-
æäåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñîîòíîøåíèÿ àòîìà, ïîäãðóïï â ãðóïïå åãî ñèì-
ìåòðèé è èíäóöèðîâàííûõ èìè íàêðûòèé.

Òàêèì îáðàçîì, óäàëîñü ïîëó÷èòü íåêîòîðûå îáùèå âûâîäû äëÿ îðèåíòè-
ðîâàííûõ è íåîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ëèòåðàòóðà. 1. Å.À. Êóäðÿâöåâà, È.Ì. Íèêîíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî, Ìàê-
ñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòåé è èõ íàêðûòèÿ,
Ìàòåì. ñá., 199:9 (2008) 2. Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå
ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ò. 1. Èæåâñê, Èçä. äîì �Óäìóðòñêèé óíèâåðñèòåò�,
1999.
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Î íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðàõ
ñ âûðîæäåíèåì16

Â.À. Ïîïîâ
(Ìîñêâà, ÐÓÄÍ; volodimir.a@gmail.com )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ïðÿìîóãîëüíèêå
Q = (0, 31

3
) × (0, 1) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ âûðîæ-

äåíèåì âèäà

LRu =

(
− ∂2

∂x2
1

R11 − ∂2

∂x1x2

R12 − ∂2

∂x2x1

R21 − ∂2

∂x2
2

R22

)
= f(x),

ãäå Rij�ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñ íåòðèâèàëüíûì ÿäðîì, äåéñòâóþùèå â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Q) è îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå

Riju = aij [u(x1, x2) + u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)] +

+bij [u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2) + u(x1 + 3, x2) + u(x1 − 3, x2)] ,

u(x) = 0, x /∈ Q

Çäåñü aij, bij�ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ,

ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíû àïðèîðíûå îöåíêè. Ñóùåñòâîâàíèå àïðèîðíûõ îöå-
íîê âëå÷åò çà ñîáîé ñåêòîðèàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ôðèäðèõñîâà ðàñøèðåíèÿ,
ÿâëÿþùåãîñÿ m�ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì. Ïîñòðîåíî ôðèäðèõñîâî ðàñøè-
ðåíèå è èçó÷åíû åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáîáùàþòñÿ
íà çàäà÷è îáùåãî âèäà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé.

Ëèòåðàòóðà. 1. Skubachevskii A. L. Elliptic Functional Di�erential
Equations and Applications// Birkhauser, Basel-Boston-Berlin. 1997. 2.
Skubachevskii A.L. Elliptic di�erential-di�erence equations with degeneration.
� Trudy Moskov. Matem. Obshtsh, English transl. in Trans. of Moscow Math.
Soc. 1997 (59). � p. 240-285. 3. Â. À. Ïîïîâ, À. Ë. Ñêóáà÷åâñêèé Ñåêòîðèàëü-
íûå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñ âûðîæäåíèåì. � ÄÀÍ, 2009,
ò. 428, �4 � ñ. 450 - 453

Ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ äåñêðèïòîðíîé
ñèñòåìû 17

Å.Â. Ðàåöêàÿ
(Âîðîíåæ, ÂÃËÒÀ; raetskaya@inbox.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåñêðèïòîðíàÿ ñèñòåìà:

A
dx

dt
= Bx(t) + Du(t), (1)

16Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 09-01-00586) è àíàëèòè÷åñêîé
âåäîìñòâåííîé öåëåâîé ïðîãðàììû "Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû"(�
2.1.1/5328).

17Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00397)
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ãäå A,B ∈ L(Rs,Rn), D ∈ L(Rk,Rn),t ∈ [0, T ], ñ óñëîâèÿìè:

dxj

dtj
|t=0 = a01,

dxj

dtj
|t=ti = aij, (2)

dxj

dtj
|t=T = aTj,

ãäå i = 1, n , j = 0, r. Ìåòîäîì êàñêàäíîãî ðàñùåïëåíèÿ çà p øàãîâ (p ≤ n)
îò ñèñòåìû (1) ïåðåõîäèì ê ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìå â ïîäïðîñòðàíñòâå:

dxp

dt
= Bpxp(t) + Dpup(t),

à îò óñëîâèé (2) ïåðåéäåì ê óñëîâèÿì:

dxj
p

dtj
|t=0 = ap

01,

dxj
p

dtj
|t=ti = ap

ij,

dxj
p

dtj
|t=T = ap

Tj
,

ãäå i = 1, n , j = 0, r + p. Åñëè ìàòðèöà Dp ÿâëÿåòñÿ cþðúåêòèâíîé è ìàòðè-
öû A,B, D èñõîäíîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì óñëîâèÿì, ñèñòåìà
(1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
óïðàâëåíèÿ è ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1) â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ïî t ñòå-
ïåíè [(p + r + 1)(n + 2)− 1].

Ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ è ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Ëèòåðàòóðà. 1. Çóáîâà Ñ.Ï., Ðàåöêàÿ Å.Â., Ëå Õàé ×óíã. Î ïîëèíîìè-

àëüíûõ ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ// ÀèÒ, � 1,
2008, ñ. 41-47.

Î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîäîáèÿ îïåðàòîðà Äèðàêà
Å.Þ. Ðîìàíîâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; elenrom@list.ru )

Ïóñòü Lp([0, π],C2) ' Lp[0, π] × Lp[0, π] - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èçìå-
ðèìûõ íà [0, π] ñî çíà÷åíèÿìè â C2 è ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ p íîð-
ìû ôóíêöèé. ×åðåç W 1

p ([0, π],C2), p ≥ 1 îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
{y ∈ Lp([0, π],C2), p ≥ 1 : y àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è y

′ ∈ Lp([0, π],C2)}
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Äèðàêà L : D(L) ⊂ Lp([0, π],C2) →

Lp([0, π],C2)

Ly = i

(
1 0
0 −1

)
dy

dt
− vy, y ∈ D(L),
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v =

(
0 P (t)

Q(t) 0

)
, t ∈ Lp[0, π], P,Q ∈ Lp[0, π]

D(L) = {y ∈ W 1
p ([0, π],C2) : y(0) = y(π) ∈ C2}

Åñëè v = 0 (íóëåâîé ïîòåíöèàë), òî L0. Îïåðàòîð L ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì L = L0 −B , ãäå B - îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë
v. Ñïåêòðîì îïåðàòîðà L0 ÿâëÿåòñÿ σ(L0) = 2Z , λn = 2n ∈ 2Z, n ∈ Z ,à
ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî E0

n = Span{e1
n, e

2
n}, ãäå e1

n =

(
e−iλnt

0

)
, e2

n =
(

0
eiλnt

)
, t ∈ [0, π]

Ñèìâîëîì Pn îáîçíà÷èì ïðîåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λn = 2n ∈ 2Z, n ∈ Z, îïåðàòîðà L0:Pnx = 〈x, e1

n〉e1
n + 〈x, e2

n〉e2
n, n ∈ Z, ãäå

〈x, ei
n〉ei

n =
π∫
0

(x(t), ei
n(t))dt, i = 1, 2, t ∈ [0, π]

Îïåðàòîðû JB è ΓB èìååþò âèä :

((JB)x)(s) =
1

2π

2π∫

0

(
0 P ( s+τ

2
)

Q( s+τ
2

) 0

)(
x1(τ)
x2(τ)

)
dτ,

((ΓB)x)(s) =
1

2π

2π∫

0

(
0 f( s−τ

2
)P ( s+τ

2
)

f( τ−s
2

)Q( s+τ
2

) 0

)(
x1(τ)
x2(τ)

)
dτ,

ãäå x = (x1, x2) ∈ Lp([0, π],C2), p ≥ 1, s ∈ [0, π], f(t) = i(t − π
2
), t ∈ [0, π], f ∈

Lp([0, π],R)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð BΓB ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ñ ÿäðîì K̃

K̃ =

(
f( τ−s

2
)P (s)Q( s+τ

2
) 0

0 f( s−τ
2

)Q(s)P ( s+τ
2

)

)

Òåîðåìà. Åñëè ÷èñëî k ∈ Z0 òàêîâî, ÷òî ‖ΓkB‖2 < 1, (ò.å. îïåðàòîð
I + ΓkB îáðàòèì), òî îïåðàòîð L = L0 − B, B - îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà v,
ïîäîáåí îïåðàòîðó L̃ = L0 − B̃, ãäå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð B̃ = JkB + (I +
ΓkB)−1(BΓkB − (ΓkB)JkB), JkB = JB − J(P(k)BP(k)) + P(k)BP(k) = JB −
P(k)JBP(k) + P(k)BP(k), ΓkB = ΓB − Γ(P(k)BP(k)) = ΓB − P(k)ΓBP(k),P(k) =∑
|m|≤k

Pm.

Ëèòåðàòóðà. 1. Äæàêîâ Ï, Ìèòÿãèí Á.Ñ. Çîíû íåóñòîé÷èâîñòè îäíî-
ìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà è Äèðàêà//Óñïåõè ìàòåìà-
òè÷åñêèõ íàóê. 2006. Ò.61. � �4. � ñ. 77-182.
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Îá îäíîé íîâîé îöåíêå ôóíêöèè Ãðèíà
Ì.Þ. Ðîìàíîâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; masynyrom@yandex.ru )

Ïóñòü H - êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, EndH - áàíàõîâà àë-
ãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H.

Ïóñòü A : D(A) ⊂ H → H - ãåíåðàòîð ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû
îïåðàòîðîâ T : R+ →EndH è ïîëóãðóïïà T ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, ò.å.
ñïåêòð σ(T (1)) îïåðàòîðà T (1) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ T.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(·, A) ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A.
Óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè ïîëóãðóïïû T ãàðàíòèðóåò, ÷òî σ(A)

⋂
(iR) = ∅

è âåëè÷èíà γ(A) = sup
λ∈R

‖R(iλ, A)‖ êîíå÷íà.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà A∗W + WA = −I, ðåøåíèåì êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð W ∈ EndH. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν(A) âåëè÷èíó ν(A) =
‖W‖ = sup

‖x‖≤1

∫
R
‖R(iξ, A)x‖2dξ.

Äëÿ äâóõ ââåä¼ííûõ êîíñòàíò, âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî γ(A) ≤
2ν(A).

Ôóíêöèÿ Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ðåçîëüâåíòû,
ò.å.G(t)x = 1

2π

∫
R

R(iλ, A)xeiλtdλ.
Èñïîëüçóÿ äàííîå ñâîéñòâî, ïîëó÷àåì îöåíêó ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ âñåõ

|t| ≥ 1

‖G(t)‖ ≤ ν(A)

2π
· e− 1

γ(A) · γ(A) + 1

γ(A)
.

Äëÿ âñåõ |t| < 1 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖G(t)‖ ≤ 1√
2π

(ν(A)β(A))1/4,

ãäå âåëè÷èíà β(A) = sup
‖x‖≤1

∫
R
‖ξR(iξ, A)x‖2dξ ñ÷èòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè â îòëè÷èå îò ðàáîòû [3], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëîñü
êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî H, íå èñïîëüçóþò óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà
A.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Îöåíêè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 2003
� Ò.39,�3 � Ñ.413-415. 2. Äàëåöêèé Þ.Ë., Êðåéí Ì.Ã. Óñòîé÷èâîñòü ðåøå-
íèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. � Ì.: Íàóêà.
1970. � 536 ñ. 3. Ãîäóíîâ Ñ.Ê. Ñîâðåìåííûå àñïåêòû ëèíåéíîé àëãåáðû. �
Íîâîñèáèðñê: Íàó÷. êí. 1997. � 388 ñ.
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Îá îäíîì ñâîéñòâå ãèïåðïëîñêîñòåé êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ

Â.Ñ. Ðóáëåâ, Í.Ï. Ôåäîòîâà
(ßðîñëàâëü; natatulik@yandex.ru)

Äëÿ ãèïåðïëîñêîñòè
∑n

i=1 xi = 0 n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èçâåñòíî [1] ñëå-
äóþùåå ñâîéñòâî:
äëÿ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà â ýòîé ïëîñêîñòè âèäà

ai ≤ xi ≤ bi (i = 1, . . . , n)
ñóùåñòâóåò òî÷êà, íîðìà êîòîðîé ìèíèìàëüíà äëÿ ìíîãîãðàííèêà â ëþáîì
ñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ äèñêðåò-
íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèåì [2].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî U âûïîëíåíî äëÿ ãèïåðïëîñêîñòè (èëè ìíî-
ãîãðàííèêà â ãèïåðïëîñêîñòè), åñëè òî÷êà ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè (èëè ìíî-
ãîãðàííèêà â ãèïåðïëîñêîñòè), â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì åâêëèäîâîé
íîðìû, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ëþáîé äðóãîé ñèììåòðè÷åñêîé íîðìû.
Ãèïåðïëîñêîñòü ïðîñòðàíñòâà Rn áóäåì íàçûâàòü óíèýêñòðåìàëüíîé, åñëè
ëþáîé ìíîãîãðàííèêà âèä ai ≤ xi ≤ bi (i = 1, . . . , n) â ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè
îáëàäàåò ñâîéñòâîì U . Èññëåäóåòñÿ:

1) çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïðîñòðàíñòâà Rn, îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâîì U ;

2) çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ óíèýêñòðåìàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïðîñòðàí-
ñòâà Rn;

3) âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êëàññà óíèýêñòðåìàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé
çà ñ÷åò íàëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ñèììåòðè÷åñêóþ íîðìó.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü n-ìåðíîãî (n>2) ïðîñòðàíñòâà, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ U , èìååò âèä (1) ëèáî (2):

(1)
∑n

i=1 xi = const,

(2)
∑n

i=1 αixi = const (αi ∈ {−1, 0, 1}, ∑n
i=1 αi = 0).

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ óíèýêñòðåìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü n-ìåðíîãî (n>2)
ïðîñòðàíñòâà èìååò âèä:

∑n
i=1 xi = const.

Òåîðåìà 3. Ëþáàÿ óíèýêñòðåìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü n-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñî ñïåöèàëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé íîðìîé (||(|x1|, . . . , |xn|)|| =
||( xξ1 , . . . , xξn )|| äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ξ) èìååò âèä:∑n

i=1 αixi = const (αi ∈ {−1, 0, 1}, i = 1, . . . , n).
Îãðàíè÷åíèå íå ñèëüíî ñóæàåò êëàññ èññëåäóåìûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, âñå

íîðìû Lp ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè íîðìàìè.
Ëèòåðàòóðà. 1. Ðóáëåâ Â.Ñ., ×àïëûãèíà Í.Á. Î íåêîòîðîé õàðàêòåð-

íîé òî÷êå îäíîãî êëàññà ìíîãîãðàííèêîâ â ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
// ÄÀÍ, 2006, ò. 407, � 2, 176-178. 2. Êîðøóíîâà Í.Ì., Ðóáëåâ Â.Ñ. Çàäà÷à
öåëî÷èñëåííîãî ñáàëàíñèðîâàíèÿ ìàòðèöû // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòå-
ìàòèêè è èíôîðìàòèêè - Âûï 3. - ßðîñëàâëü ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, 2000.
Ñ.145-150.
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Î ðàçðåøèìîñòè âûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ

Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî
Þ.Á. Ñàâ÷åíêî, Ñ.À. Òêà÷åâà

(ÂÃÓ, Âîðîíåæ)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂u

∂t
−∆x′u− α (xn)

∂

∂xn

(
α (xn)

∂u

∂xn

)
= f (x′, xn, t) (1)

u|t=+0 = u0 (x′, xn) , (2)

ãäå x′ ∈ En−1, xn ∈ E1, 0 < t < ∞, ∆x′u = ∂2u
∂x2

1
+ . . . + ∂2u

∂x2
n−1

, α (xn) -
âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî W

2l+2− 2
p

α,p (l = 0, 1, 2, ..., 1 < p < ∞) êàê
ìíîæåñòâî ôóíêöèé u0(xn) òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû γj =

lim
x→0

(
α(xn) ∂

∂x

)j
u0(xn), j = 0, ..., r è êîíå÷íà íîðìà ‖u0‖

W
2l+2− 2

p
α,p

=
∑r

j=0 |γj| +
〈u0〉2l

α , ãäå r= 2l − 1 ïðè 1 < p ≤ 3
2
; r =2l ïðè 3

2
< p ≤ 3; r =2l+1 ïðè

3 < p < ∞, íîðìà 〈u0〉2l
α îïðåäåëåíà â ðàáîòå [1].

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå W 2m,m
α,p ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

|‖f‖|W 2m,m
α,p

=





∑

|k′|+kn+2k0≤2m




∥∥∥∥∥
(

∂

∂x′

)k′ (
α (xn)

∂

∂xn

)kn
(

∂

∂t

)k0

f (x′, xn, t)

∥∥∥∥∥
p,α

dx




p


1
p

Òåîðåìà. Ïóñòü 1 < p < ∞, m = 0, 1, 2, ..., ôóíêöèÿ f(x′, xn, t) ∈
W 2m,m

α,p (E+
n+1), u0 (x′, xn) ∈ W

2l+2− 2
p

α,p (En), ïðè l = 0, ..., m. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x′, x, t) çàäà÷è (1)-(2), äëÿ êîòîðîãî ∂u

∂t
∈ W 2m,m

α,p ,(
α(xn) ∂u

∂xn

)2

u ∈ W 2m,m
α,p , ∂2u

∂xi∂xj
∈ W 2m,m

α,p (i, j = 1, ..., n− 1), ïðè÷åì ñïðàâåäëè-
âà îöåíêà

∣∣∣∣
∥∥∥∥
∂u

∂t

∥∥∥∥
∣∣∣∣
W 2m,m

α,p

+

∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
(

α (xn)
∂

∂xn

)2

u

∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣
W 2m,m

α,p

+
n−1∑
i,j=1

∣∣∣∣
∥∥∥∥

∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
∣∣∣∣
W 2m,m

α,p

≤

≤ c |‖f‖|W 2m,m
α,p

+
m∑

l=0

∥∥u0
∥∥

W
2l+2− 2

p
α,p

Ëèòåðàòóðà. 1. Ãëóøêî Â.Ï.Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ âûðîæäå-
íèåì // Â.Ï. Ãëóøêî, Ñ.À. Òêà÷åâà. � Ìàò. çàìåòêè, 1995. � Ò 58, �2. � Ñ.
189-203.
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Íåðàâåíñòâî Ãîðäèíãà äëÿ âåñîâûõ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íîâîãî êëàññà

Ï.Â. Ñàä÷èêîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ðàññìîòðèì âåñîâîé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì

K(σ)(t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[λ(t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]].

Çäåñü α(t), t ∈ R1
+ - ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé α(+0) = α′(+0) = 0, α(t) > 0

ïðè t > 0, α(t) = const äëÿ t ≥ d ïðè íåêîòîðîì d > 0. Èíòåãðàëüíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Fα[u(t)](η) =

∫ +∞
0

u(t) exp(iη
∫ d

t
dρ

α(ρ)
) dt√

α(t)
, îïðåäåëåíî ïåðâîíà-

÷àëüíî, íàïðèìåð, íà ôóíêöèÿõ u(t) ∈ C∞
0 (R1

+). Ïðåîáðàçîâàíèå Fα ñâÿçàíî
ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)],
ãäå uα(τ) =

√
α(t) u(t)|t=ϕ−1(τ), t = ϕ−1(τ) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè

τ = ϕ(t) =
∫ d

t
dρ

α(ρ)
.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Fα ñïðàâåäëèâ àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√

2π ‖u‖L2(R1
+) ,

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàñøèðèòü ïðåîáðàçîâàíèå Fα äî íåïðåðûâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãî ãîìåîìîðôèçì L2(R

1) è L2(R
1
+). Äëÿ ðàñ-

øèðåííîãî òàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Fα ñîõðàíèì ñòàðîå îáîçíà÷å-
íèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F−1

α îáðàòíîå ê Fα ïðåîáðàçîâàíèå, îòîáðàæàþùåå
L2(R

1) íà L2(R
1
+). Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå F−1

α [w(η)] =
1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η) ]|τ=ϕ(t).

(Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë λ(t, ξ, η) âåñîâîãî ïñåâäî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà K(σ)(t,Dx, Dα,t) ïðèíàäëåæèò êëàññó ñèìâî-
ëîâ Sσ

α,δ(Ω), ãäå Ω ⊂ R̄1
+, σ ∈ R1, 0 < δ < 1, åñëè ôóíêöèÿ λ(t, ξ, η) ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ïî ïåðåìåííîé t ∈ Ω è ïî ïåðå-
ìåííîé η ∈ R1. Ïðè÷åì, ïðè âñåõ j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ... ñïðàâåäëèâû
îöåíêè |(α(t)∂t)

j∂l
ηλ(t, ξ, η)| ≤ cjl(1 + |ξ|+ |η|)σ−l+δj ñ êîíñòàíòàìè Ajl > 0, íå

çàâèñÿùèìè îò ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ Ω.
Òåîðåìà. Ïóñòü P (t,Dx, Dα,t) � âåñîâîé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð ñ ñèìâîëîì p(t, ξ, η) ∈ Sm
α,δ(Ω), Ω ⊂ R̄1

+, m ∈ R1, δ ∈ (0, 1). Ïóñòü
Re p(t, ξ, η) ≥ c(1 + |ξ| + |η|)m äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ K ⊂ Ω,
ãäå K � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî s ∈ R1 è
u(t) ∈ C∞

0 (K) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Re(P (t,Dx, Dα,t)u(x, t), u(x, t)) ≥ c0 ‖u‖2
m
2

,α − c1 ‖u‖2
s,α

ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè c0 > 0 è c1 > 0.
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Ìóëüòèñòàáèëüíîñòü â ìîäåëè îäíîêîíòóðíîãî
RCL-ãåíåðàòîðà ñ çàïàçäûâàíèåì â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè

Ä.Â. Ñàíäóëÿê
(ßðîñëàâëü,ßðÃÓ èì. Ï.Ã.Äåìèäîâà; danzova@hotmail.ru )

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâà-
íèè ðàáîòû îäíîêîíòóðíîãî RCL-ãåíåðàòîðà ñ çàïàçäûâàíèåì â öåïè îáðàò-
íîé ñâÿçè:

ẍ + aẋ + x = F
(
kx(t− θ)

)
. (1)

Ôóíêöèÿ F (x) ∈ C∞(R) è äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå F (x) = −x + cx3 + ...,
ãäå c, a, k, θ− ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, è a ∈ (0,

√
2). Â êà÷åñòâå ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (1) âîçüìåì C[−θ, 0]×R è ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè åãî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, áèôóðöèðóþùèõ èç
íóëÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà θ.

Ëèíåéíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè k > k0, ãäå k0 = a
√

1− (a/2)2, îá-
ëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïî ïàðàìåòðó θ èìååò
âèä θ ∈ ⋃∞

n=0(θ
+
n , θ−n ). Â ñâÿçè ñ ýòèì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå

ðåøåíèÿ xn(t, θ), ðîæäàþùååñÿ èç íóëÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ = θ+
n è

óìèðàþùåå â íóëå ïðè θ−n , ãäå n = 0, 1, 2, ...
Ïðèìåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè èíòåðâàëà (θ+

0 , θ−0 ),
÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì a äàåò k = k0 + ε, 0 < ε ¿ 1. Â ðàìêàõ äàííîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ óìåñòíî ïîëîæèòü θ = θ0+δ

√
ε, ãäå ïàðàìåòð δ, ïîðÿäêà åäè-

íèöû, èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå (−∆+(ε), ∆−(ε)), ÷òî îòâå÷àåò çà èçìåíåíèå θ
íà èíòåðâàëå (θ+

0 , θ−0 ).
Ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ∃ ε0 ∀ ε ∈ (0, ε0)

∀δ ∈ (−∆+(ε), ∆−(ε)) óðàâíåíèå (1) îáëàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíî îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâûì öèêëîì x =

√
ε x0(τ, ε, δ), dτ/dt = ω0(ε, δ),

x0(τ, ε, δ)
∣∣
δ=∓∆±(ε)

≡ 0; ω0(ε,∓∆±(ε)) = ω±(ε), x0(τ, ε, δ) ≡ x0(τ + 2π, ε, δ),

ãäå ôóíêöèÿ x0(τ, ε, δ) è ÷àñòîòà ω0(ε, δ) ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì
ñòåïåíÿì √

ε, ñõîäÿùèåñÿ ðàâíîìåðíî ïî δ èç ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî îò-
ðåçêà [δ1, δ2] ⊂ (−∆∗, ∆∗).

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ïîäîáèÿ, îïèñàííîãî â [1], ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî íà
êàæäîì èíòåðâàëå (θ+

n , θ−n ) ðîæäàåòñÿ íåóñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
xn(t), êîòîðîå ïðèîáðåòàåò óñòîé÷èâîñòü íà èíòåðâàëå (θ∗n, θ

∗∗
n ) ⊂ (θ+

n , θ−n ).
Êðîìå òîãî, â ñèëó ñòðóêòóðû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ óðàâííèÿ (1), ñ ðîñòîì n èíòåðâàëû (θ∗n, θ

∗∗
n ) íà÷èíàþò ïåðåñå-

êàòüñÿ âî âñå áîëüøåì ÷èñëå, à çíà÷èò, è êîëè÷åñòâî ñîñóùåñòâóþùèõ óñòîé-
÷èâûõ öèêëîâ xn(t) ïðè θ → ∞ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Òî åñòü â ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷å ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Äàííûé
âèä ìóëüòèñòàáèëüíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü áóôåðíîñòüþ.

Ëèòåðàòóðà 1. Ìèùåíêî Å.Ô., Ñàäîâíè÷èé Â.À., Êîëåñîâ À.Þ., Ðîçîâ
Í.Õ. Àâòîâîëíîâûå ïðîöåññû â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ ñ äèôôóçèåé. Ì.: ÔÈÇ-
ÌÀÒËÈÒ, 2005.
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Î ìåòîäå êâàçèèíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé
Ò.Þ. Ñàïðîíîâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ, tsapr@mail.ru)

Äîêëàä ÿâëÿåòñÿ îáçîðîì ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà êâàçèèíâàðè-
àíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé (ÊÈ�ïîäìíîãîîáðàçèé), ðàíåå ðàçðàáîòàííîãî àâ-
òîðîì ïðè èçó÷åíèè ãëàäêèõ ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ â ñèòóàöèè ðàç-
ðóøåíèÿ íåïðåðûâíîé ñèììåòðèè [1], [2]. Êîìïàêòíûå ìîðñîâñêèå êðèòè÷å-
ñêèå îðáèòû ïðåâðàùàþòñÿ (â ðåçóëüòàòå âîçìóùåíèÿ, ðàçðóøàþùåãî íåïðå-
ðûíóþ ñèììåòðèþ) â ÊÈ�ïîäìíîãîîáðàçèÿ, äèôôåîìîðôíûå èñõîäíûì îð-
áèòàì. Èçó÷åíèå ýêñòðåìàëåé è ìíîãîîáðàçèé óðîâíåé ôóíêöèîíàëà â òàêîé
ñèòóàöèè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, ïåðåéäÿ ê ñóæåíèþ ôóíöèîíàëà íà êâàçèèí-
âàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ñóæåíèÿ îñòàþòñÿ êðèòè-
÷åñêèìè è äëÿ ôóíêöèîíàëà â öåëîì. Åñëè ñóæåíèå íà ÊÈ�ïîäìíîãîîáðàçèå
ðåãóëÿðíî è ýëëèïòè÷åñêîå (èíäåêñà íóëü), òî ïåðåõîä ê ñóæåíèþ íå èçìåíèò
ñâîéñòâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê: ñîõðàíÿòñÿ èíäåêñû Ìîðñà, êðàòíîñòè, ñòðóêòó-
ðà ëîêàëüíûõ êîëåö îñîáåííîñòè è ò.ä., òî åñòü èìååòñÿ ïðÿìàÿ ñâÿçü ìåæäó
òîïîëîãè÷åñêèìè ñòðîåíèÿìè ìíîãîîáðàçèé óðîâíåé èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà
è åãî ýëëèïòè÷åñêîãî ñóæåíèÿ.

ÊÈ�ïîäìíîãîîáðàçèå ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷àõ î ôîðìàõ óïðóãèõ ïðîãèáîâ
ñòåðæíåé è îáîëî÷åê, î ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ â êðèñòàëëàõ, î öèêëîãåíåçå â
äèíàìè÷åñêèõ è ñèñòåìàõ è ò.ä [2]� [4].

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñàïðîíîâà Ò.Þ. Î ðàçðóøåíèè êîìïàêòíûõ êðèòè÷å-
ñêèõ îðáèò èíâàðèàíòíûõ ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ ïðè íåñèììåòðè÷-
íûõ âîçìóùåíèÿõ// Òðóäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Íîâàÿ ñåðèÿ. � Âî-
ðîíåæ, ÂÃÓ. 1997. N2. � Ñ.54-58. 2. Ñàïðîíîâà Ò.Þ. Î ìåòîäå êâàçèèí-
âàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â òåîðèè ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ// Â
êí.: Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà. � Âîðîíåæ, ÂÃÓ. 2000. �
Ñ.107-124. 3. Äàðèíñêèé Á.Ì., Ñàïðîíîâ Þ.È., Öàðåâ Ñ.Ë. Áèôóðêàöèè ýêñ-
òðåìàëåé ôðåäãîëüìîâûõ ôóíêöèîíàëîâ// Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóí-
äàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Òîì 12 (2004). Ì., 2004. Ñ.3�140. 4. Äîëæåíêîâ
À.À., Ñàïðîíîâ Þ.È., Ñàïðîíîâà Ò.Þ. Íåëîêàëüíûé áèôóðêàöèîííûé àíà-
ëèç íåêîòîðûõ êîíôèãóðàöèé êèðõãîôîâà ñòåðæíÿ// Ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè è îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ. Òîì 6. Âîðîíåæ: ÂÃÓ, èçä-âî "Ñîçâåçäèå",
2009. - Ñ.27-41.

Îñîáåííîñòè ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ âûðîæäåííûõ
óðàâíåíèé ðåàêöèè - äèôôóçèè íà ãåîìåòðè÷åñêîì

ãðàôå
Ã.À. Ñâèðèäþê, È.À. Ïëþõèíà

(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; Polovinochka_88@mail.ru)

Ïóñòü G = G(V; E) � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ãäå
V = {Vi} � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej} � ìíîæåñòâî ðåáåð, ïðè÷åì êàæäî-
ìó ðåáðó Ej ñîïîñòàâëåíû ÷èñëà lj, dj ∈ R+, êîòîðûå óäîáíî òðàêòîâàòü êàê
äëèíó è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðåáðà ñîîòâåòñòâåííî. (Òàêèå ãðàôû
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ïðèíÿòî íàçûâàòü ãåîìåòðè÷åñêèìè [1]). Ïóñòü íà ãðàôå G çàäàíà âûðîæ-
äåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåàêöèè - äèôôóçèè

ujt = αujxx + fj(uj, vj), 0 = βvjxx + gj(uj, vj), (1)

ãäå x ∈ (0, lj), t ∈ R+. Ñèñòåìà (1) ìîäåëèðóåò ïðîöåññû ðåàêöèè è
äèôôóçèè â òðóá÷àòîì ðåàêòîðå äâóõ âåùåñòâ ñ êîíöåíòðàöèÿìè u =
(u1, . . . , uj, . . .), uj = uj(x, t), è v = (v1, . . . , vj, . . .), vj = vj(x, t), ñîîòâåòñòâåí-
íî ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îäíîé êîíöåíòðàöèè (u = u(x, t))
ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äðóãîé (v = v(x, t)). (Ïîäðîá-
íîñòè ñì. â [2]). Â âåðøèíàõ E ãðàôà G çàäàíû óñëîâèÿ ½íåïðåðûâíîñòè“

wj(0, t) = wk(0, t) = wm(lm, t) = wn(ln, t),
Ej, Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi)

(2)

è ½áàëàíñà ïîòîêà“
∑

Ej∈Eα(Vi)

djwjx(0, t)−
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkwkx(lk, t) = 0, (3)

ãäå ñíà÷àëà wj = uj, à ïîòîì wj = vj âî âñåõ óðàâíåíèÿõ îäíîâðåìåííî.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãðàôàõ íà÷àëè èçó÷àòüñÿ âî âòîðîé ïî-

ëîâèíå ïðîøëîãî âåêà (ñì. ïðåêðàñíûé îáçîð â [1] è áèáëèîãðàôèþ òàì æå).
Âïåðâûå âûðîæäåííûå óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà) íà ãðàôàõ
ïîÿâèëèñü â [3]. Çàòåì ïîÿâèëèñü ðàáîòû [4] � [6], â êîòîðûõ îïèñàíû ôàçîâûå
ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèé íà ãðàôàõ, âîçíèêøèå â ïðèëîæåíèÿõ. Îñîáåííîñòè
ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà÷àëè èçó÷àòüñÿ â [2], à çàòåì ïðîäîëæåíû â [7],[8].
Ñèñòåìà (1) íà ãðàôå G ïðè óñëîâèÿõ (2), (3) ðàññìàòðèâàåòñÿ âïåðâûå. Â
äîêëàäå áóäåò äàíî îïèñàíèå ñáîðîê Óèòíè â ìîäåëÿõ Ïðèãîæèíà � Ëåôåâðà
è Áîíãîôôåðà � Âàí äåð Ïîëÿ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðà-
ôàõ / Þ.Â. Ïîêîðíûé, Î.Ì. Ïåíêèí, Â.Ë. Ïðÿäèåâ, À.Â. Áîðîâñêèõ, Ê.Ï.
Ëàçàðåâ, Ñ.À. Øàáðîâ // Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ. 2004. 2. Áîêàðåâà Ò.À. Ñáîðêè
Óèòíè ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåêîòîðûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Ñî-
áîëåâà / Ò.À. Áîêàðåâà, Ã.À. Ñâèðèäþê // Ìàòåì. çàìåòêè. 1994. Ò.5, �3. Ñ.
3 - 10. 3. Ñâèðèäþê Ã.À. Óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà íà ãðàôàõ /Ã.À. Ñâè-
ðèäþê// Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Íîâîñèáèðñê:
ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, 2002.- Ñ. 221 - 225. 4. Ñâèðèäþê Ã.À. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
óðàâíåíèé Êîðïóñîâà � Ïëåòíåðà � Ñâåøíèêîâà íà ãðàôå / Ã.À. Ñâèðèäþê,
Â.Â. Øåìåòîâà // Âû÷èñëèò. òåõíîëîãèè. 2005. Ò.10. �6. Ñ.82 - 90. 5. Ñâè-
ðèäþê Ã.À. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî îäíîé íåêëàññè÷åñêîé ìîäåëè / Ã.À. Ñâè-
ðèäþê, Â.Â. Øåìåòîâà // Èçâ. ÂÓÇ. Ìàòåìàòèêà. 2005. �11. Ñ.47 - 52. 6.
Ñâèðèäþê Ã.À. Óðàâíåíèÿ Õîôôà íà ãðàôàõ / Ã.À. Ñâèðèäþê, Â.Â. Øåìåòî-
âà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2006. Ò.24. �1. Ñ.126 - 131. 7. Ñâèðèäþê Ã.À.
Ñáîðêè Óèòíè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèÿ Õîôôà / Ã.À. Ñâèðèäþê,
È.Ê. Òðèíååâà // Èçâ. ÂÓÇ. Ìàòåìàòèêà. 2005. �10. Ñ.54 - 59. 8. Ñâèðèäþê
Ã.À. Î ñêëàäêå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîãî íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ /
Ã.À. Ñâèðèäþê, À.Ô.Êàðàìîâà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2005. �10. Ñ.1476
- 1481.
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Îðòîãîíàëüíûå ôèíèòíûå ôóíêöèè Ëåîíòüåâà.
Ñðàâíåíèå ñî âñïëåñêàìè Äîáåøè è àòîìàðíûìè

ôóíêöèÿìè Ðâà÷åâà
Ã.Þ. Ñåâåðèí

(Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò; akg.77@mail.ru)

Â îáçîðíîì äîêëàäå ñðàâíèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÎÎÔ Ëåîíòüåâà, up-
ôóíêöèé è âñïëåñêîâ Äîáåøè.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ëåîíòüåâ Â.Ë. Îðòîãîíàëüíûå ôèíèòíûå ôóíêöèè è
÷èñëåííûå ìåòîäû. Óëüÿíîâñê: ÓëÃÓ, 2003. 178 c. 2. Äîáåøè È. Äåñÿòü ëåê-
öèé ïî âåéâëåòàì. Ïåð. ñ àíãë. Èæåâñê: ÍÈÖ "Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ
äèíàìèêà", 2001, 464 c. 3. Ðâà÷åâ Â.À. Íåêëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé â êðàåâûõ çàäà÷àõ/ Â.Ë. Ðâà÷åâ.-Êèåâ: Íàóê. äóìêà 1979.- 196 ñ.

Î ôðåéìàõ ïîðîæäåííûõ ìóëüòèâñïëåñêàìè
Ï.Ã. Ñåâåðîâ

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; severovpg@gmail.com)

Ïóñòü ψ � ìóëüòèâñïëåñê [1]. Äèñêðåòèçèðóåì ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð s è
ïàðàìåòð ñäâèãà ξ íåïðåðûâíîãî ìóëüòèâñïëåñêîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáî-
çíà÷èì ξj, k = k

2j ξ0, ãäå j, k ∈ Z, à ξ0 > 0 � ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà, êîòîðóþ
íàçîâåì òåìïîì èçìåðåíèé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ψξ0
i, j, k = ψ

sj

i, ξj, k
:= 2j/2ψi(2

jt− kξ0).

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(R) òàêæå îáîçíà÷èì:

Wif(ξj, k, sj) := 〈f, ψξ0
i, j, k〉, (1)

ãäå j, k ∈ Z, i = 0, . . . , r − 1.

Îïðåäåëåíèå 1 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ ∈ L2(R)r ïîðîæ-
äàåò ôðåéì {ψξ0

i, j, k} â L2(R) ñ òåìïîì èçìåðåíèé ξ0 > 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

A‖f‖2 ≤
∑

j, k∈Z

r−1∑
i=0

|〈f, ψξ0
i, j, k〉|2 ≤ B‖f‖2, (2)

ãäå êîíñòàíòû A è B òàêèå, ÷òî 0 < A ≤ B < ∞, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
ãðàíèöàìè ôðåéìà. Åñëè A = B, òî ôðåéì íàçîâåì æåñòêèì ôðåéìîì.
Îïðåäåëåíèå ôðåéìà ìîæíî íàéòè â [2].
Òåîðåìà 1 Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ ïîðîæäàåò ôðåéì, òî ëþáóþ ôóíêöèþ
f ∈ L2(R) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî çíà÷åíèÿì Wif(ξj, k, sj), ãäå i = 0, . . . , r−
1, j, k ∈ Z.

Ëèòåðàòóðà. 1. Keinert F. Wavelet and Multiwavelet / F. Keinert. Chap-
man & Hall/CRC, 2004. 2. Ê. ×óè. Ââåäåíèå â âýéâëåòû. � Ì.: Ìèð, 2001.
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Íà÷àëüíî-êîíå÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
Õîôôà íà ãðàôå

Í.Ï. Ñåìåíîâà
(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; npsemenova@rambler.ru)

Ïóñòü U è F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; îïåðàòîðû L ∈ L(U; F), M ∈
Cl(U; F), ïðè÷åì îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí [1].Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íå-
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

Lu̇ = Mu + f, ker L 6= {0}. (1)

Ïóñòü îòíîñèòåëüíûé ñïåêòð σL(M) = σL
in(M) ∪ σL

ex(M), ïðè÷åì σL
in(M) ñî-

äåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ C ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω è
∂Ω ∩ σL(M) = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðîåêòîðû

Pin =
1

2πi

∫

γ

RL
µ(M)dµ ∈ L(U), Qin =

1

2πi

∫

γ

RL
µ(M)dµ ∈ L(F),

ãäå êîíòóð γ = ∂Ω, òàêîé, ÷òî îïåðàòîðû L ∈ L(ker Pin; ker Qin) ∩
L(imPin; imQin), M ∈ Cl(ker Pin; ker Qin) ∩ Cl(imPin; imQin).

Ðàññìîòðèì ïðîåêòîð Pex = P − Pin ∈ L(U), âîçüìåì T ∈ R+, u0, uT ∈ U

è ïîñòàâèì íà÷àëüíî-êîíå÷íóþ çàäà÷ó [2]

Pex(u(0)− u0) = 0, Pin(u(T )− uT ) = 0. (2)

Ïóñòü òåïåðü G = G(V; E), ãäå V = {Vi} � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ei} �
ìíîæåñòâî ðåáåð, � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïðè÷åì êàæ-
äîå åãî ðåáðî Ei èìååò äëèíó li ∈ R+ è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ dj ∈ R+.
Íà ãðàôå G ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå Õîôôà

λujt + ujtxx = αuj + fj, (3)

êîòîðîå ìîäåëèðóåò äèíàìèêó âûïó÷èâàíèÿ êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áà-
ëîê.
Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t), (4)
ãäå Ej, Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi)(E

α(ω)(Vi) � ìíîæåñòâî ðåáåð ñ íà÷àëîì
(êîíöîì) â âåðøèíå Vi), à òàêæå

∑

Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t)−
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkukx(lk, t) = 0. (5)

×òîáû ðåäóöèðîâàòü çàäà÷ó (3) - (5) ê çàäà÷å (1) - (2) âåäåì â ðàññìîòðå-
íèå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà F = {g = (g1, g2, ..., gj, ...) : gj ∈ L2(0, lj)}, U =
{u = (u1, u2, ..., uj, ...) : uj ∈ W 2

2 (0, lj) è âûïîëíÿþòñÿ (4), (5)} Ôîðìóëîé
A : u → (u1xx, u2xx, ..., ujxx, ...), çàäàäèì îïåðàòîð A ∈ L(U; F). Âûáåðåì λ ∈ R
è ïîñòðîèì îïåðàòîð L = λ + A. Îïåðàòîð M çàäàäèì ôîðìóëîé M = αI.
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Òåîðåìà 1 Ïðè ëþáûõ λ ∈ R+, α ∈ R, u0, uT ∈ U, f ∈ F ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C([0, T ]; U)∩C1((0, T ); U) çàäà÷è (4), (5) äëÿ óðàâíåíèÿ
(3) âèäà

u(t) =
∑

µk∈σL
ex

[
exp

(
tα

λ + λk

)
〈u0 + α−1f , ϕk〉ϕk − α−1〈f , ϕk〉ϕk

]
+

+
∑

µk∈σL
in

[
exp

(
(T − t)α

λ + λk

)
〈uT − α−1f , ϕk〉ϕk + α−1〈f , ϕk〉ϕk

]
− α−1f.

Ëèòåðàòóðà. 1. Sviridyuk G.A., Fedorov V.E. Linear Sobolev Type Equa-
tions and Degenerate Semigroups of Operators. Utrecht; Boston; Köln; Tokyo:
VSP, 2003. 2. Çàãðåáèíà Ñ.À. Î çàäà÷å Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà. � Èçâ. âóçîâ.
Ìàòåìàòèêà, 2007, � 3, c.22-28.

Î ôàêòîðèçàöèè îïåðàòîðîâ è î ñâîéñòâàõ îáðàçîâ
îïåðàòîðíûõ äðîáíî-ëèíåéíûõ îòíîøåíèé

Â.À. Ñåíäåðîâ, Â.À. Õàöêåâè÷
(Ìîñêâà; valery.senderov@gmail.com)

Ïóñòü H = H1⊕H2 � êîìïëåêñíîå èíäåôèíèòíîå (min{dim H1, dim H2} >
0) ïðîñòðàíñòâî Êðåéíà, K � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà
L(H1,H2). Ôîðìóëà

A21 + A22K+ = K ′
+(A11 + A12K+),

ãäå K+, K ′
+ ∈ K è Aij ∈ L(Hj,Hi) ïðè i, j = 1, 2, îïðåäåëÿåò â K äðîáíî-

ëèíåéíîå îòíîøåíèå (ä.ë.î.) F = FA = {K+, K ′
+}. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ä.ë.î.

FA (êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü è ïóñòîé) â ñëó÷àå ïëþñ-îïåðàòîðà
A =

(
A11 A12

A21 A22

)
ñîâïàäàåò ñî âñåì øàðîì K.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ FA ìíîæåñòâî ImFA

èçó÷àëîñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Îäíàêî îáùèé ñëó÷àé ä.ë.î. òðåáóåò ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ.

Ëåììà 1 Ïóñòü T ∈ L(H), T12 = T11Γ
∗, ãäå ‖Γ‖ < 1. Òîãäà T = BU , ãäå

B12 = 0, à U � J-óíèòàðíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
J-óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â áàçèñå {H1, H2} [1, Òåîðåìà 2.5.10].

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ïëþñ-îïåðàòîð A = T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëåì-
ìû 1. Òîãäà ìíîæåñòâî ImFA âûïóêëî è êîìïàêòíî â ñëàáîé îïåðàòîðíîé
òîïîëîãèè (ñ.î.ò.).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà FA = FB ◦ FU ; ýòî
ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó FU � äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå K [2,
Ïðåäëîæåíèå 4.20].

Ëåììà 2 Ñòðîãèé ïëþñ-îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëåììû 1 â
òî÷íîñòè åñëè D = A11A

∗
11 − A12A

∗
12 ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî, îïèðàþùååñÿ íà ðàâíîìåðíóþ îòðèöàòåëüíîñòü
Ker(A11 + A12), ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.

Èç Ëåììû 1, Òåîðåìû 1 è Ëåììû 2 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2 Ïóñòü A � ñòðîãèé ïëþñ-îïåðàòîð, D ≥ 0. Òîãäà ìíîæåñòâî
ImFA âûïóêëî è êîìïàêòíî â ñ.î.ò.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ò.ß.Àçèçîâ, È.Ñ.Èîõâèäîâ. Îñíîâû òåîðèè ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé. Ìîñêâà. Íàóêà. 1986.
2. V.Khatskevich, M.Ostrovskii, V. Shulman. Math. Nachrichten. 279 (2006).
875�890.

Ñðàâíåíèå óòî÷íåíèé íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ
íåðàâåíñòâ
Ñ.Â. Ñèíåãóáîâ

Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ
çíàìåíèòûõ íåðàâåíñòâ Àíàëèçà [1-4].

Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [5-13] óòî÷íåíèÿ èíòåãðàëüíîãî íåðà-
âåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóþùåãî âèäà:




b∫

a

f (x) g (x) dx




2

≤
b∫

a

(Φ1 (f, g)) dx ·
b∫

a

(Φ2 (f, g)) dx ≤

≤
b∫

a

(f (x))2 dx ·
b∫

a

(g (x))2 dx (1)

êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f(x), g(x) ïðè âû-
áîðå íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ Φ1, Φ2.

Îïðåäåëåíèå 1. Ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòè íà ìíî-
æåñòâå óòî÷íåíèé âèäà (1): áóäåì çàïèñûâàòü M ≺ N , åñëè ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà




b∫

a

fgdx




2

≤
b∫

a

[M (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[M∗ (f, g)]2 dx ≤
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≤
b∫

a

[N (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[N∗ (f, g)]2 dx ≤
b∫

a

f 2dx

b∫

a

g2dx,

ãäå M, N � àáñòðàêòíûå ñðåäíèå, à M∗, N∗ � ñîïðÿæåííûå ê íèì.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ óïîðÿäî÷åííîñòè M ≺ N

â íàøèõ òåðìèíàõ îçíà÷àåò, ÷òî óñèëåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñðåäíåìó M ëó÷øå
ïðèáëèæàåò ëåâóþ, à óñèëåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñðåäíåìó N � ïðàâóþ ÷àñòè
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû îòíîøåíèÿ

M1 ≺ Mα ≺ Mβ, 1 ≤ α ≤ β ≤ +∞,

M1 ≺ Mβ ≺ Mα,−∞ ≤ α ≤ β ≤ 1.

Àíàëîãè÷íî ðåøåí âîïðîñ è äëÿ ñðåäíèõ Ðàäî.
Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îñòàþòñÿ ñîäåðæàòåëüíûìè ñðàâíåíèÿ óñèëå-

íèé ñî ñòåïåííûìè ñðåäíèìè, îäèí èç ïîðÿäêîâ êîòîðûõ áîëüøå, à äðóãîé
ìåíüøå åäèíèöû.

Â ðåçóëüòàòå âñå äîêàçàííûå îòíîøåíèÿ èëè èõ îïðîâåðæåíèÿ ìîæíî ñî-
áðàòü íà ñïåöèàëüíîé äèàãðàììå. Îòìåòèì ñðåäè íèõ åùå òàêèå öåïî÷êè:

R1 = M1 ≺ M 3 ln 2

2 ln 5
2

≺ R 3
2
≺ M 7

6
≺ M 2 ln 2

ln 3
≺ R2 ≺ M 4

3
. . . ,

R1 = M1 ≺ R 1
2
≺ M 5

6
≺ Mln 2 ≺ R0 ≺ M 2

3
≺ M 1

2
=

= R− 1
2
≺ R−1 ≺ µ (M1,M0) ≺ R−2 = M0 ≺ R−5 . . .

Íåêîòîðûå èç äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî óïîðÿäî÷åííîñòè ïðèâîäÿò ê
èíòåðåñíûì ñâîéñòâàì ñàìèõ ñðåäíèõ. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïðè 0 ≤ α ≤ β è íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ x1, x2, y1, y2 ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

(Mα (x1, y1) Mβ (x2, y2)−Mα (x2, y2) Mβ (x1, y1)) ·

(x1y1Mα (x2, y2) Mβ (x2, y2)− x2y2Mα (x1, y1) Mβ (x1, y1)) ≥ 0.

Ðàçóìååòñÿ, ëþáîå óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâ Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî â äèñêðåò-
íîì èëè èíòåãðàëüíîì ñëó÷àÿõ âåäåò ê óòî÷íåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðà-
âåíñòâ Ìèíêîâñêîãî.

Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû äëÿ óòî÷íå-
íèÿ îöåíîê: ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, íîðì èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ðåøåíèé
íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ëèòåðàòóðà. 1. Õàðäè Ã. Ã., Ëèòòëâóä Äæ. Å, Ïîëèà Ã. Íåðàâåíñòâà.�
Ì.: ÈË, 1948.�456 ñ. 2. Mitrinovi�c D. S., Pe�cari�c J. E., Fink A. M. Classical
and new inequalities in analysis.�Kluwer, 1993.�740 p. 3. Dragomir S. S. A
Survey on Cauchy�Buniakowsky�Schwartz Type Discrete Inequalities.�RGMIA
monographs, 2003.�214 p. 4. Steele J. M. The Cauchy-Schwarz Master Class:
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An Introduction to the Art of Mathematical Inequalities.�Cambridge University
Press, 2004.�306 p. 5. Sitnik S.M. Re�nements of the Bunyakovskii - Schwartz in-
equalities with applications to special functions estimates //Conference in Math-
ematical Analysis and Applications in Honour of Lars Inge Hedberg's 60 th
Birthday. Linkoping University, Sweden. June 10-15. - 1996. - P. 97. 6. Ñèòíèê
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âåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî // Âåñòíèê Ñàìàðñêîé ãîñóäàðñòâåííîé ýêîíî-
ìè÷åñêîé àêàäåìèè. - 2002. - � 1(8). - Ñ. 302-313. 8. Ñèòíèê Ñ. Ì. Îáîáùåíèÿ
íåðàâåíñòâ Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ìåòîäîì ñðåäíèõ çíà÷åíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ
//×åðíîç¼ìíûé àëüìàíàõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Ñåðèÿ "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ìàòåìàòèêà", 2005, �1 (1). - Ñ. 3-42. 9. Ñèòíèê Ñ. Ì. Îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà
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òðà èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ò. 19, Êàçàíü, 2003. - C. 202-203. 10. Ñèòíèê
Ñ.Ì. Óòî÷íåíèÿ èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è èõ ïðèëî-
æåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì/ Ñá. òåçèñîâ Ìåæä êîíô., ïîñâÿù.
È.Ã.Ïåòðîâñêîìó. Ì., 2004. - Ñ. 210. 11. Ñèòíèê Ñ.Ì. Îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâ
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è èx ïðèëîæåíèÿ / Òåç. ìåæä. êîíô, ïîñâ. 200 - ëåòèþ
Â.ß.Áóíÿêîâñêîãî, Êèåâ, 2004. - Ñ. 119-120. 12. Ñèòíèê Ñ. Ì. Î íåêîòî-
ðûõ îáîáùåíèÿõ íåðàâåíñòâà Êîøè - Áóíÿêîâñêîãî // Àíàëèç è îñîáåííî-
ñòè: òåçèñû äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù¼ííàÿ 70-ëåòèþ
Â.È. Àðíîëüäà. Ì.: ÌÈÀÍ, 2007. - Ñ. 92-94. 13. Ñèòíèê Ñ. Ì. Óòî÷íåíèÿ
è îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ // Â êí.: Èññëåäîâàíèÿ ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîìó àíàëèçó. Ñåð. Ìàò. ôîðóì / Ðåä. Þ. Ô. Êîðîáåéíèê, À. Ã. Êóñðàåâ.
Âëàäèêàâêàç: ÂÍÖ ÐÀÍ, 2009.�T. 3.�Ñ.221�266.

Èññëåäîâàíèå êîððåêòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Þ.Í. Ñèíòÿåâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; sintjuri@yandex.ru )

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è îöåíêè îãðàíè÷åííûõ ðå-
øåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè-
÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çäåñü æå ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâó-
þùèå óñëîâèÿ äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü X - êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è EndX - áàíàõî-
âà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. Ñèì-
âîëîì Lp = Lp(R, X), p ∈ [1,∞] îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) èçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó è ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ
p ∈ [1,∞] (ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ïðè p = ∞) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå X è ñ
íîðìîé ‖x‖p = (

∫
R
‖x(t)‖pdt)1/p, p ∈ [1,∞), ‖x‖∞ = vrai sup

t∈R
‖x(t)‖. ×åðåç
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Cb = Cb(R, X) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åí-
íûõ íà R ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â X ñ íîðìîé. Òàêèì îáðàçîì, Cb ⊂ L∞.
Ñèìâîë F = F(R, X) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îäíîãî èç ââåäåííûõ â
ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü U - ñèëüíî íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ U :
4 = {(t, s) ∈ R×R : t ≥ s} → EndX. Ïî ýòîìó ñåìåéñòâó ñòðîèòñÿ ëèíåéíûé
îïåðàòîð L : D(L) ⊂ F(R, X) → F(R, X) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôóíêöèÿ
x ∈ F îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(L) îïåðàòîðà L, åñëè ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f ∈ F òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ s ≤ t èç R âåðíû ðàâåíñòâà
x(t) = U(t, s)x(s) −

t∫
s

U(t, τ)f(τ)dτ, s ≤ t, s, t ∈ R. Ýòè ðàâåíñòâà ñëåäóåò
ïîíèìàòü íà ïðåäñòàâèòåëÿõ êëàññà. Ôóíêöèÿ x ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàåò ñ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé è ôóíêöèÿ f åäèíñòâåííà. Äàëåå ïîëàãàåòñÿ Lx = f
(ñì [2])

Äëÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà B : D(B) ⊂ X → X ðàññìîòðèì âåëè-
÷èíó γ(B) = inf

x∈D(B)\KerB

‖Bx‖
d(x,KerB)

, ãäå d(x, KerB) = inf
x0∈KerB

‖x− x0‖.

Îïðåäåëåíèå 1 Ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð B : D(B) ⊂ X → X íà-
çûâàåòñÿ êîððåêòíûì(èëè ðàâíîìåðíî èíúåêòèâíûì), åñëè KerA = {0} è
γ(B) > 0.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü îïåðàòîð L = d
dt

+ A(t) : W 1
2 (R, X) ⊂ L2 → L2 êîð-

ðåêòåí,ò.å. γ(L2) > 0. Òîãäà îí êîððåêòåí â ïðîñòðàíñòâå L∞ è èìååò
ìåñòî îöåíêà ‖x‖∞ ≤ 4 1

γ(L2)
(1 + ‖A‖∞ 1

γ(L2)
)‖Lx‖∞ èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

4 1
γ(L2)

(1 + ‖A‖∞ 1
γ(L2)

) ≤ 1
γ(L∞)

.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Îöåíêè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2003.
Ò.39. � Ñ.413-415. 2. Áàñêàêîâ À.Ã. Ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â
ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ // Ôóíêö.
àíàëèç è åãî ïðèë. 1996. Ò.30. �3. � Ñ.1-11.

Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîðîâ
Ê.À. Ñèíòÿåâà

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; ZenzinaKs@yandex.ru )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ L1(R)-ìîäóëü (X,T ) [1], ãäå T : R → EndX - îãðàíè-
÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T -
èçîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, ò.å. ‖T (s)‖ = 1 ∀s ∈ R. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâó-
ñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (λk), k ∈ Z ñî ñâîéñòâà-
ìè: 1). λk = −λ−k, k ≥ 1, λ0 = 0; 2). lim

k→∞
λk = ∞.

Ïóñòü L = {λk}, k ∈ Z. Ïîëîæèì NL(λ) =
∑

λk≤λ

1. Ðàññìîòðèì ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîðîâ èç X, êîòîðîå äàëüøå áóäåì
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îáîçíà÷àòü XAP . Ðÿä Ôóðüå âåêòîðà x ∈ XAP èìååò âèä x ∼
∞∑

k=−∞
xk, ãäå

T (t)xk = eiλktxk, k ∈ Z.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü b → ∞, a îñòàåòñÿ ìåíüøå b, ïðè÷åì òàê, ÷òî îòíî-

øåíèå a
b
îñòàåòñÿ ìåíüøå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà θ < 1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

x ∈ Xc

lim
b→∞a

b
<θ<1

ψa,b ∗ x = x

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå âåêòîðà x ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Ïåðâîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿ-
åòñÿ ω(δ, x) = sup

|t|≤δ

‖T (t)x − x‖, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíî-

ñòè âåêòîðà x. Âòîðîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå
E(λ, x) = inf

y∈X([−λ,λ])
‖x− y‖.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð x ∈ Xc óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî-
ðÿäêà α < 1(Ã¼ëäåðà), åñëè äëÿ íåãî âåðíî íåðàâåíñòâî

‖T (h)x− x‖ ≤ C|h|α, h ∈ R,

ãäå C îò h íå çàâèñèò.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < λ < µ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ XAP , âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî.

‖x−
∑

|λk|<λ

xk‖ ≤ E(λ, x){1 +
4

π
+ 2[Nl(µ)−Nl(λ)] +

2

π
ln

µ + λ

µ− λ
}.

Òåîðåìà 3. Ðÿä Ôóðüå âåêòîðà x ∈ XAP ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñ-
ëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µn}, n ≥ 1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

µn > λn, n > n0;
lim

n→∞
E(λn, x)[NL(µn)−NL(λn)] = 0;

lim
n→∞

E(λn, x)lnµn+λn

µn−λn
= 0.

Òåîðåìà 4. Ðÿä Ôóðüå âåêòîðà x ∈ XAP ñõîäèòñÿ, åñëè

lim
n→∞

E(λn, x)ln
λn+1 + λn

λn+1 − λn

= 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ðÿä Ôóðüå âåêòîðà x ∈ XAP ñõîäèòñÿ, åñëè

lim
n→∞

ω(
1

λn

, x)ln
λn+1 + λn

λn+1 − λn

= 0.

Ñëåäñòâèå 2. Ðÿä Ôóðüå âåêòîðà x ∈ XAP ñõîäèòñÿ, åñëè x óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà α ≤ 1, è åñëè

lim
n→∞

λ−α
n ln

λn+1 + λn

λn+1 − λn

= 0.
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Ñëåäñòâèå 3. Åñëè x ∈ AP (R) = Cb(R)AP - íåïðåðûâíàÿ ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ôóíêöìÿ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà α < 1 è åñëè

lim
n→∞

λ−α
n ln

λn+1 + λn

λn+1 − λn

= 0,

òî
x(t) = lim

n→∞

n∑

k=−n

αke
iλnt.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè x ∈ Sp(R)AP , ãäå Sp(R) - ïðîñòðàíñòâî Ñòåïàíîâà [2]
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà α < 1 è åñëè

lim
n→∞

λ−α
n ln

λn+1 + λn

λn+1 − λn

= 0,

òî
x(t) = lim

n→∞

n∑

k=−n

αke
iλnt.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü x ∼
∞∑

k=−∞
xk, (λk+1 < λk, λk → 0 ïðè k →∞, λ−k = λk)

è x ∈ XAP . Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå |
τ∫
0

T (t)xdt| < C|τ |1−α(0 < α ≤ 1), è
óñëîâèå

lim
n→∞

λα
nln

λn + λn+1

λn − λn+1

= 0,

òî
x = lim

n→∞

n∑

k=−n

xk.

Ëèòåðàòóðà. 1. Áàñêàêîâ À.Ã. Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé áàíàõîâûõ àë-
ãåáð, àáåëåâûõ ãðóïï è ïîëóãðóïï â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ /À. Ã. Áàñêàêîâ // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå
íàïðàâëåíèÿ.- Ìîñêâà.-2004.- Ò. 9.- Ñ. 3-151. 2. Êîñòèí À. Â. Ê òåîðèè
ôóêíöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñòåïàíîâà / À. Â. Êîñòèí , Â. À. Êîñòèí .-
Âîðîíåæ,2007.-259 Ñ.

Íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà
Ñ.Ì. Ñèòíèê

Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü âî ìíîãèõ ðàçäå-
ëàõ ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñîãëàñèòüñÿ ñ äðóãèì íàçâàíèåì äëÿ
íèõ, êîòîðîå ïðåäëîæèë Ïîë Òóðàí -ïîëåçíûå ôóíêöèè! Ñðåäè ñàìèõ ñïå-
öèàëüíûõ ôóíêöèé çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèè ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîãî òèïà è èõ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí íåáîëüøîé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, â ïîëó÷åíèè êîòî-
ðûõ ó÷àñòâîâàë àâòîð, ïî íåðàâåíñòâàì äëÿ íåêîòîðûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ
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ôóíêöèé. Ïðèâîäÿòñÿ íåðàâåíñòâà äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè 1F1 [1]
è 2F1 [1�8], ôóíêöèé Áåññåëÿ [9�11], ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ðàéòà
[12], à òàêæå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ Ëåæàíäðà [13�21]
è òåòà�ôóíêöèé ßêîáè [22�26].

Ëèòåðàòóðà. 1. Karp D., Sitnik S.M. Log�convexity and log�concavity of
hypergeometric-like functions// Journal of Mathematical Analysis and Applica-
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of ratios for generalized hypergeometric function.// Arxiv:math.CA/0703084. 4.
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sided inequalities for generalized hypergeometric function.// Äîêëàäû ìåæäóíà-
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Î ïðèìåíèìîñòè ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ ïàðíûõ óðàâíåíèé äèñêðåòíîé ñâåðòêè ñ

íåñóììèðóåìûìè ÿäðàìè
Ã.Ã. Ñìîëêèí

(Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; smolkin4@rambler.ru )
Ïóñòü 1 < p < +∞, T � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü; Z � ìíîæåñòâî öåëûõ

÷èñåë, Z+ = {z ∈ Z : z ≥ 0}, Z− = Z \ Z+; Lp(T) è Lp(Z) � ñòàíäàðòíûå
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; L(Lp(Z)) � áàíàõîâà àëãåáðà âñåõ ëèíåéíûõ îãðà-
íè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â Lp(Z); I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, P+,
P−, P n � îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâ
Z+, Z−, [−n, n] ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâóþùèå â L(Lp(Z)); F : L2(T) → L2(Z)
� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ñëåäóÿ [1], ñ. 48, ÷åðåç Mp îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ôóíêöèé ϕ ∈ L1(T), äëÿ êîòîðûõ êîððåêòíî îïðåäåëåí è îãðàíè-
÷åí â Lp(Z) îïåðàòîð îäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ñâåðòêè CF(ϕ) ñ ÿäðîì F(ϕ).
Ïóñòü H∞(⊂ L∞(T)) � ïðîñòðàíñòâî Õàðäè ôóíêöèé, èìåþùèõ àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðîäîëæåíèå íà âíóòðåííîñòü T; Hp

∞ = H∞∩Mp, Cp � çàìûêàíèå â Mp

ìíîæåñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íà T; Dp
+ = Cp +Hp

∞ � Lp-àíàëîã
àëãåáðû Äóãëàñà D2

+ = C + H∞ [2], Dp
− = D̄p; QCp = Dp

+ ∩ Dp
− � àíàëîã

àëãåáðû Ñàðàñîíà QC2 = QC êâàçèíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé [2].
Ðàññìîòðèì ïàðíûé îïåðàòîð îäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ñâåðòêè

L = CF(ϕ+)P
+ + CF(ϕ−)P

−, ϕ± ∈ Dp
±. (1)

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ÿäåð F(Dp
±) ñóùåñòâåííî øèðå L1(Z).Â [3] ïîëó÷åí

êðèòåðèé ôðåäãîëüìîâîñòè è ôîðìóëà èíäåêñà äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (1).
Ãîâîðÿò, ÷òî ê îáðàòèìîìó îïåðàòîðó A ∈ L(Lp(Z)) ïðèìåíèì ïðîåêöèîí-

íûé ìåòîä ïî ñèñòåìå ïðîåêòîðîâ P n, è ïðè ýòîì ïèøóò A ∈ Π{P n}, åñëè íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n óñå÷åííîå óðàâíåíèå P nAP nϕ = P nψ, ãäå ϕ, ψ ∈ Lp(Z),
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕn è ïðè n → +∞ ôóíêöèè ϕn ñòðåìÿòñÿ ê ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ Aϕ = ψ. Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà
äëÿ ïàðíûõ îïåðàòîðîâ äèñêðåòíîé ñâåðòêè ñ ñóììèðóåìûìè ÿäðàìè ïîëó-
÷åí â [4], ñ.194, à äëÿ îïåðàòîðîâ Âèíåðà-Õîïôà P+CF(ϕ+)P

+(∈ L(Lp(Z+)),
ãäå ϕ+ ∈ Dp

+, � â [1], ãë.7. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà
Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð L îáðàòèì, ôóíêöèè ϕ+, ϕ̄− îáðàòèìû â

Dp
+ è èõ èíäåêñû ðàâíû íóëþ. Òîãäà L ∈ Π{P n}.
Â ñëó÷àå p-êâàçèíåïðåðûâíûõ ñèìâîëîâ òåîðåìó 1 ìîæíî óòî÷íèòü.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ± ïðèíàäëåæàò àëãåáðå QCp, îáðàòèìû â

íåé è èõ èíäåêñû ðàâíû íóëþ. Òîãäà L ∈ Π{P n}.
Ëèòåðàòóðà. 1. Boettcher A., Silbermann B. Analisys of Toeplitz operators.

� Berlin-Heidelberg-New York: Springer-Verlag. 2006. � 665 p. 2. Ãàðíåòò Äæ.
Îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. � Ì.: Ìèð. 1984. � 470 ñ. 3. Ñìîë-
êèí Ã.Ã. Çàìå÷àíèå î ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ ïàðíûõ îïåðàòîðîâ äèñêðåò-
íîé ñâåðòêè ñ ðàçðûâíûìè ñèìâîëàìè â Lp-ïðîñòðàíñòâå // Èçâåñòèÿ âóçîâ.
Ñåâ.-Êàâ. ðåãèîí. Åñò. íàóêè. � 2009. �3. � Ñ.27-29. 4. Ãîõáåðã È.Ö., Ôåëüä-
ìàí È.À. Óðàâíåíèÿ â ñâåðòêàõ è ïðîåêöèîííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. � Ì.:
Íàóêà. 1971. � 352 ñ.
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Âçàèìîäåéñòâèå ïàðû îñöèëëÿòîðîâ ÔèòöÕüþ-Íàãóìî ñ
çàïàçäûâàþùåé ñâÿçüþ ìåæäó íèìè

Å.À. Ñîëäàòîâà
(ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà; lenochka_s24@mail.ru )

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà ñëàáî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ òèïà ÔèòöÕüþ�
Íàãóìî [1] ñ çàïàçäûâàíèåì h â öåïè ñâÿçè ìåæäó íèìè:

v′1 = v1 + v∗ − (v1 + v∗)3/3− (w1 + w∗) + Iêð. + εD(v2(t− h)− v1) ,
w′

1 = p(v1 + v∗ + aêð. + ε− b(w1 + w∗)) ,
v′2 = v2 + v∗ − (v2 + v∗)3/3− (w2 + w∗) + Iêð. + εD(v1(t− h)− v2) ,
w′

2 = p(v2 + v∗ + aêð. + ε− b(w2 + w∗)) .

(1)

Çäåñü ïåðåìåííûå v1, v2 � íîðìèðîâàííûå ìåìáðàííûå ïîòåíöèàëû íåðâíîé
êëåòêè. Òî÷êà (v∗, w∗, v∗, w∗)T , ãäå v∗ = −√1− pb, w∗ = (a − √

1− pb)/b,
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1). Âûáåðåì ïàðàìåòðû ñèñòå-
ìû áëèçêèìè ê êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì (ñì. [2]): Iêð. = w∗ − v∗ + v3

∗/3,
aêð. = bIêð. +

√
1− pb(3 − pb2 − 2b)/3. Ïàðàìåòð D õàðàêòåðèçóåò ñâÿçü

ìåæäó íåðâíûìè êëåòêàìè, à 0 < ε << 1.
Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé çàìåíû [3] ñèñòåìà (1) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé

íîðìàëüíîé ôîðìå:
ξ′1 = (1− d cos δ∗ − ξ2

1)ξ1 + dξ2 cos (α + δ∗) ,
ξ′2 = (1− d cos δ∗ − ξ2

2)ξ2 + dξ1 cos (−α + δ∗) ,

α′ = −b0(ξ
2
2 − ξ2

1) + d

(
ξ1

ξ2

sin (−α + δ∗)− ξ2

ξ1

sin (α + δ∗)
)

,
(2)

ãäå ξ1, ξ2 � íîðìèðîâàííûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ, à α � ðàç-
íîñòü ôàç ìåæäó íèìè. Âåëè÷èíû d, δ∗ îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé ñâÿçè îñöèë-
ëÿòîðîâ, à b0 � íåëèíåéíîñòüþ çàäà÷è (1).

Áèôóðêàöèîííûì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû (2) óäîáíî âûáðàòü âåëè÷èíó d,
ïðîïîðöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðó D è õàðàêòåðèçóþùóþ ñèëó ñâÿçè îñöèëëÿ-
òîðîâ. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p, b, h íåòðóäíî íàéòè
âåëè÷èíû b0 è δ è çàòåì, èçìåíÿÿ d ïðîñëåäèòü çà ôàçîâûìè ïåðåñòðîéêàìè
ñèñòåìû. Êàê îêàçàëîñü, ñèñòåìà (2) â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü îäíîâðåìåí-
íî ïàðó óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå 2 ñèììåòðè÷íûõ óñòîé-
÷èâûõ öèêëà, êîòîðûì â èñõîäíîé ñèñòåìå (1) ñîîòâåòñòâóþò ñèíõðîííûé è
àñèíõðîííûé öèêëû, à òàêæå 2 ñèììåòðè÷íûõ òîðà.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå èçìåíåíèÿ ñöåíàðèÿ ôàçîâûõ ïåðåñòðîåê
ïðè óìåíüøåíèè a. Êàê îêàçàëîñü, â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ðåæèìû, ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñîáîé ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûå ïî âðåìåíè ïàêåòû èìïóëüñîâ.

Ëèòåðàòóðà. 1. FitzHugh R. Threshold and plateaus in the Hodgkin-Huxley
nerve equations// The Journal of Generical Physiology. � 1960. � P.867-896. 2.
Ñîëäàòîâà Å.À. Ýôôåêò ñëàáîé çàïàçäûâàþùåé ñâÿçè äëÿ ïàðû îñöèëëÿòî-
ðîâ òèïà ÔèòöÕüþ-Íàãóìî// Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è èíôîð-
ìàòèêè: ßðîñë. ãîñ. óí-ò. � 2008. � Ñ. 56 - 65. 3. Ãëûçèí Ñ.Ä., Êîëåñîâ À.Þ.
Ëîêàëüíûå ìåòîäû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: ó÷åáíîå ïîñîáèå// ßðîñë.
ãîñ. óí-ò. � 2006. � 92 c.
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Ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñëàáî
ðàçðåøèìûõ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ä.Ñ. Ñîòíèêîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ )

Ïóñòü äàíà òðîéêà ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ V ⊂ H ⊂
V ′, ãäå ïðîñòðàíñòâî V ′ � äâîéñòâåííîå ê V , à ïðîñòðàíñòâî H îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñî ñâîèì äâîéñòâåííûì H ′. Îáà âëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîòíûìè è íåïðå-
ðûâíûìè. Äëÿ t ∈ [0, T ] íà u, v ∈ V îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî ïîëóòîðàëèíåé-
íûõ, ñèììåòðè÷íûõ ôîðì a(t, u, v). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ u, v ∈ V
ôóíêöèè t → a(t, u, v) èçìåðèìû íà [0, T ] è âûïîëíåíû îöåíêè:

|a(t, u, v)| ≤ M1‖u‖V ‖v‖V , Re a(t, u, u) ≥ δ‖u‖2
V ,

ãäå δ > 0. Ôîðìà a(t, u, v) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A(t) :
V → V ′ òàêîé, ÷òî a(t, u, v) =

(
A(t)u, v

)
.Êðîìå òîãî, äëÿ ôîðìû a(t, u, v) äëÿ

âñåõ t, s ∈ [0, T ] è u, v ∈ V âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà

|a(t, u, v)− a(s, u, v)| ≤ M2|t− s|‖u‖V ‖v‖V .

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íà [0, T ]×H çàäàíà ôóíêöèÿ f(t, u), ñî çíà÷åíè-
ÿìè â V ′ òàêàÿ, ÷òî f(t, u) ∈ L2(0, T ; V ′) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u ∈ H
è äëÿ u1, u2 ∈ H

‖(f(t, u1)− f(t, u2)‖V ′ ≤ M3‖u1 − u2‖H .

Â ïðîñòðàíñòâå V ′ ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

u′(t) + A(t)u(t) = f(t, u(t)), u(0) = u0 ∈ H.

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ V ⊂ H çà-
äà÷à Êîøè ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå u(t) òàêîå, ÷òî u(t) ∈ L2(0, T ; V )∩C([0, T ]; H) è u′(t) ∈ L2(0, T ; V ′). Òàêîå
ðåøåíèå áóäåì íàçûâàòü ñëàáûì.

Îïèøåì ïðèáëèæåííóþ çàäà÷ó. Ïóñòü Vh - êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî V . Ïóñòü N - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Nτ = T, tk = kτ(k = 1, N). Íàáîð ýëå-
ìåíòîâ (uh

1 , u
h
2 , ..., u

h
N), ãäå uh

k ∈ Vh, íàçîâ¼ì ïðèáëèæ¼ííûì ðåøåíèåì òî÷íîé
çàäà÷è, íàéäåííûì ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì, åñëè äëÿ âñåõ vh ∈ Vh

(
uh

k − uh
k−1

τ
, vh

)
+ a(tk, u

h
k, vh) =

(
1

τ

∫ tk

tk−1

f(t, uh
k−1) dt, vh

)
(k = 1, N)

Â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ òî÷íîé çàäà÷è óñòàíîâëå-
íà ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè

∑N
k=1 ‖u(tk) − uh

k‖2
Hτ. Äëÿ ïðå-

äåëüíî ïëîòíîé â V ïðè h/to0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ {Vh}
ïîëó÷åíà ñõîäèìîñòü ýòîé ïîãðåøíîñòè ê íóëþ ïðè h/to0 è τ/to0. Äëÿ
ïîäïðîñòðàíñòâ Vh òèïà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàéäåíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè∑N

k=1 ‖u(tk) − uh
k‖2

Hτ ê íóëþ, òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó àïïðîêñèìàöèè êàê ïî âðå-
ìåíè òàê è ïî ïðîñòðàíñòâó.
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Óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ ïàìÿòüþ
Î.À. Ñòàõååâà

(×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ; alda_87@mail.ru)

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåêîòîðûõ ïðîöåññîâ â åñòåñòâåííûõ è òåõíè÷åñêèõ
íàóêàõ âñòðå÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñèñòåìû ñ ïàìÿòüþ, ïîâåäåíèå êîòîðûõ
íå îïðåäåëÿåòñÿ öåëèêîì ñîñòîÿíèåì â íàñòîÿùèé ìîìåíò, à çàâèñèò îò âñåé
¾èñòîðèè¿ ñèñòåìû (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [1]). Òàêèå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò,
íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëèìåðîâ [2], âÿçêî-
óïðóãèõ æèäêîñòåé ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
u(0) = u0 (1)

äëÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ ïàìÿòüþ

Lu̇(t) = Mu(t) + (Ju)(t), t ∈ R̄+. (2)

Îïåðàòîð (Ju)(t) èìååò âèä

(Ju)(t) =

∞∫

0

K(s)u(t− s)ds =

t∫

0

K(s)u(t− s)ds +

∞∫

0

K(t + s)u−(−s)ds,

ãäå {K(t)∈L(U, F)}t≥0 � ñåìåéñòâî îïåðàòîð-ôóíêöèé, u− :R−→U � ôóíê-
öèÿ, îïèñûâàþùàÿ ¾èñòîðèþ¿ ñèñòåìû. Çäåñü U è F � áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, îïåðàòîð L∈L(U; F), îïåðàòîð M ∈Cl(U; F).

Òåîðåìà 1 Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ñåêòîðèàëåí [3], sup{Reµ :µ∈
σL(M)} < 0, u−∈L1(R−; U1), imK(t)⊂F1, u0∈domM1. Åñëè

∃N > 0 ∃α ∈ (0, 1] ∀t, s ≥ 0 ‖Q(K(t)−K(s))‖L(F) 6 N |t− s|α,

òî ïðè íåêîòîðîì T > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈
C1((0, T ]; U) ∩ C([0, T ]; U) çàäà÷è (1), (2).

Ëèòåðàòóðà. 1. Grasselli M., Pata V. Uniform attractors of nonautonomous
dynamical systems with memory. In the book: Progress in nonlinear di�erential
equations and their applications. Basel: Birkh�auser Verlag, 2002. Vol. 50. P. 155�
178. 2. Coleman B.D., Gurtin M.E., Angew Z. Equipresence and costitutive
equations for rigid heat conductors. Math.Phys., 1967. Vol.18. P. 199�208. 3.
Sviridyuk G.A., Fedorov V.E. Linear Sobolev Type Equations and Degenerate
Semigroups of Operators. Utrecht; Boston: VSP, 2003.
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Î àñèìïòîòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ
Î.Â. Òàðàñåíêî

(Óêðàèíà, Íåæèí, ÍÃÓ; sanya2167@rambler.ru)
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ëèíåéíîé íåàâòî-

íîìíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

εhB(t)
dx

dt
= A(t, ε)x + C(t, ε)u, (1)

êîòîðûé ïåðåâîäèò åå èç ïîëîæåíèÿ
x(0, ε) = x1(ε)

â ïîëîæåíèå
x(T, ε) = x2(ε)

çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ T , äîñòàâëÿÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó:

J =
1

2εh

T∫

0

(D(t, ε)u, u) dt → min
u

, (2)

ãäå A(t, ε), B(t) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà, C(t, ε) � (n × m)-
ìàòðèöà, x(t, ε) � n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u(t, ε) � m-ìåðíûé âåêòîð
óïðàâëåíèÿ, ε ∈ (0, ε0] � ìàëûé ïàðàìåòð: ε0 ¿ 1; h ∈ N , t ∈ [0; T ].

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. ìàòðèöû A(t, ε), C(t, ε), D(t, ε) äîïóñêàþò íà îòðåçêå [0; T ] ðàâíîìåðíûå

àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà

A(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkAk(t), C(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkCk(t), D(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkDk(t);

2. êîåôôèöèåíòû Ak(t), Ck(t), Dk(t), k = 0, 1, 2, ..., ýòèõ ðàçëîæåíèé íåîã-
ðàíè÷åííî äèôôåðåíöèðóåìû íà [0; T ];

3. ìàòðèöà D(t, ε) ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ íà [0; T ] è
detD0(t) 6= 0, ∀t ∈ [0; T ].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà detB(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0; T ] è ïðåäåëüíûé
ïó÷îê ìàòðèö A0(t) − λB(t) èìååò ïîñòîÿííóþ êðîíåêåðîâó ñòðóêòóðó íà
çàäàííîì îòðåçêå.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ èç îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
u(t, ε), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñî âñåì çàäàííûì m�ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà îáùåãî ðåøåíèÿ âûðîæ-
äåííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì, ïðîâåäåííîãî â [1], äîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷à (1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå è ïîñòðîåíà åãî
àñèìïòîòèêà.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ñàìîéëåíêî À.Ì., Øêiëü Ì.I., ßêîâåöü Â.Ï. Ëiíiéíi
ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿìè. � Ê.: Âèùà øê., 2000. �
294 ñ.
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Î íåêîòîðûõ óòî÷íåíèÿõ íåðàâåíñòâà
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

Ñ.À. Òåëêîâà

Â ðàáîòàõ [1-9] ðàññìàòðèâàþòñÿ óòî÷íåíèÿ èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóþùåãî âèäà:




b∫

a

f (x) g (x) dx




2

≤
b∫

a

(Φ1 (f, g)) dx ·
b∫

a

(Φ2 (f, g)) dx ≤

≤
b∫

a

(f (x))2 dx ·
b∫

a

(g (x))2 dx (1)

êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f(x), g(x) ïðè âû-
áîðå íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ Φ1, Φ2.

Áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå ïðîñòåéøèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
âñå âñòðå÷àþùèåñÿ ôóíêöèè íåïðåðûâíû, à èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò â ñìûñëå
Ðèìàíà.

Íàçîâåì ôóíêöèîíàëû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî,
âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè óòî÷íÿþùèìè ôóíêöèîíàëàìè.

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïîëó÷åí äðóãîé ðÿä óòî÷íåíèé.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî óòî÷íåíèå èíòåãðàëü-

íîãî íåðàâåíñòâà âèäà (1) ïðè ñëåäóþùåì âèäå ôóíêöèîíàëîâ:

Φ1 (f, g) = exp


2

x∫

a

M (Lf (y) , Lg (y)) dy


 , Φ2 (f, g) =

f 2g2

Φ1 (f, g)
,

ãäå Lh(t) - ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ Lh = h′
h
, M - ïðîèçâîëüíîå àá-

ñòðàêòíîå ñðåäíåå (ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå Lf , Lg ïðåäïîëàãàþòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûìè).

Ñëåäñòâèå. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà (1):




b∫

a

f (x) g (x) dx




2

≤
b∫

a

exp


2

x∫

a

Max (Lf, Lg)


 dx·

·
b∫

a

f 2g2 exp


−2

x∫

a

Max (Lf, Lg)


 dx ≤

b∫

a

f 2dx

b∫

a

g2dx.

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå íåðàâåíñòâàõ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
â íèõ äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòè íà ìíî-
æåñòâå óòî÷íåíèé âèäà (1): áóäåì çàïèñûâàòü M ≺ N , åñëè ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà




b∫

a

fgdx




2

≤
b∫

a

[M (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[M∗ (f, g)]2 dx ≤

≤
b∫

a

[N (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[N∗ (f, g)]2 dx ≤
b∫

a

f 2dx

b∫

a

g2dx,

ãäå M, N � àáñòðàêòíûå ñðåäíèå, à M∗, N∗ � ñîïðÿæåííûå ê íèì.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå

íà ïàðàõ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ (Φ1, Φ2) èç
(1).

ßñíî, ÷òî îäíèì èç ïåðâûõ âîçíèêàåò âîïðîñ: óïîðÿäî÷åíû ëè ìåæäó
ñîáîé óñèëåíèÿ èç øêàë ñðåäíèõ ñòåïåííûõ Mα èëè Ðàäî Rβ? Îòâåòû äàåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < α < β < +∞ . Òîãäà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

Mα ≺ Mβ, Rα ≺ Rβ.

Ýòà òåîðåìà ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñ äëÿ ôóíêöèîíàëîâ òèïà ñðåäíèõ
Ðàäî èëè ñòåïåííûõ. Ðàñïèøåì ñîäåðæàùèåñÿ â íåé îöåíêè áîëåå ïîäðîáíî:
ïðè α < β




b∫

a

fgdx




2

≤
b∫

a

[Mα (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[M−α (f, g)]2 dx ≤

≤
b∫

a

[Mβ (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[M−β (f, g)]2 dx ≤
b∫

a

f 2dx

b∫

a

g2dx ,




b∫

a

fgdx




2

≤
b∫

a

[Rα (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[R∗
α (f, g)]2 dx ≤

≤
b∫

a

[Rβ (f, g)]2 dx ·
b∫

a

[
R∗

β (f, g)
]2

dx ≤
b∫

a

f 2dx

b∫

a

g2dx .

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íàìè ïîëó÷åíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåðà-
âåíñòâ, êîòîðûå óëó÷øàþò íåðàâåíñòâî Ìèëíà ñ ( M2,M−2 ) êàê ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (ïðè 0 < α < 2 ), òàê è ê
ïðàâîé ÷àñòè (ïðè 2 < α < +∞).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ óïîðÿäî÷åííîñòè M ≺ N
â íàøèõ òåðìèíàõ îçíà÷àåò, ÷òî óñèëåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñðåäíåìó M ëó÷øå
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ïðèáëèæàåò ëåâóþ, à óñèëåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñðåäíåìó N � ïðàâóþ ÷àñòè
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Ëèòåðàòóðà. 1. Sitnik S.M. Re�nements of the Bunyakovskii - Schwartz in-
equalities with applications to special functions estimates //Conference in Math-
ematical Analysis and Applications in Honour of Lars Inge Hedberg's 60 th
Birthday. Linkoping University, Sweden. June 10-15. - 1996. - P. 97. 2. Ñèòíèê
Ñ.Ì. Óòî÷íåíèå èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî // Âåñòíèê
Ñàìàðñêîãî ãîñ. òåõ. óíèâåðñèòåòà. Ñåð. "Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè�. -
2000. - �9. - Ñ.37-45. 3. Ñèòíèê Ñ.Ì. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ óòî÷íåíèé íåðà-
âåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî // Âåñòíèê Ñàìàðñêîé ãîñóäàðñòâåííîé ýêîíî-
ìè÷åñêîé àêàäåìèè. - 2002. - � 1(8). - Ñ. 302-313. 4. Ñèòíèê Ñ. Ì. Îáîáùåíèÿ
íåðàâåíñòâ Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ìåòîäîì ñðåäíèõ çíà÷åíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ
//×åðíîç¼ìíûé àëüìàíàõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Ñåðèÿ "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ìàòåìàòèêà", 2005, �1 (1). - Ñ. 3-42. 5. Ñèòíèê Ñ. Ì. Îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé // Ìàòåðè-
àëû øåñòîé Êàçàíñêîé ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé øêîëû-êîíôåðåíöèè. Òåîðèÿ
ôóíêöèé, å¼ ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû. Òðóäû ìàòåìàòè÷åñêîãî öåí-
òðà èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ò. 19, Êàçàíü, 2003. - C. 202-203. 6. Ñèòíèê
Ñ.Ì. Óòî÷íåíèÿ èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è èõ ïðèëî-
æåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì/ Ñá. òåçèñîâ Ìåæä êîíô., ïîñâÿù.
È.Ã.Ïåòðîâñêîìó. Ì., 2004. - Ñ. 210. 7. Ñèòíèê Ñ.Ì. Îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâ
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è èx ïðèëîæåíèÿ / Òåç. ìåæä. êîíô, ïîñâ. 200 - ëå-
òèþ Â.ß.Áóíÿêîâñêîãî, Êèåâ, 2004. - Ñ. 119-120. 8. Ñèòíèê Ñ. Ì. Î íåêîòî-
ðûõ îáîáùåíèÿõ íåðàâåíñòâà Êîøè - Áóíÿêîâñêîãî // Àíàëèç è îñîáåííîñòè:
òåçèñû äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù¼ííàÿ 70-ëåòèþ Â.È.
Àðíîëüäà. Ì.: ÌÈÀÍ, 2007. - Ñ. 92-94. 9. Ñèòíèê Ñ. Ì. Óòî÷íåíèÿ è îáîá-
ùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ // Â.êí.: Èññëåäîâàíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó. Ñåð. Ìàò. ôîðóì / Ðåä. Þ. Ô. Êîðîáåéíèê, À. Ã. Êóñðàåâ. Âëàäè-
êàâêàç: ÂÍÖ ÐÀÍ, 2009.�T. 3.�Ñ.221�266.

Âëîæèìîñòü 3-ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì â çàìêíóòûå
3-ìíîãîîáðàçèÿ

Ä.È. Òîíêîíîã
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà; tauberr@gmail.com)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû ãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðîèçâîëü-
íîì ïîëå. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì.

Òåîðåìà 1 Åñëè M âëîæåíî â çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå
Q, òî dim H1(Q) ≥ dim H1(M) − 1

2
· dim H1(∂M). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò

çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå Q, ñîäåðæàùåå M è òàêîå ÷òî
dim H1(Q) = dim H1(M)− 1

2
· dim H1(∂M).

Ñëåäñòâèå 1 Ìíîãîîáðàçèå M âëîæèìî â íåêîòîðóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ 3-
ñôåðó åñëè è òîëüêî åñëè 2 dim H1(M) = dim H1(∂M).
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Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íåèçâåñòíî,
ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ âëîæèìîñòè 2-ïîëèýäðîâ â R3 [1].

Ñëåäñòâèå 2 Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà: Ïî äàííîìó
2-ïîëèýäðó îïðåäåëèòü, âëîæèì ëè îí â íåêîòîðóþ (íå ôèêñèðîâàííóþ çà-
ðàíåå) ãîìîëîãè÷åñêóþ 3-ñôåðó.

Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ â äðóãîì íàïðàâëåíèè. Îðèåíòèðóå-
ìûì ðîäîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî g òàêîå, ÷òî ãðàô G
âëîæèì â ñôåðó ñ g ðó÷êàìè [2].

Ñëåäñòâèå 3 Ïóñòü G � ãðàô îðèåíòèðóåìîãî ðîäà g. Åñëè ïîëèýäð G ×
S1 âëîæåí â çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå Q, òî dim H1(Q) ≥
2g. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå Q,
ñîäåðæàùåå G× S1 è òàêîå ÷òî dim H1(Q) = 2g.

Òàêæå èçó÷åíû ¾íåîðèåíòèðóåìûå¿ àíàëîãè ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ëèòåðàòóðà. 1. J. Matou�sek, M. Tancer, U. Wagner Hardness of embedding

simplicial complexes in Rd, Preprint, arXiv:0807.0336 [cs.CG]. 2. B. Mohar and
C. Thomassen, Graphs on Surfaces, Johns Hopkins Univ. Press, 2001. 3. M.
Skopenkov, Embedding products of graphs into Euclidean spaces. Fund. Math.
2003. 179. P. 191-198. 4. D. Repo�vs, N. Brodsky, A. Skopenkov, A classi�cation
of 3-thickenings of 2-polyhedra, Topol. Appl. 1999. 94. P. 307�314.

Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ïàâëîâñêîãî-Îêîëêîâà

Ì.Â. Òóðáèí
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ; mrmike@math.vsu.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

∂v

∂t
− ν∆v + vi

∂v

∂xi

− κ∂∆v

∂t
− κvk

∂∆v

∂xk

+∇p = f ; (1)

divv = 0 (2)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn(n = 2, 3) ñ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ãðàíè-
öåé ∂Ω íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ], 0 < T < ∞. Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé âïåðâûå áûëà ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå Â.À. Ïàâëîâñêèì. Îòìåòèì, ÷òî
äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâà-
íèÿìè ðàñòâîðîâ ïîëèýòèëåíîêñèäà, ïîëèàêðèëàìèäà è ãóàðîâîé ñìîëû ([1]
- [3]). Îäíîâðåìåííî ýòèì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
íåçàâèñèìûì îáðàçîì áûëà ïîëó÷åíà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè äâèæåíèÿ
æèäêîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, [6],[7])

Äëÿ ñèñòåìû (1),(2) ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì

v |t=0 = a(x), x ∈ Ω, (3)
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è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

v|∂Ω×[0,T ] = 0. (4)

Çàäà÷à (1)-(4) âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà À.Ï. Îñêîëêîâûì â ðàáîòàõ [8],
[9]. Â ðàáîòå [10] À.Ï. Îñêîëêîâûì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ðàáîòû [8], [9] ñîäåð-
æàò ïðîáåëû è ÷òî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω åìó ìåòîäîì Ãàë¼ðêèíà-Ôàýäî
íå óäàëîñü äîêàçàòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äàæå ñëàáûõ ðåøåíèé äëÿ äàí-
íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ â ñâîåé ðàáîòå [5] îòìå÷àåò,
÷òî ìåòîä ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé âÿçêîñòè èñïîëüçîâàííûé À.Ï. Îñêîë-
êîâûì äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â óæå óïîìÿíóòûõ ðàáî-
òàõ [8], [9], ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íûì è âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé äàííîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.

1. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è
Ñëåäóÿ [11] ââåä¼ì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà:

V 0 = H; V 1 = V ; V 2 = W 2
2 (Ω)n ∩ V 1.

Ïóñòü π : L2(Ω)n → V 0 � ïðîåêòîð Ëåðå. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå V
îïåðàòîð

A = −π∆.

Îïåðàòîð A ïðîäîëæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå V 0 äî çàìêíóòîãî îïåðàòîðà, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì ñ âïîëíå íåïðå-
ðûâíûì îáðàòíûì. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ A ñîâïàäàåò ñ V 2. Â ñèëó òåîðåìû
Ãèëüáåðòà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè {ej} îïåðàòîðà A îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
V 0. Ïóñòü 0 < λ1 6 λ2 6 λ3 6 . . . 6 λk 6 . . . � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà A. Ïîëîæèì

E∞ =

{
v =

N∑
j=1

vjej : vj ∈ R
}

,

ãäå N çàâèñèò îò v è îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî V α, α ∈ R êàê ïîïîëíåíèå E∞
ïî íîðìå

‖v‖α =

( ∞∑
j=1

λα
k |vk|2

)1/2

.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ V α ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A : V α → V α−2 �
íåïðåðûâíî îáðàòèì.

2. Çàäà÷à î ñëàáûõ ðåøåíèÿõ äëÿ çàäà÷è (1)-(4)
Îïðåäåëåíèå. Ñëàáûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(4) íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈ W = {u : u ∈ L2(0, T ; V 2) ∩ C([0, T ], V 1), v′ ∈
L2(0, T, V 1)}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ V 1 è ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T )
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ðàâåíñòâó
∫

Ω

v′ϕdx + κ
∫

Ω

∇(v′) : ∇ϕdx + ν

∫

Ω

∇ : ∇ϕdx−

−
∫

Ω

vi(I − κ∆)vj
∂ϕj

∂xi

dx =

∫

Ω

fϕ dx. (5)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
v(0) = a. (6)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è (1)-(4).
Ëèòåðàòóðà. 1. Àìôèëîõèåâ Â.Á., Âîéòêóíñêèé ß.È., Ìàçàåâà Í.Ï.,

Õîäîðêîâñêèé ß.Ñ. Òå÷åíèÿ ïîëèìåðíûõ ðàñòâîðîâ ïðè íàëè÷èè êîíâåêòèâ-
íûõ óñêîðåíèé// Òðóäû Ëåíèíãðàäñêîãî îðäåíà Ëåíèíà êîðàáëåñòðîèòåëü-
íîãî èíñòèòóòà � 1975. � 96. � Ñ. 3�9. 2. Àìôèëîõèåâ Â.Á., Ïàâëîâñêèé
Â.À. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîì ïåðåõîäå ïðè
òå÷åíèè ïîëèìåðíûõ ðàñòâîðîâ â òðóáàõ// Òðóäû Ëåíèíãðàäñêîãî îðäåíà
Ëåíèíà êîðàáëåñòðîèòåëüíîãî èíñòèòóòà � 1976. � 104. � Ñ. 3�5. 3. Ïàâ-
ëîâñêèé Â.À. Ê âîïðîñó î òåîðåòè÷åñêîì îïèñàíèè ñëàáûõ âîäíûõ ðàñòâî-
ðîâ ïîëèìåðîâ// ÄÀÍ ÑÑÑÐ � 1971. � 200, �4. � C. 809�812. 4. Çâÿãèí
Â.Ã., Òóðáèí Ì.Â. Èññëåäîâàíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ æèäêîñòåé Êåëüâèíà-Ôîéãòà // Ñîâðåìåííàÿ ìàòå-
ìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. òîì 31, ñ. 1-147. 5. Ëàäûæåíñêàÿ
Î.À. Î ïîãðåøíîñòÿõ â äâóõ ìîèõ ïóáëèêàöèÿõ ïî óðàâíåíèÿì Íàâüå-Ñòîêñà
è èõ èñïðàâëåíèÿõ// Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ � 2000. � 271. �
Ñ.151�155. 6. Noll W., Truesdell C. The nonlinear �eld theory of mechanics.
� "Handbuch f�ur Physics", Vol.III. Springer, Berlin, 1965. � 602 p. 7. Rivlin
R.S., Ericksen J.L. Stress-deformation relations for isotropic materials// Journal
of Rational Mechanics and Analysis.� 1955.� 4. � pp. 323�425. 8. Îñêîëêîâ
À.Ï. Î åäèíñòâåííîñòè è ðàçðåøèìîñòè â öåëîì êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ âîäíûõ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ// Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ
ËÎÌÈ � 1973. � 38. � Ñ. 98�136. 9. Îñêîëêîâ À.Ï. Î ðàçðåøèìîñòè â öåëîì
ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîé êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà,
âñòðå÷àþùåéñÿ ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè// Çàïèñêè íàó÷-
íûõ ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ � 1972. � 27. � Ñ. 145�160. 10. Îñêîëêîâ À.Ï. Î
íåêîòîðûõ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè èçó÷åíèè äâèæå-
íèÿ âÿçêèõ æèäêîñòåé// Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ � 1975. � 52.
� Ñ. 128�157. 11. Ôóðñèêîâ À.Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàñïðåäåë¼ííû-
ìè ñèñòåìàìè. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ. � Íîâîñèáèðñê: Íàó÷íàÿ êíèãà, 1999.
� 352 ñ. 12. Zvyagin V., Vorotnikov D. Topological approximation methods
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Nonlinear Analysis and Applications, 12. Walter de Gruyter, Berlin � New York,
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Î æèçíè è íàó÷íîì òâîð÷åñòâå Ï.Â. ×åðïàêîâà
Í.Í. Óäîäåíêî
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

9 ÿíâàðÿ 1910 ãîäà èñïîëíèëîñü 100 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ äîêòîðà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé íàóê, ïðîôåññîðà Ïàâëà Âàñèëüåâè÷à ×åðïàêîâà( 9.01.1910
- 2.06.1980).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äàííûå èç åãî áèîãðàôèè.
Ï.Â.×åðïàêîâ ðîäèëñÿ â ñëîáîäå Çàìîñòüå Ñóäæàíñêîãî óåçäà Êóðñêîé

ãóáåðíèè â êðåñòüÿíñêîé ñåìüå.
Îêîí÷èâ ñðåäíþþ øêîëó îí ïîñòóïèë íà ôèçèêî-òåõíè÷åñêîå îòäåëåíèå

ïåäàãîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â òå÷åíèè ÷åòûðåõ
ëåò (1931-1935ã.ã.) ó÷èëñÿ â àñïèðàíòóðå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòå-
òîâ ÌÃÓ è ÂÃÓ.

Ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè (1936 ã)[1] ðàáîòàë äîöåíòîì
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÂÃÓ; ñ èþëÿ 1941 ïî îêòÿáðü 1945 -
äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Âîðîíåæñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòó-
òà. Â 1945 ãîäó ïåðåâåäåí íà êàôåäðó âûñøåé ìàòåìàòèêè Êóéáûøåâñêîãî
àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà, êîòîðîé çàâåäîâàë äî 1945 ãîäà.

Â 1949 ãîäó çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ [2].
Ñ 1954 ãîäà ðàáîòàë íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì è ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòå-

òàõ ÂÃÓ: äåêàíîì ôàêóëüòåòà (1954-1958 ã.ã.), çàâåäóþùèì êàôåäðîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè (1954-1980)

Àâòîð áîëåå 70 ðàáîò ïî ïðîáëåìàì òåïëîìàññîïåðåíîñà, òóðáóëåíòíîñòè
è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîôèçèêè è ìîíîãðàôèè [3]

Ëèòåðàòóðà. 1. Îáðàùåíèå ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè, Òðóäû ÂÃÓ, âûï.9,1936, âûï.10 1938; 2. Î ïðåäåëüíûõ
ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷å-
ñêîãî òèïà (äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ) Êàçàíü,1949; 3. Òåîðèÿ ðåãóëÿðíîãî
òåïëîîáìåíà, Ì.Ýíåðãèÿ, 1975.

Ëåâ Àëåêñàíäðîâè÷ Ãóðåâè÷ (1910-1993) ñòðàíèöû
áèîãðàôèè.
Í.Í. Óäîäåíêî
(Âîðîíåæ)

Â ðàáîòå ðàññêàçûâàåòñÿ î ñóäüáå îäíîãî èç ìàòåìàòèêîâ, ó÷èâøåãîñÿ è
ðàáîòàâøåãî íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Âîðîíåæñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà â äîâîåííîå âðåìÿ.

Ë.À.Ãóðåâè÷ ðîäèëñÿ 24 àïðåëÿ 1910 ãîäà â ñåìüå ôàðìàöåâòà. Îêîí÷èâ
øêîëó îí ïîñòóïèë íà ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ïåäàãîãè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà ÂÃÓ.

Â 1933 ãîäà Ëåâ Àëåêñàíäðîâè÷ ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó ê ïðèåõàâøå-
ìó â Âîðîíåæ ãîäîì ðàíüøå äîöåíòó Ì. Ì. Ãðèíáëþìó è "ïðîäåëàâøåãî
âåñüìà çíà÷èòåëüíóþ ðàáîòó ïî íàñàæäåíèþ â Âîðîíåæå êóëüòóðû ñîâðå-
ìåííîãî àíàëèçà"[1]. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû áûë îñòàâëåí íà ðàáîòå
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â ÂÃÓ, ñíà÷àëà àññèñòåíòîì, à ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè [2]
- äîöåíòîì êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ãäå ïðîðàáîòàë äî îêòÿáðÿ
1941 ãîäà.

Â 1942 ãîäó áûë ïðèçâàí â ðÿäû äåéñòâóþùåé àðìèè, ïðîøåë äîðîãàìè
âîéíû îò Àñòðàõàíè äî Ýëüáû, ó÷àñòâîâàë â îñâîáîæäåíèè Ïðàãè, áûë íà-
ãðàæäåí îðäåíîì Îòå÷åñòâåííîé âîéíû 2-îé ñòåïåíè, Áîãäàíà Õìåëüíèöêîãî
3-åé ñòåïåíè , ìåäàëÿìè "Çà ïîáåäó íàä Ãåðìàíèåé"è "Çà îñâîáîæäåíèå Ïðà-
ãè". Ïîñëå äåìîáèëèçàöèè â 1946 ãîäó áûë çàâåäóþùèì êàôåäðîé âûñøåé ìà-
òåìàòèêè Èâàíîâñêîãî òåêñòèëüíîãî èíñòèòóòà, ãäå ïðîðàáîòàë äî 1950 ãîäà.
Ñ 1950 ïî 1976 ãîäû ðàáîòàë â äîëæíîñòè äîöåíòà è çàâåäóþùåãî êàôåäðîé
âûñøåé ìàòåìàòèêè Âîðîíåæñêîãî ÑÕÈ. Íàó÷íûå èíòåðåñû Ë.À.Ãóðåâè÷à
ñâÿçàíû ñ áàíàõîâûìè àëãåáðàìè è ïðîáëåìàìè áàçèñîâ â ãèëüáåðòîâîì è
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëèòåðàòóðà. 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ õðîíèêà, ÓÌÍ, âûï.2, 1936, âûï.3,
1937. 2. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå è áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû â ôóíêöèîíàëü-
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, êàíä. äèñ. Âîðîíåæ, 1936.

Èíâàðèàíòû èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû è çàäà÷à ¾øàð ×àïëûãèíà¿

Â.Â. Ôîêè÷åâà
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà; arinora.mail.ru)

Äâå èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà âìåñòå ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñëîåíèÿìè Ëèóâèëëÿ ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíû. Â ñëó÷àå èíòå-
ãðèðóåìûõ ñèñòåì íà 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñóùåñòâó-
åò ïîëíûé èíâàðèàíò ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-
ïîâåðõíîñòåé � èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà [1]. Äëÿ ýòîãî èíâàðèàíòà ðàç-
âèòà ñîäåðæàòåëüíàÿ òåõíèêà åãî âû÷èñëåíèÿ [2,3,4].

Íîâûì ðåçóëüòàòîì (êîòîðûé ïîëó÷åí ñîâìåñòíî ñ À. Þ. Ìîñêâèíûì) ÿâ-
ëÿåòñÿ íàõîæäåíèå èíâàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòå-
ìû ¾øàð ×àïëûãèíà¿ [5]. Äàííàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå äèíàìè÷åñêè
íåñèììåòðè÷íîãî (òåíçîð èíåðöèè íå ñêàëÿðíûé) óðàâíîâåøåííîãî (öåíòð
ìàññ ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì) øàðà ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé
ïîâåðõíîñòè (ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà ðàâíà íóëþ). Ýòà ñèñòåìà, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå ãàìèëüòîíîâà, íî ñòàíîâèòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ïîñëå çàìåíû âðåìåíè.
Ýòî íå âëèÿåò íà ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ. Èçó÷åíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû
îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ
3-ïîâåðõíîñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ðàçíûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè, ïîñòðî-
åíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé.

Ëèòåðàòóðà. 1. À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëü-
òîíîâû ñèñòåìû. Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, êëàññèôèêàöèÿ. ÐÕÄ, Èæåâñê, 1999.
2. Ï. Òîïàëîâ. Âû÷èñëåíèå òîíêîãî èíâàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ îñíîâ-
íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Ìàòåì. ñáîðíèê, 1996,
ò. 187, �3, c. 143-160. 3. À.Â. Áîëñèíîâ, Ï. Ðèõòåð, À.Ò. Ôîìåíêî. Ìåòîä
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êðóãîâûõ ìîëåêóë è òîïîëîãèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé. Ìàòåì. ñáîðíèê, 2000,
ò. 191, �2, ñ. 3-42. 4. Ï.Â. Ìîðîçîâ. Òîïîëîãèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ñëó÷àåâ
èíòåãðèðóåìîñòè Ñòåêëîâà è Ñîêîëîâà óðàâíåíèé Êèðõãîôà. Ìàòåì. ñáîð-
íèê, 2004, 195, �3, ñ. 69�114. 5. A.A. Kilin. The Dynamics of Chapligin Ball:
the Qualitative and Computeral Analysis. Reg. Chaot. Dyn., 2001, v. 6, �3, p.
291-306.

Î ðàâíîñèëüíîñòè óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè
äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ôðîëîâà Å.Â.
(Ëèïåöê, ËÃÏÓ; lsn@lipetsk.ru)

Ðàçëè÷íûå çàäà÷è òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðàõ çâåçä è ïëà-
íåò, òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê è ìíîãèå äðóãèå ïðèâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè âèäà

x = Kx + f, (1)

ãäå K = L + M + N , îïåðàòîðû L, M , N îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
(Lx)(t, s) =

∫ +∞
a

l(t, s, τ)x(τ, s) dτ, (Mx)(t, s) =
∫ +∞

c
m(t, s, σ)x(t, σ) dσ,

(Nx)(t, s) =
∫ +∞

a

∫ +∞
c

n(t, s, τ, σ)x(τ, σ) dσdτ ;
t, τ ∈ [a, +∞), s, σ ∈ [c, +∞), l, m, n � çàäàííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè, à èí-
òåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Ïóñòü D = [a, +∞) × [c, +∞), C(D)
� ïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà D ôóíêöèé ñ
supremum-íîðìîé è p(t, s) = e−kts, ãäå k > 0. ×åðåç Cp(D) îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà D ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî px ∈ C(D). Íîðìà
â Cp(D) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ‖x‖Cp(D) = ‖px‖C(D). Â çàìåòêå èçó÷àþòñÿ
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) â ïðîñòðàí-
ñòâå Cp(D).

Òåîðåìà 1. Åñëè îïåðàòîð K äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Cp(D), òî îí
íåïðåðûâåí.

Êðèòåðèè äåéñòâèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðî-
ñòðàíñòâå Cp(D) íå èçâåñòíû. Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äåéñòâèÿ îïå-
ðàòîðà K â Cp(D).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ∈ {
[a, +∞), [c, +∞), D

}
è ω ∈ {τ, σ, (τ, σ)}. Èç-

ìåðèìàÿ íà D ×Ω ôóíêöèÿ u(t, s, ω) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â öåëîì, åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ‖u(t1, s1, ·)−u(t2, s2, ·)‖L1(Ω) < ε
ïðè |t1 − t2|, |s1 − s2| < δ, è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè ‖u(t, s, ·)‖L1(Ω)≤
U < ∞.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü l(t, s, τ) = e−ktsl1(t, s, τ), m(t, s, σ) = e−ktsm1(t, s, σ),
n(t, s, τ, σ) = e−ktsn1(t, s, τ, σ), ãäå k > 0, à ôóíêöèè l1,m1, n1 íåïðåðûâíû â
öåëîì è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà îïåðàòîð K äåéñòâóåò â ïðîñòðàí-
ñòâå Cp(D) è íåïðåðûâåí.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîðû I − L è I − M îáðàòèìû íà ëþáîì êî-
íå÷íîì ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b] × [c, d], l(t, s, τ) = e−ktsl1(t, s, τ), m(t, s, σ) =
e−ktsm1(t, s, σ), n(t, s, τ, σ) = e−ktsn1(t, s, τ, σ), ãäå k > 0, à ôóíêöèè l1,m1, n1
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íåïðåðûâíû â öåëîì è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ðàâíî-
ñèëüíî â Cp(D) óðàâíåíèþ

x(t, s) = g(t, s) +
∫ +∞

a

∫ +∞
c

h(t, s, τ, σ)x(τ, σ) dσdτ,
ãäå h(t, s, τ, σ) � íåïðåðûâíîå â öåëîì è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîå ÿäðî îïå-
ðàòîðà H = (I −M)−1(I − L)−1(LM + N), à g = (I −M)−1(I − L)−1f .

Î ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è ýëåêòðîäèôôóçèîííîãî
ïðîöåññà ïåðåíîñà

×îï÷èÿí À.Ñ., Êîðæîâ Å.Í., Àðõèïîâ Â.Ï.
(ã.Ñòàðûé Îñêîë ,ÑÒÈ ÍÈÒÓ ÌÈÑèÑ; channst_18@mail.ru)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ýëåêòðîäèôôóçèîííîãî ïåðåíîñà
äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå îêîëî èîíîñåëåê-
òèâíîé ìåìáðàíû. Äåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêèì, ÷òî
âåêòîð ïëîòíîñòè âîçíèêàþùåãî â ñèñòåìå òîêà îðòîãîíàëåí ïîâåðõíîñòÿì
ìåìáðàíû. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Íåðíñòà [1] îïèñûâàåò
ïðîöåññ ýëåêòðîäèôôóçèè â ïîäîáëàñòè, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåé ê
ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû è íàçûâàåìîé äèôôóçèîííûì ñëîåì. Â ðàññìàòðèâà-
åìîé ìîäåëè ïðåíåáðåãàåòñÿ êîíâåêòèâíûì äâèæåíèåì ðàñòâîðà, à ïåðåíîñ
çàðÿæåííûõ êîìïîíåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò äâóõ ìåõàíèçìîâ � äèôôó-
çèè è ìèãðàöèè.

Êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ, èìååò âèä [2]:

dCi

dX
= −ηzi

dΦ

dX
Ci + (−1)iβiJ, i = 1, 2 (1)

µ2 d2Φ

dX2
= −γ1C1 + γ2C2, (2)

X = 0 : Ci(0) = C0
i , Φ(0) = 0,

X = 1 : Φ(1) = −1,
(3)

ãäå C1(X), C2(X), Φ(X) - íåèçâåñòíûå ôóíêöèè � ïðèâåäåííûå êîíöåíòðà-
öèè äâóõ ñîðòîâ èîíîâ è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ðàññìàòðèâàåìûå ïðè
X ∈ [0; 1], J - êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïëîòíîñòü òîêà â ñìåñè. Îñòàëü-
íûå âåëè÷èíû � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû, îïèñû-
âàþùèå âíóòðåííèå ñâîéñòâà ïðîöåññà, ïðè ýòîì, µ2 - ìàëûé ïàðàìåòð.

Èñêëþ÷èâ èç ñèñòåìû (1)-(2) ôóíêöèè Ci(X), i = 1, 2, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîòåíöèàëà Φ(X) ïîëó÷èì íåëèíåéíîå èíòåãðî � äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå:

µ2 d2Φ
dX2 = −γ1[C

0
1 exp{−ηz1Φ(X)} − β1J

X∫
0

exp{ηz1(Φ(X1)− Φ(X))}dX1]+

+γ2[C
0
2 exp{−ηz2Φ(X)}+ β2J

X∫
0

exp{ηz2(Φ(X1)− Φ(X))}dX1]

,

(4)
êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

Φ(0) = 0, Φ(1) = −1. (5)
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Â îïðåäåëåííûõ (åñòåñòâåííûõ) óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû óñòàíîâëåíà
ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (4) â êîíóñå îòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíî ðå-
øåíèå �âûðîæäåííîé� çàäà÷è (ïðè µ = 0), èññëåäîâàíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ. Òàê êëàññè÷åñêàÿ Íüþòîíîâñêàÿ ëèíåàðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê èòåðà-
öèîííîìó ïðîöåññó äëÿ ëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ìàëûì ïàðàìåòðîì:

µ2d2un

dx2
+ bn(x)un(x) +

x∫

0

dn(x, x1)u
n(x1)dx1 = fn(x),

n = 0, 1, 2, . . . , un(0) = un(1) = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ìåòîäîì ïðîãîíêè íà ñïåöèàëü-
íîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ïîòåíöèàëà Φ(X)
çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé C1,2(X) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ëèòåðàòóðà. 1. Çàáîëîöêèé Â.È., Íèêîíåíêî Â.Â. Ïåðåíîñ èîíîâ â ìåìáðà-
íàõ. Ì.:Íàóêà, 1996. 396 ñ. 2. Êîðæîâ Å.Í., ×îï÷èÿí À.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå ýëåêòðîäèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïåðåíîñà îêîëî èîíîñåëåê-
òèâíîé ìåìáðàíû ñ ó÷¼òîì îáú¼ìíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Ñîðáöèîííûå
è õðîìàòîãðàôè÷åñêèå ïðîöåññû, 2007, ò.7, �5, ñ.815.

Ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ïàðàìåòðîì è îñîáîé òî÷êîé

Å.Â. ×îðíåíüêàÿ
(Óêðàèíà, ã. Íåæèí, ÍÃÓ èì. Íèêîëàÿ Ãîãîëÿ; elenagolovch@rambler.ru )

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îáùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

εh dz

dx
= xgA(x, ε)z + f(x, ε) exp

(
ε−h θxg+1

g + 1

)
(1)

ñ èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé x = ∞, ãäå ε - ìàëûé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð,
ε ∈ πε = {0 < |ε| < ε0, γ ≤ arg ε ≤ δ}, x ∈ S = {|x| ≥ a, α ≤ arg x ≤ β}, h > 0,
g ≥ 0, A(x, ε) - (n×n)-ìàòðèöà, f(x, ε) - n-ìåðíûé âåêòîð, êîòîðûå â ñåêòîðàõ
S è πε ïðåäñòàâëÿþòñÿ äâîéíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè

A(x, ε) ∼
∞∑

s=0

∞∑

k=0

εkx−sAsk, f(x, ε) ∼
∞∑

s=0

∞∑

k=0

εkx−sfsk,

θ - êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ãëàâíûé
îïåðàòîð ñèñòåìû èìååò êðàòíûé ñïåêòð.

Ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé îäíîìåðíîãî âåòâëåíèÿ, êîãäà êðàòíîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ïðåäåëüíîé ìàòðèöû îòâå÷àåò îäèí ýëåìåíòàðíûé
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äåëèòåëü òàêîé æå êðàòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå
äâîéíûõ ðÿäîâ ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà è îòíîøåíèÿ íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðà. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òàêîå
ïîñòðîåíèå âîçìîæíî. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû [1], âûâåäåíî óðàâíåíèå ðàçâåòâ-
ëåíèÿ, ïðîâåäåíî åãî èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâåííîãî àíàëîãà
äèàãðàìì Íüþòîíà [2]. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó âíóò-
ðåííèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû è ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé, ïî êîòîðûì ñòðîÿòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèÿ. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ýòèõ ðàçëîæåíèé, âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò íàõîäèòü èõ â ÿâíîì âèäå.

Ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî âåòâëåíèÿ, êîãäà êðàòíîìó ñîáñò-
âåííîìó çíà÷åíèþ ïðåäåëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû îòâå÷àåò íåñêîëüêî ýëåìåí-
òàðíûõ äåëèòåëåé îäèíàêîâîé êðàòíîñòè. Ïðèìåíèâ ìåòîä âíóòðåííåãî ïðî-
åêòèðîâàíèÿ [3], óäàëîñü ìíîãîìåðíóþ çàäà÷ó î âîçìóùåíèè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåäåëüíîé ìàòðèöû ñïðîåêòèðîâàòü â áî-
ëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó î âîçìóùåíèè, íî â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè,
è ïåðåéòè îò ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ ê îäíîìåðíîìó.

Èññëåäîâàí òàêæå íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-
ìåíòàðíûå äåëèòåëè èìåþò êàê îäèíàêîâóþ, òàê è ðàçíóþ êðàòíîñòü. Íàéäå-
íû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíûõ ðå-
øåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû è â ýòîì ñëó÷àå.

Ïîäðîáíî èçó÷åí âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû (1) â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå. Ïðèâåäåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïîêàçà-
òåëåé ñòåïåíåé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðà, ñ êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå.

Èññëåäîâàí àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð ïîñòðîåííûõ ôîðìàëüíûõ ðåøå-
íèé, ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè.

Ëèòåðàòóðà. 1. ßêîâåö Â.Ï. Ìåòîäû âîçìóùåíèé â çàäà÷å àñèìïòî-
òè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âûðîæäàþöèõñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ëèíåé-
íûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ìàëèìè ïàðàìåòðàìè. � Êèåâ. 1992. � 52 ñ. � (Ïðåïð./
ÀÍ ÓÑÑÐ. Èí-ò. Ìàòåìàòèêè; 92.34). 2. Àéçåíãåíäëåð Ï.Ã. Ìåòîä äèàãðàì
Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ìàëûìè ïàðàìåòðàìè è åãî ïðèëî-
æåíèÿ. � Ïñêîâ, 1989. � 52ñ. � Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ, 30 îêòÿáðÿ 1989 ã., �6852-89.
3. Ñàìîéëåíêî À. Ì., Øêiëü Ì. I., ßêîâåöü Â. Ï. Ëiíiéíi ñèñòåìè äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿìè. � Ê.: Âèùà øêîëà, 2000. � 294ñ.

Î ãåíåðàòîðàõ ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ Ñèëü÷åíêî
À.Ã. ×øèåâ

(Âîðîíåæ; Zchaslan@mail.ru)

Ïóñòü X - êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è EndX - áàíàõîâà àëãåáðà
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. Ïîëóãðóïïó îïåðà-
òîðîâ T : (0,∞) → EndX íàçîâåì ïîëóãðóïïîé Ñèëü÷åíêî êëàññà A(ϕ), åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) T (t) : X → D, ãäå t > 0 è D - íåêîòîðîå
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ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X, êîòîðîå ìîæåò áûòü íåçàìêíóòûì â X è ìî-
æåò áûòü íåïëîòíûì â X; 2) limt→0+ T (t)x = x, äëÿ x ∈ D; 3) ‖T (t)‖ ≤ ϕ(t),
äëÿ t > 0, ãäå ϕ - íåêîòîðàÿ ñóììèðóåìàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ. Ñèìâîëîì ImT
îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ∪t>0ImT (t).

Â ñòàòüå [2] ñëåäóþùèì îáðàçîì áûëè ââåäåíû îïðåäåëåíèÿ ñòàðøåãî ãå-
íåðàòîðà A, ãåíåðàòîðà Ac è áàçîâîãî ãåíåðàòîðà. Ñòàðøèì ãåíåðàòîðîì A
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòíîøåíèå, ñîñòîÿùåå èç ïàð (x, y) ∈ X×X ñî ñâîéñòâà-
ìè: 1) x ∈ ImT ; 2) âåðíû ðàâåíñòâà T (t)x−T (s)x =

∫ t

s
T (τ)ydτ, 0 < s ≤ t < ∞.

Ãåíåðàòîðîì Ac íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: 1) Ac ⊂ A; 2) limt→0+ T (t)x = x, äëÿ x ∈ D(Ac). Áàçîâûì ãåíå-
ðàòîðîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòíîøåíèå A, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè: 1) A ⊂ A; 2) ρ(A) ⊃ Cw, ãäå Cw = {λ ∈ C : Reλ > w} è ρ(A) -
ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A.
Òåîðåìà. Ïóñòü T : (0,∞) → EndX - ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ Ñèëü÷åíêî
êëàññà A(ϕ). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: 1) ïîëóãðóï-
ïà T èìååò áàçîâûé ãåíåðàòîð A; 2) Ac- áàçîâûé ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû
T ; 3) C0 ⊂ ρ(Ac) è R(λ,Ac)x = − ∫∞

0
e−λtT (t)xdt, x ∈ X, λ ∈ C0, ãäå

C0 = {λ ∈ C : Reλ > 0}; 4) åñëè
∫∞
0

ϕ(t)dt < ∞, òî iR ⊂ ρ(Ac) è
R(iα,Ac)x = − ∫∞

0
e−iαtT (t)xdt, x ∈ X, α ∈ R; 5) åñëè ôóíêöèÿ ϕ îãðàíè÷åíà

íà (0, 1], òî ñòàðøèé ãåíåðàòîð A- áàçîâûé è A = Ac.
Ëèòåðàòóðà. 1. Ñèëü÷åíêî Þ. Ò. "Ïîëóãðóïïû ñ íåïëîòíî çàäàííûì

ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì". Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 2005 âûïóñê 7, ñ.
57-62. 2. Áàñêàêîâ À. Ã. "Ëèíåéíûå îòíîøåíèÿ êàê ãåíåðàòîðû ïîëóãðóïï
îïåðàòîðîâ". Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 2008, ò.84, � 2 ñ. 175-192.

Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
âêëþ÷åíèÿ òèïà Êîøè-Êîâàëåâñêîé

Ð.Â. Øàìèí
(Èíñòèòóò îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï.Øèðøîâà ÐÀÍ; roman@shamin.ru)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ýâîëþöèîííûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó â àáñòðàêòíîé ôîð-
ìå. Ïóñòü H, D � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëè-
íåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

F : [0, T ]× C([0, T ]; D) → H.

Ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ, àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿì òåîðåìû Íèðåíáåðãà-Íè-
ñèäû [1] íà îïåðàòîð F , äëÿ çàäà÷è:

u′(t) = F [t, u],

u(0) = 0

âåðíà òåîðåìà, îáîáùàþùàÿ òåîðåìó Êîøè-Êîâàëåâñêîé î ëîêàëüíîé ðàçðå-
øèìîñòè. Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-
íûì, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò íå òîëüêî îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ èñêî-
ìîé ôóíêöèè, íî è, âîîáùå ãîâîðÿ, îò âñåõ ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé.
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Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå êîíñòðóêòèâíî
èññëåäîâàòü ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-
÷åíèé, ïîñòðîåííûõ ïî ýâîëþöèîííûì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ îïèñàíèÿ
íåëèíåéíîé äèíàìèêè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí èäåàëüíîé æèäêîñòè (ñì. [2], [3]).

Ëèòåðàòóðà. 1. Nishida T. A note on a theorem of Nirenberg // J. Di�er-
ential Geometry. V. 12. 1977. PP. 629�633. 2. Øàìèí Ð.Â. Âû÷èñëèòåëüíûå
ýêñïåðèìåíòû â ìîäåëèðîâàíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â îêåàíå. � Ì.: Íàóêà,
2008. 3. R.V. Shamin Dynamics of an Ideal Liquid with a Free Surface in Con-
formal Variables // Journal of Mathematical Sciences, Vol. 160, No. 5, 2009. P.
537-678.

Èíòåãðèðóåìîñòü è íåèíòåãðèðóåìîñòü â
òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèÿõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ì.Â. Øàìîëèí
(Ìîñêâà, ÌÃÓ; shamolin@imec.msu.ru, shamolin@rambler.ru)

Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå íîâûé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ ïåðè-
îäè÷åñêóþ êîîðäèíàòó. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â òàêèõ ñèñòåìàõ íåòðèâèàëüíûõ
ãðóïï ñèììåòðèé, ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû îáëàäàþò òàê íà-
çûâàåìîé ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé, îçíà÷àþùåé, ÷òî â ñðåäíåì çà ïåðèîä ïî
èìåþùåéñÿ ïåðèîäè÷åñêîé êîîðäèíàòû äèññèïàöèÿ â ñèñòåìå ðàâíà íóëþ, õî-
òÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü
êàê ïîäêà÷êà ýíåðãèè èçâíå, òàê è åå ðàññåÿíèå. Íà áàçå ïîëó÷åííîãî ìà-
òåðèàëà ïðîàíàëèçèðîâàíû äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âîçíèêàþùèå â ïëîñêîé
è ïðîñòðàíñòâåííîé äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðå-
äîé. Â ðåçóëüòàòå îáíàðóæåí öåëûé ñïåêòð ñëó÷àåâ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèÿõ è âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç
êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðà-
áîòû ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ íà óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè áîëåå îá-
ùèõ êëàññîâ íåêîíñåðâàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [1].

Ðåçóëüòàòû ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû ïîÿâèëèñü áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèþ
íåêîòîðîé çàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà â ñðåäå ñ ñîïðîòèâëåíèåì, ãäå
ïðèøëîñü èìåòü äåëî ñ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè, îáëàäàþùèìè íåñòàíäàðòíû-
ìè ñâîéñòâàìè. À èìåííî, îíè íå áûëè íè àíàëèòè÷åñêèìè, íè ãëàäêèìè, à
íà íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ îíè áûëè äàæå ðàçðûâíûìè. Ïðè ýòîì îíè âû-
ðàæàëèñü ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíèå
îáñòîÿòåëüñòâà, òåì íå ìåíåå, ïîçâîëèëè-òàêè ïðîâåñòè ïîëíûé àíàëèç âñåõ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è óêàçàòü íà òå èõ ñâîéñòâà, êîòîðûé îáëàäàëè ¾ãðó-
áîñòüþ¿ è ñîõðàíÿëèñü äëÿ ñèñòåì áîëåå îáùåãî âèäà, êîòîðûå îáëàäàëè
íåêîòîðûìè íåòðèâèàëüíûìè ñèììåòðèÿìè ñêðûòîãî òèïà. Ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, îáëàäàþùèõ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, è ïðè ýòîì âçÿòûìè èç äè-
íàìèêè òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé [2].
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Ëèòåðàòóðà. 1. Øàìîëèí Ì.Â. Ìåòîäû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà. � Ì.: "Ýêçàìåí", 2007. �
256 ñ. 2. Øàìîëèí Ì.Â. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé:
ïîäõîäû, ìåòîäû, ïðèëîæåíèÿ // Ôóíä. è ïðèêë. ìàò. � 2008. � Ò. 14. � Âûï.
3. � Ñ. 3�237.

Êëàññèôèêàöèÿ êîíôèãóðàöèé ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè ïî ÷èñëó îáëàñòåé

È.Í. Øíóðíèêîâ
(Ìîñêâà, ÌÃÓ; shnurnikov@yandex.ru)

Íà êàêîå ÷èñëî îáëàñòåé n ïðÿìûõ ìîãóò ðàçäåëèòü âåùåñòâåííóþ ïðî-
åêòèâíóþ ïëîñêîñòü? Åñëè âñå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî íà n
îáëàñòåé, åñëè ïðÿìûå � îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî íà n(n−1)

2
+ 1 îáëàñòü. Ýòî

� íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî îáëàñòåé. Îêàçûâàåòñÿ, îä-
íàêî, ÷òî äàëåêî íå âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåàëèçóþòñÿ. Êàêèå æå
÷èñëà èç îòðåçêà [n, n(n−1)

2
+ 1] ìîãóò ñëóæèòü ÷èñëîì îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ?

Á. Ãðþíáàóì â 1972 ãîäó ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó, ÷òî âñå ÷èñëà èç îòðåçêà
[3n − 4, 4n − 13] íå ðåàëèçóþòñÿ ïðè n > 9. Í. Ìàðòèíîâ äîêàçàë ãèïîòå-
çó Á. Ãðþíáàóìà è â 1993 ãîäó ïðåäëîæèë ôîðìóëó äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
÷èñåë îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ. Â.È. Àðíîëüä â 2007 ãîäó (íå çíàÿ î ðàáîòàõ ñâî-
èõ ïðåäøåñòâåííèêîâ) âûâåë ôîðìóëó Í. Ìàðòèíîâà è ÷àñòè÷íî åå äîêàçàë.
Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è � òåîðåìà 3 ïîëó÷åíî ìíîþ ñ ïîìîùüþ òåîðåì
1 è 2. Îáîçíà÷èì êîíôèãóðàöèþ ïðÿìûõ áóêâîé Π. Êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ è
îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè Π îáîçíà÷èì çà n(Π) è f(Π) ñîîòâåòñòâåííî. Ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè Π, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå,
îáîçíà÷èì çà r(Π). Ðàâåíñòâî n(Π) = r(Π) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïðÿìûå êîíôè-
ãóðàöèè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé ïðÿìûõ Π, â êîòîðûõ íå âñå ïðÿìûå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

f(Π) > 2

(
n(Π)2 − n(Π) + 2r(Π)

r(Π) + 3

)
.

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé ïðÿìûõ Π, òàêèõ ÷òî r(Π) > 5 è

n(Π) > r(Π)(r(Π) + 1)

2
+ 3,

âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

f(Π) > (r(Π) + 1) (n(Π)− r(Π)) .

Òåîðåìà 3. Êîíôèãóðàöèÿ èç n ïðÿìûõ è f îáëàñòåé ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî k, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåí-
ñòâàì 0 6 k 6 n− 2, òàêîå ÷òî

(n− k)(k + 1) + C2
k −min

{
n− k, C2

k

}
6 f 6 (n− k)(k + 1) + C2

k .
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Ëèòåðàòóðà. 1. Àðíîëüä Â.È., Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü n ïðÿ-
ìûõ?// Ìàòåì. ïðîñâåùåíèå, ñåðèÿ 3. � 2008. Ò. 12. � Ñ. 95�104. 2. Grünbaum
B., Arrangements and spreads// CBMS Regional Conference Series in Mathemat-
ics. � AMS Providence, R.I. 1972. No. 10. � P. 114. 3. Martinov N., Classi�cation
of arrangements by the number of their cells// Discrete and Comput. Geometry.
� 1993. V. 9. � P. 39-46.

The upper bound of the percolation threshold of the
Bernoulli �eld on the cubic lattice

E.S. Antonova, Yu.P. Virchenko
(Belgorod State University)

In�nite set V ∈ R3 is called the periodic one if there is the sequence 〈e1, e2, e3〉
of not collinear vectors in R3 such that for any ni ∈ Z, i ∈ {1, 2, 3}, V =
V + n1e1 + n2e2 + n3e3 takes place. The periodic set is the mathematical model
of the crystal lattice in R3 if it consists of isolated points. The crystal lattice
assumes the disjoint decomposition

V =
⋃

〈n1,n2,n3〉∈Z3

{V0 + n1e1 + n2e2 + n3e3} ,

where �nite set V0 is called the crystal cell. If the number of points in V0 is
minimal among all admissible crystal cells, it is named the elementary one.

De�nition 1. The in�nite nonoriented graph Λ = 〈V, Φ〉 with the support V
and the edge set Φ ⊂ V ×V ×V is called the periodic one with the dimension three
if there is such an inclusion M in R3 that its image MV is the crystal lattice in R3

and the image MΦ of the set Φ is invariant relative to translations with periods
〈e1, e2, e3〉, i.e. MΦ + n1〈e1, e1〉 + n2〈e2, e2〉 + 〈e3, e3〉 = MΦ, 〈n1, n2, n3〉 ∈ Z3

where the set {φ ∈ Φ : φ = 〈x, y〉, Mx ∈ V0} is �nite.
The in�nite periodic graph Λ = 〈V, Φ〉 with the dimension three is called the

cubic lattice if the elementary cell M : V 7→ R3 contains one vertex MV0 = {0},
i.e. V = Z3. Besides, the set MΦ assumes the disjoint decomposition

MΦ =
⋃

〈n1,n2,n3〉∈Z3

{MΦ0 + n1〈e1, e1〉+ n2〈e2, e2〉+ n3〈e3, e3〉}

with the set Φ0,
MΦ0 = {〈0, z〉; z = α1e1, α2e2, α3e3} ,

αi ∈ {±1}, i = 1, 2, 3 which determines completely the adjacancy structure of
the cubic lattice.

The random Bernoulli �eld {c̃(x) ∈ {0, 1}; x ∈ V } on the cubic lattice Λ is
considered. It is parameterized by the number Pr{c̃(x) = 1} = c.

De�nition 2. The random �eld {c̃(x); x ∈ V } posseses the percolation if the
existence probability P (c) of the in�nite not self-intersected way from the point
0 on the random subgraph Λ̃ = 〈W̃ , Φ̃〉 with W̃ = {x ∈ W : c̃(x) = 1} di�ers
from zero. The value inf{c ∈ [0, 1] : P (c) > 0} is called the percolation threshold.
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The probability P (c) assumes the following representation

P (c) = c−
∑

W : 0∈W∈Γ

Pr{W ⊂ W̃} , (1)

where Γ is the class of �nite, Φ-connected subsets of V and the following estimate
is valid for summands in the sum

Pr{W ⊂ W̃} ≤ (1− c)|∂+W | . (2)

Here, ∂+W is the so-called external border of the connected set W . It represents
the connected set on the periodic graph Λ∗ = 〈Z3, Φ∗〉 being adjoint to the graph
Λ [1] where the edge set Φ∗ is de�ned by translations of R3 with the periods
〈e1, e2, e3〉 on the basis of the �nite set

Φ∗
0 = {〈0,±e1 + α

(1)
i1

ei1 ,±e2 + α
(2)
i2

ei2 ,±e3 + α
(3)
i3

ei3}

where i1 = 2, 3, i2 = 1, 3, i3 = 1, 2 and αj
i ∈ {−1, 0, 1}, j = 1, 2, 3. It is obtained

the upper estimate O(1)9nn, n ∈ N of the cardinality of the class ∆n containing all
subsets from V which represent external borders of �nite clusters on Λ∗ including
the vertex 0 and having the cardinality n. On the basis of this estimate, the
decomposition (1) and estimates (2), using the Borel-Cantelli lemma, the upper
estimate c∗ ≤ 8/9 of the percolation threshold is found.

References. 1. Kesten H. Percolation Theory for Mathematicians. � Boston:
Birkhauser, 1982.

Di�erence Operators with Incommensurable Shifts.
Smoothness of Solutions

Ya. V. Chubis
(Moscow, PFUR)

The work is devoted to the boundary value problem for di�erential-di�erence
equations with incommensurable shifts. Some results for such equations were
obtained more than 200 years ago. A general theory of functional di�erential
equations was put forward by A. D. Myshkis , R. Bellman and K. Cooke ,
J. Hale , and others. They considered the boundary value problem for di�erential-
di�erence equations with the integer shifts in the highest derivatives, and the
shifts map the points of the boundary into the domain. The in�uence of such
shifts on the solvability and smoothness of generalized solutions was studied in
one-dimension in the papers of G. A. Kamenski�� [2][3] and A. D. Myshkis and
A. G. Kamenski�� [4], and others.It was found out that the smoothness of the
generalized solutions could be broken in a bounded domain and was preserved
only in some subdomains even with in�nitely di�erentiable right-hand side. In
the book of A. L. Skubachevski��[1]�Elliptic Functional Di�erential Equations and
Applications� necessary and su�cient conditions, solvability of boundary-value

162



problems for di�erential-di�erence equations, and various applications are con-
sidered. In[1],the following example of the boundary value problem for di�erence
operator with two incommensurable shifts was studied

−(v − εRv)′′(t) = f0(t) (t ∈ (0, π)), (1)
v(t) = 0 (t ∈ [−1, 0] ∪ [π, π + 1]), (2)

where (Rv)(t) = v(t−1)+v(t+τ), τ is an irrational number such that 0.9 < τ < 1
and, for all integers p, q, p−qτ 6= π, 0 < ε < 1/4 is su�ciently small, f0 ∈ L2(0, π).
It was proved that the set of discontinuity points of the �rst derivative v′ is dense
on the interval (0, π).

In the work it is investigated the boundary-value problem for di�erential-
di�erence equation with m ≥ 2 ∈ Z incommensurable shifts and we prove that
the set of discontinuity points of the �rst derivative v′ is dense on the interval
(0, d). Along with the theoretical analysis of the problem, numerical calculations
are done, which allows one to visualize the structure of the set of discontinuity
points for di�erent ε.

References. 1. Skubachevskii A. L. Elliptic Functional Di�erential Equations
and Applications-Basel-Boston-Berlin:Birkh�auser, 1997. 2. Kamenski��, G. A. and
A. D. Myshkis.Formulation of boundary-value problems for di�erential equations
with deviating arguments containing highest-order terms, Di�erentsialnye Urav-
neniya 10 (1974), 409�418; English transl. in Di�erential Equations 10 (1975).
3. Kamenski��, A. G. Boundary value problems for equations with formally sym-
metric di�erential-di�erence operators, Di�erentsialnye Uravneniya 12 (1976),
815�824; English transl. in Di�erential Equations 12 (1977).

Multidimensional modelling of the academic group
structure on progress in probationer's pedagogical activity

acmeological approach
V.N.Dontsov, V.K.Musienko, G.J.Ovsyannikov

(Voronezh, VSU, don@math.vsu.ru)

At the initial stage of the student-mathematician pedagogical practice in the
higher school, in the attached group of evening branch college students, there
was a local professional-pedagogical problem about student's multidimensional
classi�cation by cluster analysis methods of the o�cial summer session results.

The purpose of the student's group classi�cation choice in the beginning of an
educational semester was the necessity of an adequate and operative probationer's
choice of professional strategy and tactics at pro-conducting teaching and educa-
tional work. In a pedagogical, psychological and acmeological context of higher
school, the statement and the decision of the outspoken problem is executed for
the �rst time in our region.

Group's clustering by o�cial results of three examinations has allowed to
break students into six homogeneous clusters. Particularly, clustering results have
allowed the probationer to design a didactic system of signi�cant activity kinds
with a support on a zone of the nearest trainee development.
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This system includes: the di�erentiated analysis of pupils peculiarity using of
the psychogeometrical test; Information about the psychological reasons of back-
log in educational process, about infringements in thinking and memory mecha-
nisms (dormancy, oblivion, lack of logic); the help to chairs and dean's o�ce in
scheduling of exams retaking; stimulation of competitive and informative activity
in group, publicity of summer session personal results; organization of thematic
consultations in subjects: at systematization and ordering of mathematical knowl-
edge; at algorithmization of the typical problems decision; at training of heuristic
educational-scienti�c mathematical activity methods, at a concrete de�nition of
theoretical approach; at designing of examples and counterexamples; reference
instructing; the help to the lecturer in the organization and increase of the inter-
cessional control and certi�cation frequency (construction and duplicating of test
tasks, KIMs, continuous or spot check with the di�erentiated mark), etc.

The obtained experience of research can become an acmeological invariant of
author's pedagogical activity perfection.

References. 1. Àêìåîëîãèÿ /ïîä îáù. ðåä. àêàä. À.À. Äåðêà÷à. - Ì.:
ÐÀÃÑ, 2002. - 681ñ. - (Ó÷åáíèêè ÐÀÃÑ ïðè Ïðåçèäåíòå ÐÔ).

Multi-Dimensional Matrix Schr�odinger operators with
point interactions

N.I. Goloschapova

Multi-dimensional Schr�odinger operators with point interactions have been in-
tensively studied in the three last decades (see [1] - [5]). In the present talk, we ap-
ply boundary triplets and the corresponding Weyl functions approach to study the
matrix multi-dimensional Schr�odinger operators with point interactions. Namely,
in L2(Rd,Cn) (d ∈ {2, 3}), we consider the following matrix Schr�odinger di�eren-
tial expression with singular potential localized on the set X := {xj}m

j=1 ⊂ Rd

−∆⊗ In +
m∑

j=1

Λjδ(· − xj), Λj ∈ Rn×n, j ∈ {1, .., m}.

The minimal symmetric operator associated with this expression in L2(Rd,Cn) is
de�ned by

H := −∆⊗ In, dom(H) :=
{
f ∈ W 2

2 (Rd,Cn) : f(xj) = 0, xj ∈ X
}
.

Matrix three-dimensional Schr�odinger operator with one point interaction was
studied in [4]. We generalize the results of [4] to the case of m point interactions
and d = 2, 3. Namely, we construct a boundary triplet Π for H∗. Moreover,
we compute the corresponding Weyl function and the γ-�eld for Π, as well as
the scattering matrix for a pair {H0, HΘ}. In addition, we describe proper, self-
adjoint, and nonnegative self-adjoint extensions of the initial minimal symmetric
operator H and characterize their spectrum.
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About a theorem for the nonlinear transfer equation in
H∞(D)× L∞(G× V )

K.V. Golubnichiy
(Moscow, PFUR; kiril-golubnichi@yandex.ru )

We prove local unique solvability in H∞(D)×L∞(G×V ) of the inverse prob-
lem with �nal overdetermination for the modi�ed nonlinear transfer equation in
the case Σ(x, v, t) = σ(x, v) g(x, v, t) + h(x, v, t). In this paper the local unique
solvability inverse problem with �nal overdetermination modi�ed equation for
nonlinear Transfer. These tasks can be viewed as the problem of controllability,
which management is, for example, the multiplier on the right side, or in any other
factors, depending only on spatial variables in the case of the �nal overdetermina-
tion and independent only occasionally in the case of integral overdetermination.

Theorem 1. (Unique solvability of the inverse problem for the nonlinear mod-
i�ed transport equation in H∞(D)× L∞(G× V )).

Let F, Ft ∈ L∞(D), |∑(x, v, T )| ≥ ∑
0 > 0, (x, v) ∈ G ×

V ;J, Jt ∈ L∞
(
D, L2(V )

)
; u0 ∈ H∞(D) u0t ∈ L∞(D), g, gt ∈

L∞
(
G× V, L2(0, T )

)
, |g(x, v, T )| ≥ g0 > 0; ψ, (v,∇)ψ ∈ L∞(G × V ), ψ|γ− ∈

L∞(γ−); v−1
0 diamG < b and condition ψ(x, v) = 0 when (x, v) ∈ γ−. Then the

problem

ut(x, v, t) + (v,∇)u(x, v, t) +
∑

(x, v, t)u0(x, v, t) + [S(u)](x, v, t) =∫
V

J(x, v′, t, v)u(x, v′, t)dv′, where (x, v, t) ∈ D (1)

u(x, v, t) = 0, (x, v, t) ∈ γ− × [0, T ], (2)
u(x, v, 0) = 0, (x, v) ∈ Ḡ× V (3)

u(x, v, T ) = ψ(x, v), (x, v) ∈ Ḡ× V (4)
Σ(x, v, t) = σ(x, v) g(x, v, t), (5)

where σ � desired, and g � apriori given function, has unique solution (u, σ) in
a neighborhood of zero in H∞(D)×L∞(G×V ) for su�ciently small in the norm
ψ ∈ L∞(G× V ).
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Remark. Proof of Theorem 1 boils down to checking the feasibility conditions
of the theorem on the inverse functions.
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Probabilistic solutions of kinetic equations of statistical physics
T.V. Karabutova, Yu.P. Virchenko

(Belgorod State University)

The Cauchy problem for the class of nonlinear evolution equations of statistical
physics is solved on the basis of the special probabilistic construction. Let C be the
cone of vectors p = 〈pn; n ∈ N〉 with nonnegative components in l∞, sup

n
pn < ∞.

Let the vector function p : [0, T ] 7→ C ∩ l1, p(t) = 〈pn(t); n ∈ N〉 with values in
C ∩ l1,

∞∑
n=1

pn(t) < ∞ satis�es the di�erential equation

ṗn(t) = (Q[p])n (t)− pn(t) (K[p])n (t) , (1)

where K[·] is linear operator, K : l1 ∩ C 7→ l∞ ∩ C, sup
n

(K[p])n < ∞; Q[·] is the
quadratic operator, Q : C ∩ l1 7→ C ∩ l1,

(Q[p])n =
∞∑

k,l=1

Qn;k,lpkpl

with "matrix elements"Qn;k,l which have the following properties Qn;k,l ≥ 0,
Qn;k,l = Qn;l,k, ν = sup

k,l

∞∑
n=1

Qn;k,l < ∞. Besides, the equality

(K[p])n =
∞∑

k,l=1

Qk;n,lpl (2)

takes place. The property (2) guarantees the norm constancy of solutions of the
equation (1). We assume that the operator Q is nondegenerate. It is mean that the
equality Q[p] = 0, p ∈ C ∩ l1 involves p = 0. The last condition leads to the fact
that the solutions of the equation (1) do not intersect the boundary of the cone
C. Thus, if the pointed out conditions are ful�lled, the equation (1) may have the
probabilistic solutions p(t) such that the vector p(t) represents the probability
distribution on N at all t ∈ [0, T ]. The following statement takes place.

166



Theorem. For any probability distribution 〈pl; l ∈ N〉, the equation (1) has
the unique probabilistic solution p(t) at t ∈ R+ if operators Q and K satisfy the
above pointed out conditions. This solution satisfy the initial condition pl(0) = pl,
l ∈ N.

The proof is based on the construction of in�nite component random process
〈x̃(t); t ∈ R+〉 with values in NN, x̃(t) = 〈x̃n(t); n ∈ N〉 where components x̃n(t),
n ∈ N are process trajectories. They are piecewise constant with the probability
one and have their values in N. The discrete random variables 〈x̃n(0); n ∈ N〉 are
independent and distributed identically with the probability distribution 〈pl; l ∈
N〉, i.e. Pr{x̃n(0) = l} = pl, l ∈ N. The random process 〈x̃(t); t ∈ R+〉 is built on
the basis of the Poisson queue 〈τ̃n; n ∈ N〉 with the intensity ν and on the basis of
the random sequence 〈x̃(n); n ∈ N+〉 with the values in NN. The process trajectories
x̃(t) are determined by the formula x̃(t) = x̃(ñ) where ñ = max{l; τ̃l < t} if this
set is not empty and ñ = 0 otherwise. The sequence 〈x̃(n); n ∈ N+〉 is the Markov
chain that has the probability distribution de�ned by the probability distribution
〈pl; l ∈ N〉, Pr{x̃(0)

n = l} = pl, l, n ∈ N and the matrix of conditional transition
probabilities

Pr{x̃(n+1)
1 = m1, ..., x̃

(n+1)
j = mj|x̃(n)

2j = k1, ..., x̃
(n)
2j = k2j} =

= ν−j

j∏
i=1

Q̄mi;k2i−1,k2i
,

Q̄m;k,l = Qm;k,l +
1

2
(δmk + δml)

(
1−

∞∑
n=1

Qn;k,l

)
.

In this case, the relation

Pr{x̃(n+1)
j = m} = ν−1

∞∑

k,l=1

Q̄m;k,lPr{x̃(n)
2j−1 = k}Pr{x̃(n)

2j = l} (3)

takes place for probabilities Pr{x̃(n)
j = m}, m ∈ N of random values of sequence

components with numbers j ∈ N, n ∈ N+.
The relation (3) implies that the probability distribution Pr{x̃1(t) = l} =

pl(t), l ∈ N, generated by the probability distribution of the process 〈x̃(t); t ∈ R+〉
constructed, satis�es the equation (1). The solution constructed is unique on R+.
This fact follows from the contraction in C ∩ l1 of the operator

(R[p]) (t) = p(t′) +

t∫

t′

[(Q[p])n (s)− pn(s) (K[p])n (s)] ds

on all intersecting intervals of the t variation which have the length T and overlap
R+ since the contraction power 2νT < 1 does not depend on p ∈ C ∩ R+ and,
consequently, on t′ and t.
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One-dimensional problem of the heat radiative conductance
M.A. Saprykin, Yu.P. Virchenko

(Belgorod State University)

The one-dimensional problem of heat radiative conductivity in the dielectric
medium is considered. It is formulated the mathematical model describing the
heat transfer in such media on the basis of the presentation of the heat exchange
between di�erent medium areas by means of electromagnetic radiation. For this,
the energy �ux of electromagnetic radiation is calculated. Then, it is �nd its
divergence in the form of the functional on the local temperature.

The heat transfer in solids is realized by two mechanisms. The �rst is the
thermal conductivity and the second is connected with thermal electromagnetic
�eld irradiated by the medium volume near the point x at the time moment t
which has the temperature T (x, t)

ρλṪ (x, t) = κ∆T (x, t)− (∇,S(x, t)) (1)

where κ > 0 is the thermal conductivity of medium, ρ is its density and λ is the
thermal capacity. These values are constant and not as dependent on the temper-
ature. First term in the right part of (1) is connected with thermal conductivity,
the vector �eld S(x, t) represents the energy �ux of the thermal electromagnetic
radiation. The central mathematical problem of the evaluation of the physical
theory of the radiative conductance in solids is the calculation of the energy �ux
S(x, t) in the form of the functional S[T (x, t)] on the local temperature T (x, t).

The formulation of the mathematical model is based on the system Maxwell
equations in the dielectric medium describing the evolution of the electromagnetic
�eld.

1

c

∂B

∂t
+ [∇,E] = 0 , (2)

1

c

∂D

∂t
− [∇,H] = 0 , (3)

(∇,D) = 0 , (∇,B) = 0 (4)

where c is the light velocity, B = µH, µ is constant and H is the strength of mag-
netic �eld irradiated by the heated medium. Besides, the medium is characterized
by the permeability ε(ω) depending on the frequency of the electromagnetic �eld.
Therefore, the vector �eld D(x, t) of the electrical induction is expressed using
the electrical strength E(x, t) in the following form

E(x, t) =

∞∫

−∞

Ē(x, ω)eiωtdω , D(x, t) =

∞∫

−∞

D̄(x, ω)eiωtdω (5)

and
D̄i(x, ω) = ε(ω)Ē(x, ω) + 4πU(T, ω)ϕi(x, ω , i = 1, 2, 3 (6)

where
ε(ω) = ε− i

ν

ω
+ o(ω−1) , ν > 0 (7)

168



and the second term contains the multiply ϕ(x, ω) which is the uncorrelated
gaussian random �eld 〈ϕi(ω)〉 = 0

〈ϕi(x, ω)ϕj(x
′, ω′)〉 = δjj′δ(x− x′) , j, j′ = 1, 2, 3 (8)

where angular brackets denote the mathematical expectation. It is supposed that
the function U(T, ω) satisfy the condition

∞∫

−∞

ω2|U(T, ω)|2dω < ∞ . (9)

In frameworks of formulated mathematical model which is performed by
stochastic di�erential equations (2 - 4) and conditions (5 - 8), the one-dimensional
problem on [−L/2, L/2] is solved. The asymptotics of the mathematical expecta-
tion of the energy �ux

S(x, t) =
c

4π
[E(x, t),H(x, t)]

and its divergence are calculated at ω → ∞. It gives the functional Si(x, t) =
δi3S[T (x, t)], i = 1, 2, 3 and its divergence in the following form

〈(∇,S(x, t))〉 = − 2αγ

1− (κe−δ)4

L/2∫

−L/2

T 4(y, t)×

×
[
exp (−2δ|x− y|/L) +

(
κe−δ

)4
exp (2δ|x− y|/L) +

+ 2
(
κe−δ

)2
ch [2δ(x + y)/L]

]
dy + 4αT 4(x, t)

where κ is the re�ection coe�cient corresponding to boundary conditions and
α, δ are constant.
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