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Â íåäàâíåé ðàáîòå À. Ñïèâàê è Ñ. Îùåïêîâîé (ñì. [1]) áûë ïî-
ëó÷åí àíàëîã òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ â ñìûñëå æ¼ñò-
êîãî ëàïëàñèàíà ôóíêöèé íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, ñâÿ-
çûâàþùèé èíòåãðàë ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ñôåðå ñ èíòåãðàëîì
ïî øàðó. Õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû î ñðåäíåì â ôîð-
ìå Ãàóññà, âûðàæàþùèé çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ÷åðåç å¼ ñðåä-
íåå ïî øàðó èëè ñôåðå. Åñëè ïîíèìàòü ñôåðó â ìåòðè÷åñêîì ñìûñ-
ëå, òî òàêîãî àíàëîãà íåò. Îäíàêî, åñëè âìåñòî ìåòðè÷åñêîé ñôåðû
ðàññìîòðåòü ñòîõàñòè÷åñêóþ, òî òàêîé àíàëîã èìååòñÿ. Îêàçàëîñü,
÷òî çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ∆u = 0 íà ñòðàòèôèöèðîâàí-
íîì ìíîæåñòâå äîïóñêàåò âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ. À èìåííî,
ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ñïåöèàëüíûõ äèñêðåòíûõ áðîóíîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ìû íàøëè
ñîîòâåòñòâóþùèå áðîóíîâñêèå ïðîöåññû è ìîäåëèðîâàëè èõ íà êîì-
ïüþòåðå. Îêàçàëîñü, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñôåðà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâíîé; â äîêëàäå áóäóò ïðåä-
ñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôè÷åñêèå ìàòåðèàëû.
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ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå / Ñ.Í. Îùåïêîâà,
À.Ñ. Ñïèâàê // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà & Ôèçèêà. � 2025. � Ò. 57,
� 4. � Ñ. 266�271.
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ äðîáíî-
ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

Lnu(x) =

n∑
m=0

am(Dν)mu = f(x), x ∈ [0, 1], (1)
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ãäå Dν �äðîáíàÿ ñòåïåíü ïîðÿäêà ν ∈ (0, 1) îïåðàòîðà D = x d
dx .

Çàäà÷è òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ïðîìåæóòî÷íûõ
àñèìïòîòèê ïî Áàðåíáëàòòó�Çåëüäîâè÷ó, âàæíûõ äëÿ ìíîãèõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïîñòàíîâêè â òîì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íå çàäàíû � êëàññè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à Êîøè çäåñü íåïðèìåíèìà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèÿì,
êîãäà èíôîðìàöèÿ î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû îòñóòñòâóåò èëè
íåïîëíà.

Êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü èññëåäóåòñÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
Cµ[0, 1] ñ íîðìîé ∥u∥µ = supx∈[0,1]

|u(x)|
xµ , µ ⩾ 0. Îñíîâíîå âíèìà-

íèå óäåëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâó óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ê âîçìóùåíè-
ÿì ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïî
Àäàìàðó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1) ïðàâàÿ ÷àñòü f ∈ Cµ, à õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì Pn(p) =

∑n
m=0 amp

m èìååò ðàçëè÷íûå
äåéñòâèòåëüíûå êîðíè {pk}nk=1. Òîãäà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

pk < µν äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, (2)

óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ Cµ, êîòîðîå äî-
ïóñêàåò ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó. Äëÿ
ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè

∥u∥µ ⩽M

n∑
k=1

∥f∥µ
(µν − pk)|P ′

n(pk)|
. (3)

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèíãóëÿð-
íîå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò åäèíñòâåí-
íîå óñòîé÷èâîå ðåøåíèå áåç çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ðåçóëüòàòû
ðàáîòû ðàçâèâàþò òåîðèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ëèòåðàòóðà
1. Ñàìêî Ñ.Ã. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà è íåêî-

òîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ / Ñ.Ã. Ñàìêî, À.À. Êèëáàñ, Î.È. Ìàðè÷åâ. �
Ìèíñê : Íàóêà è òåõíèêà, 1987. � 687 ñ.

2. Podlubny I. Fractional Di�erential Equations / I. Podlubny. �
Academic Press, 1999.

3. Êîñòèí Â.À. Î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ áåç íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé äëÿ íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé / Â.À. Êîñòèí,
À.Â. Êîñòèí, Ä.Â. Êîñòèí // Âåñòíèê Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. : Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà. � 2018. � � 1. � Ñ.
87�93.

26



4. Àëêàäè Õ. Î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè ñ íóëå-
âûì óñëîâèåì äëÿ íåîäíîðîäíîãî îáîáù¼ííîãî óðàâíåíèÿ ñóáäèô-
ôóçèè / Õ. Àëêàäè // Íàóêà XXI âåêà: îòêðûòèÿ, èííîâàöèè, òåõ-
íîëîãèè : ìàòåðèàëû êîíô. � 2020.

5. Êîñòèí Â.À. Çàäà÷à áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíå-
íèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè è ïðîìåæóòî÷íûå àñèìïòîòèêè /
Â.À. Êîñòèí, Ä.Â. Êîñòèí, Õ. Àëêàäè // ×åëÿáèíñêèé ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2023. � Ò. 8, � 1. � Ñ. 18�28.

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ
ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ßÄÐÎÌ ÃÈËÜÁÅÐÒÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ1

Ñ.Í. Àñõàáîâ (Ãðîçíûé, ×ÃÓ èìåíè À.À. Êàäûðîâà)
askhabov@yandex.ru

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå
ñèíãóëÿðíûé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì Ãèëü-
áåðòà ñïåöèàëüíîãî âèäà

(Bu)(x) = −b(x)
2π

π∫
−π

[b(s) · u(s)]′ · ctgs− x
2

ds, b ∈ C1[−π, π],

êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàí-
ñòâà âåùåñòâåííûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé Ëåáåãà Lp(−π, π),
1 < p <∞, â ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî Lp′(−π, π), p′ = p/(p− 1), ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(B) =

u(x) : u ∈ AC[−π, π], u(∓π) = 0,

π∫
−π

|u′(x)|p
′
dx <∞

 ,

ãäå AC[−π, π] åñòü ìíîæåñòâî âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà îò-
ðåçêå [−π, π] ôóíêöèé.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ñëåäóÿ ðà-
áîòàì [1], [2], óñòàíîâëåíî, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ïîòåíöè-
àëüíûì, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì è ìàêñèìàëüíûì ìîíîòîííûì îïå-
ðàòîðîì. Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà, ìåòîäîì ìàêñèìàëüíûõ ìîíîòîí-
íûõ ïî Áðàóäåðó-Ìèíòè îïåðàòîðîâ äîêàçàíû ãëîáàëüíûå òåîðåìû

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
FEGS-2026-0004).
© Àñõàáîâ Ñ.Í., 2026
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î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ÿäðîì Ãèëüáåðòà, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîð B.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåëèíåéíûé îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè
(òàê íàçûâàåìûé îïåðàòîð Íåìûöêîãî). Ïóñòü âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ F (x, u) îïðåäåëåíà ïðè x ∈ [−π, π], u ∈ R, èìååò ïåðèîä
2π ïî x è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè: îíà èçìåðèìà ïî
x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u ∈ R è íåïðåðûâíà ïî u ïî÷òè äëÿ
âñåõ x ∈ [−π, π]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè, ïîðîæ-
äåííûé ôóíêöèåé F (x, u): (Fu)(x) = F (x, u(x)), à ÷åðåç L+

p (−π, π)
ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç Lp(−π, π).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p ⩾ 2 è f ∈ Lp′(−π, π). Åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ
x ∈ [−π, π] è âñåõ u ∈ R âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) |F (x, u)| ⩽ a(x) + d1 · |u|p−1, ãäå a ∈ L+

p′(−π, π), d1 > 0;
2) F (x, u) íå óáûâàåò ïî u;
3) F (x, u) · u ⩾ d2 · |u|p −D(x), ãäå D ∈ L+

1 (−π, π), d2 > 0,
òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ⩾ 0 óðàâíåíèå

λ · F (x, u(x))− b(x)

2π

π∫
−π

[b(s) · u(s)]′ · ctgs− x
2

ds = f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ D(B).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü p ⩾ 2 è f ∈ D(B). Åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ

x ∈ [−π, π] è âñåõ u ∈ R âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
4) |F (x, u)| ⩽ g(x) + d3 · |u|1/(p−1), ãäå g ∈ L+

p (−π, π), d3 > 0;
5) F (x, u) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî u;
6) F (x, u) · u ⩾ d4 · |u|p/(p−1) −D(x), ãäå D ∈ L+

1 (−π, π), d4 > 0,
òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ⩾ 0 óðàâíåíèå

u(x) + λ · F

x,−b(x)
2π

π∫
−π

[b(s) · u(s)]′ · ctgs− x
2

ds

 = f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ D(B).
Àíàëîãè òåîðåì 1 è 2 èìåþò ìåñòî è â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Êîøè [3].
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Î ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ
ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
À.Á. Áàáàåâ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé

óíèâåðñèòåò)
albabaev@sfedu.ru

Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ð. Áèëñà [1] ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî
ââåä¼ííûå èì êëàññû ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ çàìêíó-
òû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà. Áîëåå òî÷íî,
åñëè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íóëåâîãî ïîðÿäêà îáðàòèì
â L2(Rn), òî åãî îáðàòíûé îïåðàòîð ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó.
Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïåðåíåñåí íà èçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ã¼ëüäåðà
è Ã¼ëüäåðà�Çèãìóíäà â ðàáîòå [2].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïåðåíîñó ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà
àíèçîòðîïíûé ñëó÷àé. Èíòåðåñ ê àíèçîòðîïíûì êëàññàì ïñåâäî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîòèâèðîâàí, â ÷àñòíîñòè, èçó÷å-
íèåì òàêèõ îïåðàòîðîâ, êàê îïåðàòîð òåïëîïðîâîäíîñòè ∂/∂x1 −∑n
j=2 ∂

2/∂x2j , ñèìâîë êîòîðîãî a(ξ) = iξ1 +
∑n
j=2 ξ

2
j ïðèíàäëåæèò

èçîòðîïíîìó êëàññó Õ¼ðìàíäåðà S2
1,0, íî ñèìâîë åãî ïàðàìåòðèêñû

ïðèíàäëåæèò ëèøü êëàññó ñ ìåíüøèì ïîðÿäêîì ãëàäêîñòè. Ââåäåíèå
àíèçîòðîïíûõ êëàññîâ ñèìâîëîâ óñòðàíÿåò ýòî íåñîîòâåòñòâèå.

Äëÿ ó÷¼òà àíèçîòðîïèè â ïðîñòðàíñòâå Rn ââîäèòñÿ âåêòîð àíèçî-
òðîïèè κ = (κ1, . . . ,κn) ∈ Qn>0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ κ1+ . . .+
κn = n. Íàïðèìåð, äëÿ òåïëîâîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò âçÿòü κ1 = 2n

n+1
è κj = n

n+1 äëÿ j > 1.
Äëÿ âåêòîðà x ∈ Rn åãî ¾àíèçîòðîïíàÿ äëèíà¿ |x|κ îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

|x|κ =

{
0, åñëè x = 0,

t > 0, åñëè
∑n
i=1 x

2
i t

−2κi = 1.
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Êëàññ àíèçîòðîïíûõ ñèìâîëîâ Smκ ïîðÿäêà m ∈ R ñîñòîèò èç âñåõ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé a(x, ξ) íà Rn×Rn, äëÿ êî-
òîðûõ ïðè ëþáûõ p, q ∈ Z⩾0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

|a|mp,q :=
∑

|α|⩽p, |β|⩽q

sup
x,ξ∈Rn

∣∣∂βx∂αξ a(x, ξ)∣∣(1 + |ξ|κ)α·κ−m
<∞.

Êàæäîìó ñèìâîëó a ∈ Smκ , ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïñåâäîäèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Op(a), äåéñòâóþùóþ íà ôóíêöèþ u ∈ S(Rn)
ïî ïðàâèëó (ñì. [3]):

Op(a)u(x) =

∫∫
a(x, ξ)e2πi(x−y)·ξu(y) dydξ.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç OPSmκ .
Äëÿ ââåäåíèÿ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðà�Çèãìóíäà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå åäèíèöû Ëèòòëâóäà�Ïýëè, ìîäèôèöèðîâàí-
íî äëÿ àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ s ∈ R ïðîñòðàíñòâî Λsκ(Rn) ñî-
ñòîèò èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé u ∈ S ′(Rn), äëÿ êîòîðûõ íîðìà

∥u∥Λs
κ(Rn) = sup

j⩾0

∥∥2jsOp(λj)u
∥∥
L∞(Rn)

êîíå÷íà [4].
Äëÿ îïåðàòîðà B : S(Rn)→ S ′(Rn) ðàññìîòðèì åãî êîììóòàòîðû

ñ îïåðàòîðàìè óìíîæåíèÿ íà êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè è îïåðàòîðàìè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

LjB = [xj , B] = xjB −Bxj , MjB = [Dxj , B] = DxjB −BDxj ,

ãäå Dxj
= (2πi)−1∂xj

. Äëÿ ìóëüòèèíäåêñîâ α, β ∈ Zn⩾0 ïîëîæèì:

B
(α)
(β) = Lα1

1 . . . Lαn
n Mβ1

1 . . .Mβn
n B.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < s < κ−. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå B :
S(Rn)→ S ′(Rn) ïðèíàäëåæèò OPSmκ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáûõ ìóëüòèèíäåêñîâ α, β ∈ Zn⩾0 îïåðàòîð B
(α)
(β) ïðîäîëæàåò-

ñÿ äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà èç Λs+m−α·κ
κ (Rn) â Λsκ(Rn).

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òåîðåìó î çàìêíóòîñòè êëàñ-
ñîâ àíèçîòðîïíûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îòíîñè-
òåëüíî âçÿòèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà:
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü àíèçîòðîïíûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð A ∈ OPSmκ îáðàòèì êàê îïåðàòîð èç Λsκ(Rn) â Λs−mκ (Rn) äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ R. Òîãäà îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ∈ OPS−m

κ .
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Î ¾ÁÎËÜØÈÕ¿ ÊËÀÑÑÀÕ ÏÎ×ÒÈ ÝÐÌÈÒÎÂÛÕ
ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ

Ì.Á. Áàíàðó, Ã.À. Áàíàðó (Ñìîëåíñê, ÑìîëÃÓ)
mihail.banaru@yahoo.com

Îïóáëèêîâàííàÿ â 1980 ãîäó ñòàòüÿ âûäàþùåãîñÿ àìåðèêàíñêîãî
ãåîìåòðà Àëüôðåäà Ãðåÿ è åãî èñïàíñêîãî êîëëåãè Ëóèñà Ì. Õåðâåë-
ëû [1] � íàâåðíîå, ñàìàÿ öèòèðóåìàÿ ðàáîòà â îáëàñòè ýðìèòîâîé
ãåîìåòðèè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí â íàçâàííîé
ñòàòüå, � âûäåëåíèå 16 êëàññîâ (îäíàêî, ïðàâèëüíåå áûëî áû ñêà-
çàòü, òèïîâ) ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð.

Ýòè 16 êëàññîâ Ãðåÿ�Õåðâåëëû ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð èññëå-
äîâàíû î÷åíü íåðàâíîìåðíî. Ìåíåå âñåãî èçó÷åíû òàê íàçûâàåìûå
¾áîëüøèå¿ êëàññû: W1 ⊕W2 ⊕W3, W1 ⊕W2 ⊕W4, W1 ⊕W3 ⊕W4

è W2 ⊕W3 ⊕W4. Çà ìíîãîîáðàçèÿìè êëàññà W1 ⊕W2 ⊕W3 óæå áî-
ëåå ñîðîêà ëåò çàêðåïèëîñü íàçâàíèå ïîëóêåëåðîâûõ (semi-K�ahlerian,
SK-) ìíîãîîáðàçèé; ìíîãîîáðàçèÿ êëàññîâW1⊕W3⊕W4 èW2⊕W3⊕
W4 èçó÷àëèñü îáû÷íî ïîä íàçâàíèÿìè G1- è G2-ìíîãîîáðàçèé, ñîîò-
âåòñòâåííî. À ó ìíîãîîáðàçèé êëàññà W1⊕W2⊕W4 ïîêà íåò îñîáîãî
íàçâàíèÿ � ïîòîìó, íàâåðíîå, ÷òî ýòè ìíîãîîáðàçèÿ îòäåëüíî ïðàê-
òè÷åñêè íå èçó÷àëèñü.

Îêàçàëîñü, ÷òî íà îñíîâàíèè õàðàêòåðèçàöèè êëàññîâ Ãðåÿ�Õåð-
âåëëû â òåðìèíàõ òåíçîðîâ Êèðè÷åíêî [2], [3] ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä

© Áàíàðó Ì.Á., Áàíàðó Ã.À., 2026
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ðåçóëüòàòîâ î 6-ìåðíûõ ïîëóêåëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ [4], [5], à òàê-
æå î ìíîãîîáðàçèÿõ êëàññîâ G1 è G2 [6], [7]. Â äîêëàäå áóäåò ïðî-
âåäåíà ïîïûòêà ñèñòåìàòèçàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîé
îáëàñòè ýðìèòîâîé ãåîìåòðèè. Òàêæå áóäóò ïîñòàâëåíû òðè çàäà÷è
î ¾áîëüøèõ¿ êëàññàõ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòè çàäà÷è,
ïî íàøåìó ìíåíèþ, ìîãóò áûòü ðåøåíû â áëèæàéøåå âðåìÿ.

Êàê èçâåñòíî [4], ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè
M2n ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðà {J, g = ⟨·, ·⟩} , ñîñòîÿùàÿ
èç ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû J è ðèìàíîâîé ìåòðèêè g = ⟨·, ·⟩,
êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû òàêèì óñëîâèåì

⟨JX, JY ⟩ = ⟨X, Y ⟩ , X, Y ∈ ℵ(M2n),

ãäå ℵ(M2n) � ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ðàññìàòðèâàåìîì
ìíîãîîáðàçèè M2n. Ìíîãîîáðàçèå ñ çàäàííîé íà íåì ïî÷òè ýðìèòî-
âîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ýðìèòîâûì. Ñ êàæäîé ïî÷òè ýð-
ìèòîâîé ñòðóêòóðîé {J, g = ⟨·, ·⟩} íà ìíîãîîáðàçèèM2n ñâÿçàíà òàê
íàçûâàåìàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

F (X, Y ) = ⟨X, JY ⟩ , X, Y ∈ ℵ(M2n).

Ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ïîëóêåëåðîâîé, åñëè δF =
0 (çäåñü δ � îïåðàòîð êîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ); ïî÷òè ýðìèòîâà
ñòðóêòóðà ïðèíàäëåæèò êëàññó G1 , åñëè

∇X (F ) (X,Y )−∇JX (F ) (JX, Y ) = 0;

ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà ïðèíàäëåæèò êëàññó G2, åñëè

G
XY Z

{∇X (F ) (Y, Z)−∇JX (F ) (JY, Z)} = 0;

ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà ïðèíàäëåæèò êëàññó W1⊕W2⊕W4, åñëè

∇X (F ) (Y, Z) +∇JX (F ) (JY, Z) =

= − 1

n− 1
{⟨X,Y ⟩ δF (Z)− ⟨X,Z⟩ δF (Y )− ⟨X, JY ⟩ δF (JZ)} ,

ãäå X,Y, Z ∈ ℵ(M2n) [4].
Àâòîðàìè äàííîãî ñîîáùåíèÿ çà ïîñëåäíèå äâàäöàòü ïÿòü ëåò

îïóáëèêîâàíî îêîëî 40 ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðèåé ïî÷òè êîí-
òàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé. Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü ïî÷òè ýð-
ìèòîâû ìíîãîîáðàçèÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾ìàëûõ¿ è ¾ñðåäíèõ¿ êëàññîâ
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Ãðåÿ�Õåðâåëëû (ñì., íàïðèìåð, [8], [9], [10], [11]). Îêàçàëîñü, ÷òî ìíî-
ãèå ñâîéñòâà ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé ¾áîëüøèõ¿ êëàññîâ â
êàêîé-òî ìåðå àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì èõ ¾ìàëûõ¿
ïîäêëàññîâ. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïî÷òè êîí-
òàêòíûìè ìåòðè÷åñêèìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ñ òèïîâûìè ÷èñëàìè 1
èëè 0, à òàêæå ñ ìèíèìàëüíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè, õîòÿ è ïîëó÷à-
þòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì, íàïðèìåð, äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïðè-
áëèæåííî êåëåðîâûõ èëè êåëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðè ýòîì íå óòðà-
÷èâàþò ÿñíîñòè è íàãëÿäíîñòè è ñîõðàíÿþò ïîíÿòíûé ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë. Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàê íàçûâàåìûì àêñèîìàì [12], [13],
[14], [15] ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Â ñîîáùåíèè áóäåò ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ çà ïîñëåäíèå 25 ëåò â îáëàñòè ãåîìåòðèè ïî÷òè ýð-
ìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðèíàäëåæàùèõ ¾áîëüøèì¿ êëàññàì Ãðåÿ�
Õåðâåëëû. Òàêæå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû, à èìåííî:

1) íåñêîëüêî óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî÷òè êîí-
òàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè G1-ìíîãîîá-
ðàçèÿ áûëà ñòðóêòóðîé Ýíäî;

2) íåñêîëüêî óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî÷òè êîí-
òàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè 6-ìåðíîãî G2-
ìíîãîîáðàçèÿ áûëà êâàçèñàñàêèåâîé.

È, íàêîíåö, ôîðìóëèðóþòñÿ òðè çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðèåé
ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðèíàäëåæàùèõ ¾áîëüøèì¿ êëàñ-
ñàì Ãðåÿ�Õåðâåëëû:

1) êàêèìè ñâîéñòâàìè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åííûõ ýðìèòîâûõ
ìíîãîîáðàçèé îáëàäàþò ìíîãîîáðàçèÿ êëàññîâ G1 è G2, ïåðåñå÷åíè-
åì êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ êëàññ ýðìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé;

2) êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïî÷òè êîí-
òàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè ìíîãîîáðàçèé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ¾áîëüøèì¿ êëàññàì Ãðåÿ�Õåðâåëëû;

3) âîçìîæíî ëè îáîáùèòü ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òàê íàçûâà-
åìûìè àêñèîìàìè ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíî-
ñòåé, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå äëÿ ïðèáëèæåííî êåëåðîâûõ è
êâàçèêåëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóùåñòâåííûå ïðîäâèæåíèÿ â ðåøåíèè
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþòñÿ âïîëíå ðåàëüíûìè.
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Ïóñòü L2 = L2[0, ω] � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà
[0, ω] ñî çíà÷åíèÿìè â C è ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ìîäóëÿ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé, à W 1

2 =W 1
2 [0, ω] � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëå-

âà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç L2 ñ ïðîèçâîäíûìè èç L2.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ñ èíâîëþöèåé:

(L1x)(s) =
dx

ds
− q0(s)x(s)− q1(s)x(ω − s), (1)

(L2x)(s) = i
dx

dζ

∣∣∣∣
ζ=ω−s

− g0(s)x(s)− g1(s)x(ω − s), (2)

ãäå D(L1) = D(L2) = {x ∈ W 1
2 : x(0) = x(ω)} è ôóíêöèè qj , gj ,

j = 0, 1, ïðèíàäëåæàò L2. Ïîäðîáíî ýòè îïåðàòîðû èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòå [1]. Ïðè ýòîì îïåðàòîð L2 ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ

© Áàñêàêîâ À.Ã., Ãàðêàâåíêî Ã.Â., Êîñòèíà Ë.Í., Óñêîâà Í.Á., 2026
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(íå ñâÿçàííîãî ñ ìåòîäîì ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ) ïðèâîäèëñÿ ê îïåðà-
òîðó âèäà (1), íî ñ ãðîìîçäêèìè ôóíêöèÿìè q̃0 è q̃1, êîòîðûå âûðà-
æàëèñü ÷åðåç g0 è g1. Ïîñëå ýòîãî óæå ê âíîâü ïîëó÷åííîìó îïåðàòî-
ðó âèäà (1) ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòî ïîçâîëÿëî
âûïèñûâàòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ è ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èññëåäóåìûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [1]), à
òàêæå, íàïðèìåð, îäíî èç óñëîâèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà L1.

Åñëè æå îïåðàòîð L2 ðàññìàòðèâàòü íå ñ òî÷êè çðåíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ îöåíîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ñî-
ñòîÿíèé îáðàòèìîñòè Stinv (L2) (ñì. [2, Îïðåäåëåíèå]), òî åãî èññëå-
äîâàíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýêâèâàëåíòíûõ
îïåðàòîðîâ [2], [3].

Ïóñòü L0 = d/ds, D(L0) = D(L1) = D(L2), J ∈ EndL2 � îïåðà-
òîð èíâîëþöèè, (Jx)(s) = x(ω − s) è V � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ v ∈ L2, (V x)(s) = v(s)x(s), x ∈ L2. Çàïèøåì
îïåðàòîðû L1 è L2 â îïåðàòîðíîé ôîðìå

L1 = L0 −Q0 −Q1J, L2 = iJL0 −G0 −G1J.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî JL0 = −L0J , ïîëó÷èì

L2 = (L0 − iG0J − iG1)(−iJ) = L3(−iJ), (3)

ãäå L3 = L0 − iG0J − iG1. Ïðèìåíèì ê îïåðàòîðó L2, çàïèñàííîìó â
âèäå (3), ëåììó 3 èç [2].

Òåîðåìà 1. Stinv (L2) = Stinv (L3).
Îïåðàòîð L3 èìååò òîò æå òèï, ÷òî è îïåðàòîð L1. Ïîýòîìó ê

íåìó ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû èç [1].
Â ÷àñòíîñòè, èç [1, Òåîðåìà 7] âûòåêàåò
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå√

|Im ĝ1(0)| > ∥v∥2
√
ω/2,

ãäå

ĝ1(0) =
1

ω

∫ ω

0

g1(τ) dτ

è

v(s) = ig0(s)exp

ω−s∫
s

i(g1(τ)− ĝ1(0)) dτ.

Òîãäà îïåðàòîð L2 îáðàòèì.
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ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÎÁÐÀÒÍÛÕ
ÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÁÈËËÈÀÐÄÎÂ Â ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ

Ï.Ñ. Áåëþêèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
polina.belukina@math.msu.ru

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó: íà ìàòåðèàëüíóþ
òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû è çàðÿäà âíå îáëàñòè åäèíè÷íîãî êðóãà B
äåéñòâóåò ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå èíäóêöèè β, îðòîãîíàëüíîå ê
ïëîñêîñòè ñòîëà, à âíóòðè B íå äåéñòâóåò. ×àñòèöà áóäåò äâèãàòü-
ñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì âíóòðè îáëàñòè B è
ïî äóãàì îêðóæíîñòåé Ëàðìîðà L âíå ýòîé îáëàñòè. Òàêàÿ ñèñòå-
ìà íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ìàãíèòíûì áèëëèàðäîì â îêðóæíî-
ñòè. Îíà áóäåò èíòåãðèðóåìà â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå, ââåäåíûì
À.Ò. Ôîìåíêî, ñ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè L� ðàäèóñ îêðóæíîñòåé Ëàð-
ìîðà, R � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îáëàñòè B äî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé
Ëàðìîðà:

L =

√
v21 + v22
β

R =

{
1
β

√
v21 + v22 + β2 − 2β(xv1 − yv2) : (x, y) ∈ B

1
β

√
v21 + v22 + β2(x2 + y2)− 2β(xv1 − yv2) : (x, y) /∈ B

Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ äàííîé ñèñòåìû áóäåò ñëåäóþùèì: ïðè R = 0 è
ïðîèçâîëüíîì L, à òàêæå ïðè L + R = 1 � îäíîìåðíàÿ ñôåðà S1;
ïðè ëþáîì äðóãîì ôèêñèðîâàííîì R > 0, L > 0 è R + L > 1 �
äâóìåðíûé òîð T 2.

© Áåëþêèíà Ï.Ñ., 2026
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Ðèñ. 1: Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà îáðàòíîãî ìàãíèòíîãî
áèëëèàðäà. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà.

Åñëè â îáðàòíîì ìàãíèòíîì áèëëèàðäå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïîïàäàþò âíóòðü îáëàñòè B, òî ñèñòåìà ÿâëÿåò-
ñÿ áèëëèàðäîì ñ ïåðåìåííûì ïðîñêàëüçûâàíèåì, òàê êàê ïðè îòðà-
æåíèè îò ãðàíèöû ÷àñòèöà íå òîëüêî ìåíÿåò ñâîþ ñêîðîñòü, íî è ïå-
ðåìåùàåòñÿ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå âäîëü ãðàíèöû. Âåëè÷èíà äóãè
φ, íà êîòîðóþ ïîñêàëüçûâàåò òî÷êà, çàâèñèò îò óãëà α, ïîä êîòîðûì
áèëëèàðäíàÿ ÷àñòèöà óäàðèëàñü â ãðàíèöó: cosφ = 1− 2L2

R2 sin2 α.
Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü îáðàòíîãî ìàãíèòíîãî áèëëèàðäà

íåêîìïàêòíà, òàê êàê òðàåêòîðèè ìîãóò ïðîõîäèòü ÷åðåç ëþáóþ òî÷-
êó ïëîñêîñòè. ×òîáû ïîëó÷èòü êîìïàêòíîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíî-
ãîîáðàçèå, îãðàíè÷èì îáðàòíûé ìàãíèòíûé áèëëèàðä îêðóæíîñòüþ
ðàäèóñà 2 è îïðåäåëèì íà ãðàíèöå ýòîé îêðóæíîñòè îòîæäåñòâëåíèå
ñîãëàñíî áèëëèàðäíîìó çàêîíó. Ïîëó÷åííûé áèëëèàðä áóäåò èíòå-
ãðèðóåìûì â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå ñ òåìè æå ïåðâûìè èíòåãðà-
ëàìè. Îáðàç åãî îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà èìååò âèä êàê íà ðèñóíêå 2,
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà èçîáðàæåííîé îáëà-
ñòè. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü òàêîãî áèëëèàðäà áóäåò ãîìåî-
ìîðôíà òð¼õìåðíîé ñôåðå S3.
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Ðèñ. 2: Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà îáðàòíîãî ìàãíèòíîãî
áèëëèàðäà, îãðàíè÷åííîãî äîïîëíèòåëüíîé îêðóæíîñòüþ.

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà.

3. Sean Gasiorek On the dynamics of inverse magnetic billiards / Sean
Gasiorek // School of Mathematics and Statistics, Carslaw Building F07,
University of Sydney, NSW 2011 Australia.

ÎÁ ÝÊÂÈÄÈÑÒÀÍÒÀÕ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊÐÈÂÛÕ
À.À. Áîðòíèêîâ, Ë.Â. Ñòåíþõèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

stenyuhin@mail.ru, bortnikov7maath@mail.ru

Â ïðîñòðàíñòâå R2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâî k1(t, λ) ýêâèäè-
ñòàíò è ýâîëþòà v1(s) ôóíêöèè r1(t) = (x(t), y(t)) = (t, et), èìåþùèå
ïðåäñòàâëåíèå

k1(t, λ) =

(
t+ λ · et√

1 + e2t
, et − λ · 1√

1 + e2t

)
,

v1(s) = (s− 1− e2s, 2es + e−s).

Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê áèôóðêàöèè ñåìåéñòâà ýêâèäè-
ñòàíò k1(t, λ) ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ, îïèñûâàåìàÿ ìíîæåñòâîì

Γ =
{
(x, y) ∈ R2 : (x, y) = k1(t1, λ(t1, t2)) ∨ k1(t2, λ(t1, t2))

}
,

ãäå λ(t1, t2) < −
3
√
3

2
, ïðè÷¼ì

λ(t1, t2) =
t1 − t2

et2√
1 + e2t2

− et1√
1 + e2t1

, (1)

© Áîðòíèêîâ À.À., Ñòåíþõèí Ë.Â., 2026
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à (t1, t2) � ðåøåíèå ñèñòåìû
t1 + λ · et1√

1 + e2t1
= t2 + λ · et2√

1 + e2t2
,

et1 − λ · 1√
1 + e2t1

= et2 − λ · 1√
1 + e2t2

.

(2)

Óòâåðæäåíèå 1. Ïàðàìåòðû t1 è t2 ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ âè-
äà

et1 − et2 =
(t2 − t1)

(√
1 + e2t2 −

√
1 + e2t1

)
et1
√
1 + e2t2 − et2

√
1 + e2t1

. (3)

Óòâåðæäåíèå 2. Çàôèêñèðóåì λ < −3
√
3

2
. Êîîðäèíàòû ëþáîé

èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ, çàäàâàåìûõ âûðàæåíèÿìè (1)
è (3), îáðàçóþò ðåøåíèå (t1, t2) ñèñòåìû (2) è, ñîîòâåòñòâåíî,
îïðåäåëÿþò íà ýêâèäèñòàíòå k1(t) òî÷êó áèôóðêàöèè.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî k2(t, λ) ýêâèäèñòàíò è ýâîëþ-
òó v2(s) ôóíêöèè r2(t) = (x(t), y(t)) = (t, t2), èìåþùèå ïðåäñòàâëå-
íèå

k2(t, λ) =

(
t+ λ · 2t√

1 + 4t2
, t2 − λ · 1√

1 + 4t2

)
,

v2(s) = (−4s3, 3s2 + 1

2
).

Óòâåðæäåíèå 3. Ýêâèäèñòàíòà, ïðîäÿùàÿ ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ

òî÷êó ýâîëþòû v2(s) ñ êîîðäèíàòàìè

(
0,

1

2

)
, îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å-

íèåì ïàðàìåòðà λ = −1

2
.

Ïðè λ ∈
(
−1

2
;−∞

)
âîçíèêàþò òî÷êè áèôóðêàöèè. Èõ ãåî-

ìåòðè÷åñêèì ìåñòîì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü îñè Oy, à èìåííî: èíòåðâàë(
1

2
, +∞

)
.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðè λ = −3
√
3

2
ýêâèäèñòàíòà îïèðàåòñÿ íà

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû r2(t) è ýâîëþòû v2(s).
Ýòè òî÷êè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè Oy è èìåþò êîîðäè-

íàòû
(
−
√
2, 2

)
è
(√

2, 2
)
.
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Î ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈßÕ
Â-ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Ñ ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ1

Þ.Í. Áóëàòîâ (Åëåö, ÅÃÓ èì. È.À. Áóíèíà)
y.bulatov@bk.ru

Ïóñòü Rn={x=(x1, . . . , xn)}, Rn+={x : xi > 0}, Rn+={x : xi⩾0},
i = 1, n, −γ = (−γ1, . . . ,−γn), −γi ∈ (−1, 0).

B-Ãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðàòîð èìååò âèä:

2−γ =
∂2

∂t2
− a2∆B−γ

, ∆B−γ
=

n∑
i=1

B−γi , B−γi =
∂2

∂x2i
+
−γi
xi

∂

∂xi
, (1)

Âåñîâàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà â Rn+ çàäàíà ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

(u, v)−γ =

∫
Rn

+

u(x) v(x) x−γdx , x−γdx =

n∏
i=1

x−γii dxi , 0<γi<1.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåì ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Øâàðöà Sev = Sev(R+

n ), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé áûñòðî
óáûâàþùèõ âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè, ÷åòíûõ ïî Êèïðèÿíî-
âó [1, ñ.21] ïî êàæäîé êîîðäèíàòå ñâîåãî àðãóìåíòà. Ïðîñòðàíñòâî
ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ S′

ev,−γ .

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 24-21-00387).
© Áóëàòîâ Þ.Í., 2026
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå

(δ−γ , φ)−γ = lim
ε→0

∫
{x: 0⩽|x|<ε}

δ−γ,ε(x)φ(x) x
−γdx = φ(0) ∀φ(x) ∈ Sev(R+

n ),

áóäåì íàçûâàòü δ−γ-ðàñïðåäåëåíèåì Äèðàêà�Êèïðèÿíîâà, ïðèíàä-
ëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó ðàñïðåäåëåíèé S′

ev,−γ .
Ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ En,−γ(x, t) íàçûâàåòñÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà 2−γ , åñëè

2−γ En,−γ(x, t) = δ−γ(|x|) δ(t). (2)

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â êëàññå ðàäèàëüíûõ ôóíê-
öèé, òîãäà(

2−γEn,−γ , φ
)
−γ=

∫ T

0

∫
Rn

+

En,−γ(|x|, t)2−γ φ(|x|, t) x−γ dx dt .

Ïðîèçâåäåì ñôåðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è ïðèìåíèì
ôîðìóëó Êèïðèÿíîâà�Áåëüòðàìè [2], òîãäà îïåðàòîð (1) ïðèìåò
âèä îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû ñ ðàäèàëüíîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé

2−γ = |S1(n)|−γ
(
∂2

∂t2
− a2(Bβ)r

)
, r =

√
x21+ . . .+x2n, β=n−|γ|−1,

ãäå ÷èñëî β > −1 è
∣∣S1(n)

∣∣
−γ � ïëîùàäü ÷àñòè âçâåøåííîé åäè-

íè÷íîé ñôåðû â Rn+ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî
èçìåíèòñÿ ðàâåíñòâî (2):

|S1(n)|−γ
[
∂2

∂t2
− a2 (Bβ)r

]
En,−γ(r, t) = δβ(r) δ(t).

Îñîáîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò èíäåêñ β îïåðàòîðà Áåññåëÿ, êîòî-
ðûé ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ A) − 1 < β < 0, B) β=0, C) β>0 .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé A), ò.ê. ñëó÷àé B) ëåãêî ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé
çàäà÷å, à ñëó÷àé Ñ) èçó÷åí â ðàáîòå [3].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü −1<β<0 è µ = (β + 1)/2. Ôóíäàìåíòàëü-
íûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà (1) ñ îñîáåííîñòüþ â íà÷àëå êîîðäèíàò
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå èç ïðîñòðàíñòâà S′

ev,−γ :

En,−γ(r, t) =
1

|S1(n)|−γ
θ(t)

Γ(µ+1) a

2−2µ r2µ

Γ(µ)

1∫
0

(1− τ)µ−1

√
a2t2 − τ r2

dτ .
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Àâòîð áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó Ë.Í. Ëÿõîâó çà ïîñòàíîâêó ðåøà-
åìîé â ðàáîòå çàäà÷è è ñâîåâðåìåííûå êîíñóëüòàöèè.
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Î ÏÐÈÍÖÈÏÅ ÊÂÀÇÈÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÈ
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ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò)
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Ðàçâèòèå Í.Í. Êðàñîâñêèì ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà â îïðåäå-
ëåíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñ-
òîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÔÄÓ) ñ çàïàçäûâàíèåì íà îñíîâå ôóíê-
öèîíàëà Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé [1] øèðîêî ïðè-
ìåíåíî â ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ [2]. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà â çàäà÷å î ïðèòÿæåíèè ðåøå-
íèé ÔÄÓ îòíîñèòñÿ ê ðàáîòå Äæ. Õåéëà [2]. Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé
Æ. Ëà-Ñàëëÿ [3] î ïðèòÿæåíèè ðåøåíèé àâòîíîìíîé ñèñòåìû îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) òåîðåìà Äæ. Õåéëà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè ðåøåíèé ÔÄÓ. Ðàçâèòèå
òåîðåìû Ëà-Ñàëëÿ äëÿ íåàâòîíîìíûõ ÎÄÓ áûëî ïðåäñòàâëåíî êàê
ïðèíöèï êâàçèèíâàðèàíòíîñòè [4, 5]. Â ðàáîòàõ [6, 7] äàíî ðàçâè-
òèå óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåàâòîíîìíîãî ÔÄÓ çàïàçäûâàþùå-
ãî òèïà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàçâèòèè ðåçóëüòàòîâ
èç [6, 7] â íàïðàâëåíèè èññëåäîâàíèÿ ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèé íåàâòî-
íîìíîé ÔÄÓ çàïàçäûâàþùåãî òèïà íà îñíîâå óðàâíåíèé ñðàâíåíèÿ.
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Ïóñòü x åñòü âåêòîð n−ìåðíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
Rn ñ íåêîòîðîé íîðìîé |x|; äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà h > 0 C[φ] åñòü
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé φ : [−h, 0]→ Rn.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ(t) = f(t, xt), f(t, 0) ≡ 0, (1)

ãäå f : R×C[φ]→ Rn åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ; äëÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè x : (α, β)→ Rn, α < β, β − α ⩾ h ñèìâîëîì ẋ(t) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïðàâîñòîðîííþþ ïðîèçâîäíóþ; çàâèñèìîñòü xt îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì xt(s) = x(t+ s) (t ⩾ α, −h ⩽ s ⩽ 0).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1) f = f(t, φ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì ïðåäêîìïàêòíîñòè åå ñäâèãîâ F = {fτ (t, φ) = f(τ +
t, φ), τ ⩾ 0} ñîãëàñíî êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè â ñîîòâåòñòâó-
þùåì ìåòðèçóåìîì ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå F [6, 7].

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîæíî íàéòè ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà
V = V (t, x, φ), V ∈ C(R2 × C[φ]), äëÿ êîòîðîãî íåïðåðûâíàÿ
èíâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ [8] óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

V̇ (t, x, φ) ⩽ U(t, V )−W (t, x, φ), (2)

ãäå U ∈ C(R2 → R), W ∈ C(R2 × C[φ] → R+), ôóíêöèÿ U óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ [9] u̇ = U(t, u), ôóíêöèÿ W óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì îòíîñèòåëüíî f(t, φ).

Â âûøåïðèâåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàíû òåîðåìû î ïðè-
òÿæåíèè ðåøåíèé, îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçâèòèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò [6, 7].
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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ È ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÈ
Å.Â. Áóëèíñêàÿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

ebulinsk@yandex.ru

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, âîçíèêàþùåé â ðåàëü-
íîé æèçíè, íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî ïîñòðîèòü åå ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû â ïîñëåäíèå ãîäû òàê íàçûâàåìûå ìî-
äåëè âõîäà-âûõîäà (input-output models), îïèñûâàåìûå ñ ïîìîùüþ
íàáîðà èç 6 ýëåìåíòîâ (T,Z, Y, U,Ψ,L), ñì., íàïðèìåð, [1 - 2]. Çäåñü
T � ýòî ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ, Z = {z(t), t ∈ [0, T ]} � âõîäÿùèé
ïðîöåññ (èëè ïîòîê), Y = {y(t), t ∈ [0, T ]} � âûõîäÿùèé ïðîöåññ
(ïîòîê), U = {u(t), t ∈ [0, T ]} � óïðàâëåíèå (êîíòðîëü), Ψ � ôóíê-
öèîíàë, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ñîñòîÿíèå X ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
â ìîìåíò t ∈ [0, T ] êàê ôóíêöèþ íå òîëüêî âðåìåíè t, íî òàêæå
âõîäà, âûõîäà è óïðàâëåíèÿ, ò.å. X = Ψ(Z, Y, U). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
óïðàâëÿòü ìîæíî êàê âõîäÿùèì èëè âûõîäÿùèì ïðîöåññîì, òàê è
ñòðóêòóðîé ñèñòåìû è ñïîñîáîì åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ò.å. èçìåíÿòü
ôóíêöèîíàë Ψ.

Ïîñëåäíèé ýëåìåíò L � ýòî ìåðà ðèñêà èëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ,
îöåíèâàþùàÿ êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Åñëè èñïîëü-
çóåòñÿ ñòîèìîñòíîé ïîäõîä, ò.å. ó÷èòûâàþòñÿ èçäåðæêè, âûçâàííûå
ôóíêöèîíèðîâàíèåì, òî èõ íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü, à ïðè âû-
áîðå â êà÷åñòâå ìåðû ðèñêà ïîëó÷åííûõ äîõîäîâ, èõ íàäî ìàêñèìè-
çèðîâàòü. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ íàäåæíîñòíûé ïîäõîä,
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ðå÷ü èäåò î ïîèñêå òàêèõ óïðàâëåíèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìàê-
ñèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü íå âûõîäà ñèñòåìû èç ñòðîÿ íà ãîðèçîíòå
ïëàíèðîâàíèÿ ëèáî ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû, ñì.,
íàïðèìåð, [3].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè îáà ïðîöåññà Z è Y äåòåðìèíèðîâàííûå,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà äåòåðìèíèðîâàíà, åñëè îáà
ïðîöåññà ñëó÷àéíû, òî ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêàÿ, íàêîíåö, åñëè îäèí
èç ïðîöåññîâ äåòåðìèíèðîâàííûé, à äðóãîé ñëó÷àéíûé, òî ñèñòåìà
ñìåøàííàÿ.

Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ èññëå-
äîâàíèÿõ, òàêèõ êàê òåîðèÿ çàïàñîâ è âîäîõðàíèëèù, òåîðèÿ íàäåæ-
íîñòè, ôèíàíñû, ñòðàõîâàíèå, òåîðèÿ î÷åðåäåé, äèíàìèêà ïîïóëÿ-
öèé, ìåäèöèíà, áèîëîãèÿ è äðóãèå.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äîêëàäå áóäåò óäåëåíî ìîäåëÿì ñòðàõîâà-
íèÿ (õîòÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áóäåò óêàçàíî, êàê àíàëîãè÷íûå ìîäåëè
âîçíèêàþò è â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ).

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-
Ëóíäáåðãà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîé (âõîäÿùèé ïðîöåññ, ò.å.
ïðåìèè, äåòåðìèíèðîâàí, à âûõîäÿùèé, ñòðàõîâûå âûïëàòû, ñëó÷à-
åí), ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü â áîëüøèíñòâå ðàññìîòðåíèé, ÷òî îáà
ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ëèáî îáîáùåííûìè ïóàññîíîâñêèìè ïðîöåññàìè,
ëèáî îáîáùåííûìè ïðîöåññàìè âîññòàíîâëåíèÿ, ïîäðîáíî èññëåäî-
âàííûìè â ðàáîòå À.À.Áîðîâêîâà [4].

Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ (êîíòðîëÿ) âûñòóïàþò èíâåñòèöèè, êîòî-
ðûå ïîñòóïàþò îò àêöèîíåðîâ èçó÷àåìîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ðàç-
ëè÷àþòñÿ 3 ñëó÷àÿ: èíâåñòèöèè ïðîâîäÿòñÿ â îáëèãàöèè, â àêöèè è
â îáà òèïà àêòèâîâ.

Ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê âûáîðó îïòèìàëüíûõ èí-
âåñòèöèé, ïðåäåëüíîìó ïîâåäåíèþ êàïèòàëà êîìïàíèè ïðè íåîãðàíè-
÷åííîì âîçðàñòàíèè ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ, à òàêæå óñòîé÷èâîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÍÅÉÌÀÍÀ
ÄËß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÌ ÐÎÑÒÎÌ ÏÐÀÂÎÉ ×ÀÑÒÈ1

Ä.Â. Áûñòðîâ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÑÏáÃÓ, ÏÎÌÈ ÐÀÍ)
danil.bystrovv@gmail.com

Ìû ðàññìàòðèâàåì êðàåâóþ çàäà÷ó Íåéìàíà −∆pu+ up−1 = up
∗−1 â Ω,

∂u
∂n⃗ = 0 íà ∂Ω,
u > 0 â Ω,

(1)

ãäå Ω ⊂ SnR � âûïóêëàÿ îáëàñòü íà n-ìåðíîé ñôåðå ðàäèóñà R, p ∈
(1, n), ∆pu = div(|Du|p−2Du) � îïåðàòîð p-Ëàïëàñà è p∗ = np

n−p �
ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà W 1

p (Ω) â Lq(Ω).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü n ⩾ 5. Òîãäà ñóùåñòâóåò β > 0, òàêîå, ÷òî

ïðè 2 < p < n+2
3 + β çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåð-

ãèåé.
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ (ñì., íàïðèìåð, [1]), íà

îáëàñòü Ω íå íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ ãëàäêîñòè.
Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ òàêæå äëÿ Ω ⊂ M , ãäå M � ïðîèç-

âîëüíàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn+1.
Óñëîâèÿ íà ïîêàçàòåëü p â òåîðåìå 1 ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.
Òåîðåìà 2.Ïóñòü n ⩾ 2, n+2

3 < p < n è Ω ⊂ SnR � ïîëóñôåðà.
Òîãäà ñóùåñòâóåò R∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > R∗ çàäà÷à (1)
íå èìååò ðåøåíèÿ ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé.

Ëèòåðàòóðà
1. Äåìüÿíîâ À.Â. Î ñóùåñòâîâàíèè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â òåî-

ðåìàõ âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ñ ïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì / À.Â. Äåìüÿ-
íîâ, À.È. Íàçàðîâ // Àëãåáðà è àíàëèç. � 2005. � Ò. 17, âûï. 5. �
C. 105�140.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñîãëàøåíèå � 075-15-2025-344 îò
29.04.2025 â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå
èìåíè Ëåîíàðäà Ýéëåðà, ÏÎÌÈ ÐÀÍ) è Ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
è ìàòåìàòèêè ¾ÁÀÇÈÑ¿.
© Áûñòðîâ Ä.Â., 2026
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ÎÁ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ
Â ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÎÌ ÊÎÍÓÑÅ1

Â.Á. Âàñèëüåâ, Ä.À. Òîêàðåâ (Áåëãîðîä, ÍÈÓ "ÁåëÃÓ")
vbv57@inbox.ru, 1469493@bsuedu.ru

Çàäàäèì êîíóñ C3 ⊂ R3 ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì

x3 > φ(x1, x2),

ãäå

φ(x1, x2) =


ax1 + bx2, x1 > 0, x2 > 0,

−cx1 + bx2, x1 < 0, x2 > 0,

−cx1 − dx2, x1 < 0, x2 < 0,

ax1 − dx2, x1 > 0, x2 < 0,

a, b, c, d > 0.
Ïîä ýëëèïòè÷åñêèì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì â êîíóñå C3 ïîíè-

ìàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

(Au)(x) = 0, x ∈ C3, (1)

ãäå A � ýòî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

(Au)(x) =

∫
R3

e−ix·ξA(ξ)ũ(ξ)dξ

ñ ñèìâîëîì A(ξ), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

c1(1 + |ξ|)α ⩽ |A(ξ)| ⩽ c2(1 + |ξ|)α, c1, c2 > 0,

ðåøåíèå u èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà-ÑëîáîäåöêîãîHs(C3) [1],
ũ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóãêöèè u.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) èã-
ðàåò ïîíÿòèå âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè ñèìâîëà [1]

A(ξ) = A̸=(ξ)A=(ξ)

c èíäåêñîì æ ∈ R, çíà÷åíèå êîòîðîãî îïðåæåëÿåò êàðòèíó ðàçðåøè-
ìîñòè.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-21-00688)
© Âàñèëüåâ Â.Á., Òîêàðåâ Ä.À., 2026
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Ââåäåì îïåðàòîðû

Pk =
1

2
(I + Sk), Qk =

1

2
(I − Sk), k = 1, 2,

ãäå I ýòî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, à Sk � îäíîìåðíûé ñèíãóëÿðíûé
èíòåãðàë âèäà

(S1ũ)(ξ1, ξ2, ξ3) =
i

π
v.p

+∞∫
−∞

ũ(η, ξ2, ξ3)dη

ξ1 − η
,

(S2ũ)(ξ1, ξ2, ξ3) =
i

π
v.p

+∞∫
−∞

ũ(ξ1, η, ξ3)dη

ξ2 − η
.

Ââåäåì îïåðàòîð

(Vφũ)(ξ) = (P1P2ũ)(ξ1+aξ3, ξ2+bξ3, ξ3)+(Q1P2ũ)(ξ1−cξ3, ξ2+bξ3, ξ3)+

+(Q1Q2ũ)ξ1 − cξ3, ξ2 − dξ3, ξ3) + (P1Q2ũ)(ξ1 + aξ3, ξ2 − dξ3, ξ3),

äëÿ u ∈ S(R3).
Îòìåòèì, ÷òî (Vφũ)(ξ1, ξ2, 0) = ũ(ξ1, ξ2, 0), è V −1

φ = V−φ, â [2] áûë
èññëåäîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé a = c, b = d.

Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ (1) èíòåãðàëüíîå óñëîâèå

+∞∫
−∞

u(x1, x2, x3) = f(x1, x2). (2)

Òîãäà èìååò ìåñòî
Òåîðåìà. Åñëè ñèìâîë A(ξ) äîïóñêàåò âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ

îòíîñèòëåüíî êîíóñà C3 ñ èíäåêñîì æ, òàêèì ÷òî æ − s = 1 + ε,
|ε| < 1/2, òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f ∈ Hs+1/2(R2) è ýòî ðåøåíèå â îáðàçàõ Ôóðüå
èìååò ñëåäóþùèé âèä

ũ(ξ) = A−1
̸= (ξ1, ξ2, ξ3)(V

−1
φ A ̸=(ξ1, ξ2, 0)f̃(ξ1, ξ2)).

Ëèòåðàòóðà
1. Vasil'ev V.B. Wave factorization of elliptic symbols: theory and

applications. Introduction to the theory of boundary value problems in
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non-smooth domains / V.B. Vasil'ev. � Boston; London: Dordrecht,
2000. � 176 ñ.

2. Vasil'ev V.B. On certain 3-dimensional limit boundary value
problems / V.B. Vasil'ev // Lobachevskii J. Math. � 2020. Vol. 41,
� 5. � P. 917�925.

ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÈÅ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÈ
ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÊËÀÑÑÎÂ ÁÅÑÎÂÀ

Ñ ÄÎÌÈÍÈÐÓÞÙÅÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÃËÀÄÊÎÑÒÜÞ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÁÅÑÎÂÀ1

À.À. Âàñèëüåâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
vasilyeva_nastya@inbox.ru

Ïóñòü s ∈ N, 1 ⩽ pj ⩽ ∞, 1 ⩽ θj ⩽ ∞, rj = (rj , . . . , rj) ∈ Rd,
j = 1, . . . , s, l = (l, . . . , l) ∈ Rd, 2 < q, σ < ∞. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à îá îöåíêàõ êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ ïåðåñå÷åíèÿ êëàñ-
ñîâ Áåñîâà ñ äîìèíèðóþùåé ñìåøàííîé ãëàäêîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå
Áåñîâà dn(∩sj=1SB

rj
pj ,θj

(Td), Blq,σ(Td)).
Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî Brp,θ(Td) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàííîé íîðìîé. Ýòîò
èçîìîðôèçì ñòðîèëñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî ñèñòåìå
âñïëåñêîâ; ôîðìóëà, åãî çàäàþùàÿ, íå çàâèñåëà îò r, p è θ.

Îáîçíà÷èì αj = (αj , . . . , αj) ∈ Rd, ãäå αj = rj− l. Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

α1 < α2 < · · · < αs, α1 −
1

p1
> α2 −

1

p2
> · · · > αs −

1

ps
, (1)

{j ∈ 1, s : pj < q} ̸= ∅, {j ∈ 1, s : pj > 2} ̸= ∅, (2)

pj /∈ {2, q}, j = 1, . . . , s, (3)

αi1 − αj1
1/pi1 − 1/pj1

̸= αi2 − αj2
1/pi2 − 1/pj2

, i1 > j1, i2 > j2, (i1, j1) ̸= (i2, j2).

(4)
Îáîçíà÷èì

I = {j ∈ 1, s : pj > q}, J = {j ∈ 1, s : 2 < pj < q},
1 Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ìîñêîâñêèì öåíòðîì ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî ñîãëàøåíèþ No 075-15-
2025-345.
© Âàñèëüåâà À.À., 2026
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K = {j ∈ 1, s : pj < 2}.

Îïðåäåëèì ÷èñëà λi,j äëÿ i ∈ I, j ∈ J ⊔K è λ̃i,j äëÿ i ∈ I ⊔ J , j ∈ K
ðàâåíñòâàìè

1

q
=

1− λi,j
pi

+
λi,j
pj

,
1

2
=

1− λ̃i,j
pi

+
λ̃i,j
pj

. (5)

×èñëà i0 ∈ I, j0 ∈ J ⊔ K (ïðè I ̸= ∅) è i1 ∈ I ⊔ J , j1 ∈ K (ïðè
K ̸= ∅) îïðåäåëÿåì êàê

(i0, j0) = argmaxi∈I, j∈J⊔K{(1− λi,j)αi + λi,jαj},
(i1, j1) = argmaxi∈I⊔J, j∈K{(1− λ̃i,j)αi + λ̃i,jαj}.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè h0, h1, h2 : [1, q/2]→ R ∪ {−∞}:

h0(t) =

{
t((1− λi0,j0)αi0 + λi0,j0αj0), åñëè I ̸= ∅,
−∞, åñëè I = ∅,

h1(t) =

{
t
(
(1− λ̃i1,j1)αi1 + λ̃i1,j1αj1 − 1

2

)
+ 1

2 , åñëè K ̸= ∅,
−∞, åñëè K = ∅,

h2(t) =

{
maxj∈J φj(t), åñëè J ̸= ∅,
−∞, åñëè J = ∅,

ãäå

φj(t) = t

(
αj −

1

2
· 1/pj − 1/q

1/2− 1/q

)
+

1

2
· 1/pj − 1/q

1/2− 1/q
, j = 1, . . . , s.

Ïîëîæèì
h = max{h0, h1, h2}.

Òîãäà h � êóñî÷íî-àôôèííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ óçëàìè â òî÷-
êàõ 1 = t0 < t1 < · · · < tL−1 < tL = q/2.

Ïóñòü ñòðîãèé ìèíèìóì ôóíêöèè h äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå tl∗ , 1 ⩽
l∗ ⩽ L− 1. Îïðåäåëèì ÷èñëà α̂i, p̂i, θ̂i, i = 1, 2, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. åñëè h|[tl∗−1, tl∗ ]
= φj(l∗)|[tl∗−1, tl∗ ]

, j(l∗) ∈ J , òî α̂1 = αj(l∗), p̂1 =

pj(l∗), θ̂1 = θj(l∗);

2. åñëè l∗ = 1, h|[t0, t1] = h1|[t0, t1], òî α̂1 = (1− λ̃i1,j1)αi1 + λ̃i1,j1αj1 ,
p̂1 = 2, 1

θ̂1
=

1−λ̃i1,j1

θi1
+

λ̃i1,j1

θj1
(ñì. (5));
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3. åñëè h|[tl∗ , tl∗+1] = φj(l∗+1)|[tl∗ , tl∗+1], j(l∗ + 1) ∈ J , òî α̂2 =

αj(l∗+1), p̂2 = pj(l∗+1), θ̂2 = θj(l∗+1);

4. åñëè l∗ = L− 1, h|[tL−1, tL] = h0|[tL−1, tL], òî α̂2 = (1−λi0,j0)αi0 +
λi0,j0αj0 , p̂2 = q, 1

θ̂2
=

1−λi0,j0

θi0
+

λi0,j0

θj0
(ñì. (5));

óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âîçìîæíû òîëüêî òàêèå ñëó÷àè.
Ïîëîæèì

ω′
p,q =

1/p− 1/q

1/2− 1/q
, (6)

α∗ =
α̂2ω

′
p̂1,q
− α̂1ω

′
p̂2,q

2(α̂2 − α̂1) + ω′
p̂1,q
− ω′

p̂2,q

, (7)

A1 =
α̂2ω

′
p̂1,q

2 − α̂1ω
′
p̂2,q

2 +

+
((
α̂1 −

ω′
p̂1,q

2

)(
1
θ̂2
− 1

σ

)
−
(
α̂2 −

ω′
p̂2,q

2

)(
1
θ̂1
− 1

σ

))
,

(8)

A2 = (α̂2ω
′
p̂1,q − α̂1ω

′
p̂2,q)/σ, (9)

B = α̂2 − α̂1 −
ω′
p̂2,q

2
+
ω′
p̂1,q

2
, (10)

β1
∗ = A1/B, β2

∗ = A2/B. (11)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü d ∈ N, s ∈ N, 2 < q, σ < ∞, l ∈ R, rj ∈ R,
αj := rj − l, 1 ⩽ pj ⩽ ∞, 1 ⩽ θj ⩽ ∞, j = 1, . . . , s. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1)�(4). Ïóñòü 1 ⩽ l∗ ⩽ L − 1, tl∗ �
òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè h, ÷èñëà α∗, β

1
∗, β

2
∗ îïðåäåëåíû

ôîðìóëàìè (6)�(11).

1. Ïóñòü ω′
p̂1,q

⩾ ω′
θ̂1,σ

, ω′
p̂2,q

⩾ ω′
θ̂2,σ

. Ïîëîæèì β∗ = β1
∗.

2. Ïóñòü ω′
p̂1,q

⩽ ω′
θ̂1,σ

, ω′
p̂2,q

⩽ ω′
θ̂2,σ

. Ïîëîæèì β∗ = β2
∗.

3. Ïóñòü (ω′
p̂1,q
− ω′

θ̂1,σ
)(ω′

p̂2,q
− ω′

θ̂2,σ
) < 0. Îïðåäåëèì ÷èñëî λ̂ ðà-

âåíñòâîì ω′
p̂,q = ω′

θ̂,σ
, ãäå 1

p̂ = 1−λ̂
p̂1

+ λ̂
p̂2
, 1
θ̂
= 1−λ̂

θ̂1
+ λ̂
θ̂2
. Ïîëîæèì

α̂ = (1 − λ̂)α̂1 + λ̂α̂2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ζ := α̂ − ω′
p̂,q

2 ̸= 0.
Îáîçíà÷èì β∗ = β1

∗ ïðè (ω′
p̂1,q
− ω′

θ̂1,σ
)ζ > 0, β∗ = β2

∗ ïðè

(ω′
p̂1,q
− ω′

θ̂1,σ
)ζ < 0.
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Òîãäà

dn(∩sj=1SB
rj
pj ,θj

(Td), Blq,σ(Td)) ≍
Z
n−α∗(log n)(d−1)β∗ .

Ëèòåðàòóðà
1. Áàçàðõàíîâ Ä.Á. Ïðèáëèæåíèå âñïëåñêàìè è ïîïåðå÷íèêè

Ôóðüå êëàññîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. I /
Ä.Á. Áàçàðõàíîâ // Òðóäû ÌÈÀÍ. � 2010. � Ò. 269. � Ñ. 8�30.

ÌÅÒÎÄ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ
Â ÄÂÓÕÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ

ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å, ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÅÉ
Â ÒÅÎÐÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÂÎËÍÎÂÎÄÎÂ1

Ä.Â. Âàëîâèê, À.À. Äþíüäÿåâà (Ïåíçà, ÏÃÓ)
dvalovik@mail.ru, andyundyaeva@gmail.com

Òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â îïòè÷åñêèõ
âîëíîâîäàõ, çàïîëíåííûõ íåëèíåéíîé ñðåäîé, àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ
ìíîãèå äåñÿòèëåòèÿ, çà ýòî âðåìÿ â ýòîé îáëàñòè áûëî ïîëó÷åíî
íåìàëî ðåçóëüòàòîâ [1]. Âìåñòå ñ òåì ìíîãèå èíòåðåñíûå è âàæíûå
ÿâëåíèÿ ïî-ïðåæíåìó îñòàþòñÿ íå â ïîëíîé ìåðå èññëåäîâàííûìè. Ê
÷èñëó òàêèõ îòíîñèòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå òàê íàçûâàåìûõ ãèáðèäíûõ
ÒÅ-ÒÅ è ÒÅ-ÒÌ âîëí [2]. Òàêèå âîëíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó
äâóõ îäíî÷àñòîòíûõ ïîëÿðèçîâàííûõ ÒÅ èëè ÒÅ è ÒÌ âîëí, âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ â ñèëó íåëèíåéíîñòè ñðåäû è ôîðìèðóþùèõ åäèíóþ
ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â çàäà-
÷å, êîòîðûå ìû íàçîâåì çàäà÷åéP, î ðàñïðîñòðàíåíèè ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé ãèáðèäíîé ÒÅ-ÒÅ âîëíû â ïëîñêîì âîëíîâîäå òîëùèíû
h, ýêðàíèðîâàííîì ñ îáåèõ ñòîðîí è çàïîëíåííûì ïðîñòðàíñòâåííî-
íåîäíîðîäíîé íåëèíåéíîé ñðåäîé.

Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è P ïðåäñòàâëåíà â [2]. Çàäà÷à P ñî-
ñòîèò òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî
ïàðàìåòðà λ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè u1(x), u2(x), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé {

u′′1(x) = −
(
a1(x)− λ+ α1u

2
1(x) + α3u

2
2(x)

)
u1(x),

u′′2(x) = −
(
a2(x)− λ+ α4u

2
1(x) + α2u

2
2(x)

)
u2(x),

(1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-71-10036).
© Âàëîâèê Ä.Â., Äþíüäÿåâà À.À., 2026
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è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u1(0) = 0, u2(0) = 0,

u′1(0) = A1, u′2(0) = A2,

u1(h) = 0, u2(h) = 0,

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

A2
1 +A2

2 = A2, (2)

ãäå A > 0 è α1, α2 > 0, α3, α3 � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ïîñòî-
ÿííûå, A1, A2 � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, óäîâëåòâîðÿþùèå (2),
a1(x), a2(x) � ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷å íàäî îïðåäåëèòü λ,
íî òàêæå è îäèí èç ïàðàìåòðîâ A1 èëè A2. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íàäî îïðåäåëèòü ïàðó (λ,A1), òîãäà âòîðîé ïàðàìåòð A2 îïðåäåëèòñÿ
èç (2) ïî èçâåñòíîìó A è íàéäåííîìó A1.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåò èñïîëüçîâàí òàê íàçûâàå-
ìûé íåñòàíäàðòíûé ìåòîä âîçìóùåíèé, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ [2], [3],
[4]. Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è
èùóòñÿ âáëèçè ðåøåíèé áîëåå ïðîñòîé íåëèíåéíîé çàäà÷è (â äàííîì
ñëó÷àå ýòî çàäà÷à P ïðè α3 = α4 = 0).

Îäíèì èç äîñòîèíñòâ ïîñòðîåííîãî ìåòîäà âîçìóùåíèé ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü íåëèíåàðèçóåìûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è â òîì ñëó÷àå, åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à èìååò
íåëèíåàðèçóåìûå ðåøåíèÿ. Íåëèíåàðèçóåìûìè ìû íàçûâàåì òàêèå
ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è, êîòîðûå ïðè ñòðåìëåíèè êîýôôèöèåí-
òà íåëèíåéíîñòè ê íóëþ íå ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì åñëè áîëåå ïðîñòàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à
çàâèñèò îò êàêèõ-òî ïàðàìåòðîâ (â äàííîì ñëó÷àå ýòî α1 è α2), òî
ýòè ïàðàìåòðû îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ìàëû.

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ðàññìîòðèì çàäà÷ó P ′, ïîëó÷àþùó-
þñÿ èç P, åñëè â ñèñòåìå (1) ïîëîæèòü α3 = α4 = 0. Ïîëó÷èâøàÿñÿ â
ðåçóëüòàòå ýòîãî ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà óðàâíåíèÿ, ïåðâîå
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ u1, à âòîðîå �
òîëüêî ôóíêöèþ u2. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî çàäà÷à P ′ íå ðàñïàäàåòñÿ
íà äâå íåçàâèñèìûõ çàäà÷è â ñèëó îáùåãî ïàðàìåòðà λ è äîïîëíè-
òåëüíîãî óñëîâèÿ (2), ñâÿçûâàþùåãî çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
èñêîìûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöå x = 0, åå èññëåäîâàíèå â íåêîòîðîì
ñìûñëå ïðîùå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è P.
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Çàäà÷à P ′ â ñëó÷àå a1(x), a2(x) ≡ const èññëåäîâàíà â ðàáîòå [5],
ãäå äîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò íåëèíåàðèçóåìûå ðåøåíèÿ.

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è óäàåòñÿ ïðî-
âåñòè äëÿ øèðîêîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ è êîýôôèöèåíòîâ. Ïðåäñòàâ-
ëåííûé íèæå àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî a1(x) ≡ const, à a2(x) � íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a1(x) ≡ const > 0, à a2(x) � íåïðåðûâíàÿ
ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ è çàäà÷à P ′ èìååò n ðåøåíèé(
λ̄k, Ā

(k)
1

)
, ãäå k = 1, n. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ α∗ > 0 òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáûõ |α3| < α∗, |α4| < α∗ çàäà÷à P èìååò ïî êðàéíåé ìåðå

n ðåøåíèé
(
λ̂k, Â

(k)
1

)
, ïðè÷åì âñÿêàÿ ïàðà

(
λ̂k, Â

(k)
1

)
ñîäåðæèòñÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè
(
λ̄k, Ā

(k)
1

)
è
(
λ̂k, Â

(k)
1

)
→
(
λ̄k, Ā

(k)
1

)
ïðè α3, α4 →

0.

Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå: ñðåäè n ðåøåíèé çàäà÷è P ′, î êî-
òîðûõ èäåò ðå÷ü â òåîðåìå 1, èìåþòñÿ íåëèíåàðèçóåìûå ðåøåíèÿ, à
ýòî çíà÷èò, ÷òî ñðåäè íàéäåííûõ (ïî ýòîé òåîðåìå) ðåøåíèé çàäà-
÷è P òàêæå áóäóò íåëèíåàðèçóåìûå ðåøåíèÿ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ òàêèå íåëèíåàðèçóåìûå ðåøåíèÿ îòâå÷àþò íîâûì ðåæèìàì
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ïëîñêîì âîëíîâîäå.
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Âàæíûì ðåçóëüòàòîì â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì îêàçàëàñü îòêðûòàÿ À.Ò.Ôîìåíêî, Ñ.Â.Ìàòâååûì è äðóãè-
ìè ñâÿçü ìåæäó èçîýíåðãåòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè òàêèõ ñèñòåì è
ãðàô-ìíîãîîáðàçèÿìè Âàëüäõàóçåíà. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè äâà êëàñ-
ñà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàþò. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîá-
ðàçèå Âàëüäõàóçåíà åñòü òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìîæåò
áûòü ðàçðåçàíî ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó òîðîâ â îáúåäèíåíèå ìíîãîîá-
ðàçèé Çåéôåðòà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîãîîáðàçèå Çåéôåðòà ýòî òàêîå
òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ðàçáèâàåòñÿ ñ îáúåäèíåíèå ñëîåâ-
îêðóæíîñòåé, õîðîøî ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó, ò.å. òàê ÷òî ó
êàæäîãî ñëîÿ åñòü òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü, ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíàÿ
ëèáî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî äèñêà íà îêðóæíîñòü, ëè-
áî ñêðó÷åííîìó ïîëíîòîðèþ. Ñêðó÷åííîå ïîëíîòîðèå ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äèñêà íà îêðóæíîñòü òðàíñâåðñàëüíûì ðàç-

ðåçîì ñ ïîñëåäóþùåé ñêëåéêîé íà óãîë
2πk

n
, ãäå k, n � ïàðà âçàèìíî

ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, k < n. Ïàðà ÷èñåë (n, k) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò îñîáûé ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà � îñü ñêðó÷åííîãî ïîë-
íîòîðèÿ. À.Ò.Ôîìåíêî áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ
îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ íåâûðîæäåííîé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû (ò.í. 3-àòîì) èìååò ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ Çåéåôåðòà,
ñîãëàñîâàííîãî ñ ëèóâèëëåâûì ñëîåíèåì èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âñå îñîáûå ñëîè èìåþò òèïû (2, 1) â ñè-
ëó òðåáîâàíèÿ áîòòîâîñòè äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà. Òàêèì îáðà-
çîì, èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñêëåéêîé îêðåñòíîñòåé
îñîáûõ ñëîåâ ïî ãðàíè÷íûì ðåãóëÿðíûì òîðàì Ëèóâèëëÿ. Äàííóþ
ñêëåéêó óäîáíî îïèñàòü ãðàôîì Ðèáà äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà,
ñíàáæåííîãî èíôîðìàöèåé î òèïå îñîáûõ ñëîåâ (â âåðøèíàõ ãðàôà)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-71-10087).
© Âåäþøêèíà Â.Â., 2026
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è î òèïå ñêëååê ìåæäó íèìè (ìåòêè r, ε, n). Ïîëó÷åííûé èíâàðèàíò
â òî÷íîñòè îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ãðàô-ìíîãîîáðàçèÿ Âàëüäõàóçåíà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øèðîêèì êëàññîì èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ÿâ-
ëÿþòñÿ áèëëèàðäíûå êíèæêè. Íàïîìíèì, ÷òî ïëîñêèé áèëëèàðä,
îãðàíè÷åííûé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê èíòåãðèðóåì � çâåíüÿ
ëþáîé òðàåêòîðèè ëåæàò íà ïðÿìûõ, êàñàòåëüíûõ ê íåêîòîðîìó ýë-
ëèïñó èëè ãèïåðáîëå, ñ òåìè æå ôîêóñàìè, ÷òî è êâàäðèêè, îáðàçóþ-
ùèå ãðàíèöó áèëëèàðäíîãî ñòîëà. Äâèæåíèå ïî áèëëèàðäíîé êíèæ-
êå � êîìïëåêñó, ëèñòû êîòîðûõ ýòî ïëîñêèå îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå
äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê � îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Ñíàáäèì êîðåø-
êè êíèæêè � âäîëü êîòîðûõ ïðîèçîøëà ñêëåéêà áèëëèàðäíûõ ëè-
ñòîâ ïåðåñòàíîâêàìè. Òîãäà áèëëèàðäíàÿ ÷àñòèöà áóäåò ìåíÿòü ëèñò
êíèæêè ïîñëå óäàðà î êîðåøîê ñîãëàñíî ïåðåñòàíîâêå íà í¼ì.

À.Ò.Ôîìåíêî ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó î ìîäåëèðîâàíèè èíòå-
ãðèðóåìûìè áèëëèàðäàìè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Â
÷àñòíîñòè, âåðíî ëè, ÷òî ñ ïîìîùüþ áèëëèàðäíîé êíèæêè ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñëîåíèå å¼ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé íà-
ïåðåä çàäàííûé 3-àòîì, áàçó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ãðàô áåç ìåòîê),
èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Ïåðâûå äâà øàãà îêàçàëèñü âåðíûìè,
à òðåòèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.

Êëàññ îñîáåííîñòåé áèëëèàðäíûõ êíèæåê çàâåäîìî øèðå êëàññà
îñîáåííîñòåé èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì èíòå-
ðåñåí âîïðîñ, èìååò ëè ïðîèâçîëüíàÿ îñîáåííîñòü ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
èíòåãðèðóåìîé áèëëèàðäíîé êíèæêè ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ Çåéôåð-
òà (ñîãëàñîâàííóþ ñî ñòðóêòóðîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ). È åñëè äà, òî
êàê âî-ïåðâûõ, óñòðîåíà áàçà ýòîãî ñëîåíèÿ, à âî-âòîðûõ, êàê óñòðî-
åíû ïðîåêöèè ñëîåâ ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà íà áèëëèàðäíûé ñòîë. Áî-
ëåå òîãî, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü òèïû îñîáûõ ñëî¼â â ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ,
îòëè÷íûõ îò (2, 1)?

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàí âûðîæäåííûé 3-àòîì íåêîòîðîé èíòå-
ãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíè-
åì Çåéôåðòà ñ áàçîé íåêîòîðîãî îðèåíòèðóåìîãî 2-àòîìà S, êðè-
òè÷åñêèé ãðàô K êîòîðîãî ñîäåðæèò âåðøèíû ïðîèçâîëüíîé ÷åò-
íîé ñòåïåíè, à íà ðåáðàõ îòìå÷åíû òî÷êè, îòâå÷àþùèå îñîáûì ñëî-
ÿì ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, èìåþùèå ïðîèçâîëüíûé òèï. Òîãäà äëÿ
òàêîé òðåõìåðíîé áèôóðêàöèè àëãîðèòìè÷åñêè ñòðîèòñÿ áèëëè-
àðäíàÿ êíèæêà, ñêëååííàÿ èç ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ A′

0, òàêàÿ
÷òî å¼ ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà ôîêàëüíîì ñëîå îïèñûâàåòñÿ çàäàííûì
3-àòîìîì.
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Ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéåôåðòà äëÿ óêàçàííîé áèëëèàðäíîé êíèæêè
óñòðîåíû òðèâèàëüíî � äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äóãè ñîôîêóñíûõ
ýëëèïñîâ è ñíàáäèòü èõ ïîäõîäÿùèìè âåêòîðàìè ñêîðîñòè íà êàæäîì
ñëîå Ëèóâèëëÿ. Îäíàêî ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà äëÿ îñîáåííîñòåé,
òðàåêòîðèè êîòîðûõ ìîãóò ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñû, óñòðîåíû áîëåå
ñëîæíî. Áîëåå òîãî, è ñàìà áàçà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïðèíàäëåæèò
âñåãî ëèøü ê îäíîé èç òðåõ ñåðèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ëèñòû êîòîðîé îãðà-
íè÷åíû äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, òàêîâà, ÷òî äëèíû öèêëîâ ïå-
ðåñòàíîâêè íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäÿò äâóõ. Ðàññìîò-
ðèì òðàåêòîðèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ôîêóñ ñåìåéñòâà êâàäðèê. Òî-
ãäà òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ëèáî ëåæèò íà òîðå, ëèáî ëåæèò íà îñîáîì
ñëîå îäíîãî èç òðåõ àòîìîâ: Xn, Yn è A∗n.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî èíâàðèàíò
Ôîìåíêî-Öèøàíãà áèëëèàðäíîé êíèæêè, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñî-
ôîêóñíûõ êâàäðèê, íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûì. Èçî-
ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êóñêà. Â ïåðâîì èç
íèõ òðàåêòîðèè (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) êàñàþòñÿ ýëëèïñîâ. Îí èìååò
ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ Çåéåôåðòà, ñëîè êîòîðîãî ïðîåê-
òèðóþòñÿ â äóãè ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ (ò.å. âñå ìåòêè ìåæäó ñåä-
ëîâûìè àòîìàìè ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè). Âòîðîé êóñîê àíàëîãè÷åí
ïåðâîìó, òðàåêòîðèè êàñàþòñÿ ãèïåðáîë. È íàêîíåö òðåòèé êóñîê �
ñåäëîâîé 3-àòîì, òðàåêòîðèè êîòîðîãî ëèáî ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêóñû
ñåìåéñòâà êâàäðèê, ëèáî íåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå îí èìååò ñòðóêòó-
ðó ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, àíàëîãè÷íóþ ïåðâîìó èëè âòîðîìó êóñêó
(ïåðâîìó åñëè îñîáûå òðàåêòîðèè ëåæàò ìåæäó ôîêóñàìè, è âòîðîìó
� èíà÷å). Âîçíèêàþùèå â òàêîì èíâàðèàíòå Ôîìåíêî-Öèøàíãà ìåò-
êè r ðàâíû ëèáî íóëþ ëèáî áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó-
÷àå îãðàíè÷åííîñòü âûáîðà áàçû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, è ñëåäîâàòåëüíî, áîëåå áîãàòûé íà-
áîð ìåòîê â èíâàðèàíòå Ôîìåíêî-Öèøàíãà.
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È ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ
Ä.Ñ. Âåëüäèí, Ñ.À. Êîðîáîâ, À.Ä. Ëàâðîâñêàÿ,
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Äèôôóçèîííîå ïðîñòðàíñòâî îáëàñòåé öèòîçîëÿ æèâûõ êëåòîê
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñëîæíîé ñèñòåìîé òîíêèõ òðóáîê, ïî êîòî-
ðûì äâèæóòñÿ ìàëûå ìîëåêóëû [1], [2]. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðå-
øàòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, èëè, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â
ìîäåëè êîíöåíòðàöèÿ ïîñòîÿííà â ëþáîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè, òî
ìîæíî ïåðåéòè ê îäíîìåðíîé çàäà÷å, ïðåäñòàâèâ ñòðóêòóðó â âèäå
ãåîìåòðè÷åñêîãî ãðàôà [3]. Ýòî ïîçâîëèò ñäåëàòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå
ìåíåå òðóäî¼ìêèì.

Ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà äèôôóçèè ðåøåíèÿ îä-
íîìåðíîé è òðåõìåðíîé çàäà÷ ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü äðóã äðóãó
íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, ïîýòîìó áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäî-
âàíèÿ âëèÿíèÿ òîïîëîãèè äèôôóçèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñîãëàñî-
âàííîñòü ðåøåíèé. Çäåñü ñóùåñòâåííûìè êà÷åñòâåííûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ìû ñ÷èòàåì äëèòåëüíîñòü è ñêîðîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåñ-
ñà äî ìîìåíòà íàñûùåíèÿ. Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîëåêó-
ëû ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, îòñóòñòâóþò âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ìîëåêóëàìè è ìîëåêóë ñî ñòåíêàìè, äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò
òîëüêî çà ñ÷åò áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè ìîëåêóëû äèôôóçèîííîì ïðîñòðàíñòâå îòñóòñòâóþò è ïîïàäàþò
â â ñèñòåìó ÷åðåç òîðåö x = 0 ñ ïîòîêîì, çàäàííûì ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ áèîëîãè÷åñêèì ñìûñëîì çàäà-
÷è. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèôôóçèè òðåòüåãî ðîäà íà

© Âåëüäèí Ä.Ñ., Êîðîáîâ Ñ.À., Ëàâðîâñêàÿ À.Ä., Ñòàäíèê Â.Â.,
Ìàðòûøèíà À.Â., Ãîñòåâà È.Â., 2026
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îòðåçêå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ut = 0.001uxx

u|t=0 = 0

ux|x=0 = u|x=0 − 5 · (1 + sin(0.1 · t))
ux|x=1 = 0

x ∈ [0; 1]

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèôôóçèè
òðåòüåãî ðîäà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

ut = 0.001∆u

u|t=0 = 0

∇u · n⃗|x=0 = u|x=0 − 5 · (1 + sin(0.1 · t))
∇u · n⃗|x=1 = 0

x ∈ [0; 1]

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ãðàôû (ñóììàðíàÿ äëèíà
ðåáåð ïîñòîÿííà è ðàâíà åäèíèöå) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðåõìåðíûå
ñòðóêòóðû (îáúåì ñòðóêòóð îäèíàêîâ), ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé
ðàáîòå.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè íà ãðàôàõ ìû èñ-
ïîëüçîâàëè ðàçíîñòíóþ ñõåìó Äþôîðòà�Ôðàíêåëà, à äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà òðåõìåðíûõ ñòðóêòóðàõ èñïîëüçîâàëè ïðî-
ãðàììíûé ïðîäóêò äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
¾Ëîãîñ Òåïëî¿ (ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò 5.3.23).

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ è òðåõ-
ìåðíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

� âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà óìåíüøàåòñÿ ïðè ñìåíå ãðàôîâ è
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òðåõìåðíûõ ñòðóêòóð â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì
ðàñïîëîæåíû ýòè ãðàôû íà ðèñ. 1, ò.å. äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà íà
êà÷åñòâåííîì óðîâíå âåäåò ñåáÿ îäèíàêîâî ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà.

� ñêîðîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè
ãðàôîâ òàêæå â ïîðÿäêå èõ ðàñïîëîæåíèÿ êàê äëÿ îäíîìåðíûõ, òàê
è äëÿ òð¼õìåðíûõ ñòðóêòóð.

Â ðåçóëüòàòå áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà äèôôóçèè äëÿ âûáðàííûõ ãðàôîâ êà÷åñòâåííûå õà-
ðàêòåðèñòèêè íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò òðåõìåðíîé çàäà÷è ê
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Ðèñ. 1: Ãåîìåòðè÷åñêèå ãðàôû (ââåðõó) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
òðåõìåðíûå ñòðóêòóðû (âíèçó), âûáðàííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ â
äàííîé ðàáîòå. Îòìåòèì, ÷òî ãðàôû á, ä, å, æ íå ÿâëÿþòñÿ

ïëàíàðíûìè, ïîñêîëüêó äëèíû ðåáåð ýòèõ ãðàôîâ îäèíàêîâû.

îäíîìåðíîé, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ
ïåðåõîäà ê ãðàôîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ áåç ïðèâëå÷åíèÿ áîëüøèõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ×ÈÑËÎÂÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÅ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÃÎÌÅÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Â.Â. Âèäÿêèí (Òîìñê, ÒÃÓ)

vasvidik@mail.ru

Ïîä ïðîñòðàíñòâàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èìååì â âèäó ïðî-
ñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìî-
ñòè, äàëåå îáîçíà÷àåìûå êàê Cp(X), Cp(Y ), ãäå X,Y - òèõîíîâñêèå
òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå ïîâñåìåñòíî óïîìèíàåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Lp(X) =

= {λ1x1 + ...+ λnxn ∈ CpCp(X) : x1, ..., xn ∈ X,λ1, ..., λn ∈ R, n ∈ N} ,

àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì X â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå CpCp(X). Îáîçíà÷èì ΛX = {λx | x ∈ X,λ ∈ R} ⊂ CpCp(X).
Åñëè çàäàí ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì T : Cp(X) → Cp(Y ), òî ÷åðåç
T# : Lp(Y )→ Lp(X) îáîçíà÷àåòñÿ äâîéñòâåííîå ê T îòîáðàæåíèå.

Äîêëàä ôîêóñèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïîíÿòèÿõ:
Îïðåäåëåíèå 1. Íîñèòåëåì Y â Lp(X) ïðè ëèíåéíîì ãîìåî-

ìîðôèçìå T : Cp(X)→ Cp(Y ) íàçîâåì ìíîæåñòâî

S =
⋃
y∈Y

{
xk ∈ X : T#(y) =

n∑
k=1

λkxk, λk ∈ R \ {0}

}
,

Îïðåäåëåíèå 2. Äëèíîé íîñèòåëÿ Y â Lp(X) ïðè ëèíåéíîì
ãîìåîìîðôèçìå T : Cp(X)→ Cp(Y ) íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî

lon(Y, Lp(X), T ) = sup
y∈Y

{
n ∈ N : T#(y) =

n∑
k=1

λkxk, λk ∈ R \ {0}

}
,

Åñëè òàêîãî sup íå ñóùåñòâåò, òî ñ÷èòàåì lon(Y, Lp(X), T ) =∞.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè I : Cp(X) → Cp(X) - òîæäåñòâåííîå îòîáðà-

æåíèå, òî lon(X,Lp(X), I) = 1. Âû÷èñëÿòü âåëè÷èíó lon(Y,Lp(X), T )
ïîìîãàåò ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè T : Cp(X) → Cp(Y ) - ëèíåéíûé ãîìåî-
ìîðôèçì, òîãäà

lon (Y, Lp (X) , T ) = sup
y∈Y

{
n : Tf (y) =

n∑
k=1

λkf (xk) ; f ∈ Cp (X)

}
© Âèäÿêèí Â.Â., 2026
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Íà ïðèìåðàõ ([1], I.1.7, I.1.8) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëèíà íîñèòåëÿ
íå ñâÿçàíà íàïðÿìóþ ñ âûñîòîé ïðîñòðàíñòâà; êðîìå òîãî, áëàãîäà-
ðÿ èì âèäíî, ÷òî lon = 3 íå ñîõðàíÿåò òàêèå ñâîéñòâà, êàê âåñ, õà-
ðàêòåð, ëîêàëüíàÿ êîìàïêòíîñòü, ìåòðèçóåìîñòü è ñâîéñòâî Ôðåøå-
Óðûñîíà.

Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî l- ýêâèâàëåíòíûå ïðîñòðàíñòâà, ïî-
ñòðîåííûå ìåòîäîì Îêóíåâà ([2], �11) èìåþò äëèíó íîñèòåëÿ, ðàâ-
íóþ 3. Òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ Îêóíåâà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãèå äðóãèå
ñâîéñòâà, íàïðèìåð òàêèå êàê ýêñòåíò, êîëëåêòèâíàÿ íîðìàëüíîñòü
è ïðî÷èå, íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè lon = 3. Òàêæå ïðåäñòàâëåíû ñåìåé-
ñòâà l- ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ðàçëè÷íîé äëèíîé íîñèòåëÿ ïðè
èçîìîðôèçìàõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà íèõ.

Ââèäó ñêàçàííîãî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ
òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè äëèíå íîñèòåëÿ
n, íî íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè äëèíå íîñèòåëÿ n + k. Î÷åâèäíî, íàõîæ-
äåíèå â êëàññå l- ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ çàäàííîé äëèíîé íî-
ñèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ¾æåñòêèì¿ óñëîâèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷åì
ïðîñòî l- ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòðàíñòâ.

Äëèíà íîñèòåëÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü T : Cp(X) → Cp(Y ) è S : Cp(Y ) →

Cp(Z) - ëèíåéíûå ãîìåîìîðôèçìû; lon(Z,Lp(X), S ◦ T ) = k,
lon(Y, Lp(X), T ) = n, lon(Z,Lp(Y ), S) = m. Òîãäà k ⩽ n ·m.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü T : Cp(X)→ Cp(Y ) - ëèíåéíûé ãîìåî-
ìîðôèçì. Òîãäà lon(Y,Lp(X), T ) = lon(X,Lp(Y ), T−1)

Â ïåðñïåêòèâå âîçìîæíî ïîñòðîåíèå íåêîòîðîãî àíàëîãà ìåòðèêè
íà êëàññå l- ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ, îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî íàéòè ïðèçíàêè, ïîçâîëÿþùèå óòâåðæäàòü, ÷òî äëèíà íîñèòåëÿ
n ìèíèìàëüíà äëÿ ïàðû ôèêñèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, âíå çàâèñèìî-
ñòè îò ïîñòðîåííîãî èçîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé. Íà÷àëîì
èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà ìîæåò ñëóæèòü

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X, Y - òèõîíîâñêèå òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà, X - ïñåâäîêîìïàêòíîå, T : Cp(X) → Cp(Y ) - ëèíåéíûé
ãîìåîìîðôèçì. Ïóñòü T#(Y ) ⊂ ΛX. Òîãäà X ∼ Y .
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Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ïîõîä ê êîíñòðóèðî-
âàíèþ ïåðêîëÿöèîííûõ ìîäåëåé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñà-
íèè ðîëöåññîâ ïðîñà÷èâàíèÿ ãàçà, æèäêîñòè, ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â
ñëó÷àéí-íåîäíîðîäíûõ òâåðäîòåëüíûõ ñðåäàõ, íå îãðàíè÷èâàÿñü ïðè
ýòîì òàêîãî ðîäà ìàòåìàòè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, îïðåäåëÿåìûìè
òîëüêî íà áåñêîíå÷íûõ ãðàôàõ [1]. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
êàæäàÿ ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîãëàñîâàííóþ
êîìáèíàöèþ òðåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð (â ñìûñëå Í.Áóðáàêè),
îïðåäåëåííûõ íà êëàññàõ C ïîäìíîæåñòâ A èç íåêîòîðîãî ôèêñèðî-
âàííîãî ìíîæåñòâà Ω (ïðîñòðàíñòâà ïîãðóæåíèÿ) (ñì. [2]), à èìåííî,
ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ èç C, òîïîëîãèè íà Ω è âåðîÿòíîñò-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ⟨2Ω,B,P⟩ ñ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àé-
íûõ ñîáûòèé Ω, ÿâëÿþùèõñÿ âñåâîçìîæíûìè ïîäìíîæåñòâàìè èç Ω
è ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé B, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êëàññ C.

Ïðè ýòîì, äëÿ ñîçäàíèÿ îáùåãî ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ ïåðêîëÿöè-
îííîé ñòðóêòóðû íà îñíîâå ýòîé òðîéêè ñòðóêòóð, íåîáõîäèìî òàêîå
îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñâÿçàííîñòè, â ðàìêàõ êîòîðîãî áûëà âîçìîæíà
ôîðìóëèðîâêà âñåõ ïåðêîëÿöèîííûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ïðèâåäåíû â
îáçîðå [2], ïðè÷åì ýòî ïîíÿòèå äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî íåçàâèñèìî
îò èìåþùåéñÿ íà Ω òîïîëîãèè, òî åñòü âûõîäèëî çà ðàìêè îïðåäå-
ëåíèÿ ñâÿçàííîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ [3] è, â òî æå âðåìÿ,
îíî äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ òîïëîãèåé íà Ω â òîì ñìûñëå, ÷òî
áàçó òîïîëîãèè ìîæíî ñîñòàâèòü èç ñâÿçàííûõ ìíîæåñòâ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì, ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü C êëàññ ïîäìíîæåñòâ èç Ω, êîòîðûé
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ω ∈ C;
2. ∅ ̸∈ C;
3. Åñëè A ∈ C è B ∈ C òàêèå, ÷òî A ∩B ̸= ∅, òî A ∪B ∈ C;
4. Åñëè A ∈ C, òî ñóùåñòâóåò B ∈ C, B ̸= Ω òàêîå, ÷òî A∩B ̸=

∅.
Êëàññ C áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðîé ñâÿçàííîñòè íà ïðîñòðàí-

ñòâå ïîãðóæåíèÿ Ω, à ìíîæåñòâà A, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó êëàññó,
áóäåì íàçûâàòü ñâÿçàííûìè. Óïîðÿäî÷åííóþ æå ïàðó ⟨Ω, C⟩ áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ñâÿçíîñòè.

© Âèð÷åíêî Þ.Ï., 2026
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Ñâÿçíîå ìíîæåñòâî C ∈ C íàçîâåì ðàçëîæèìûì, åñëè îíî ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïàðû íåñîâïàäàþùèõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ
A è B, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìíîæå-
ñòâî C íàçîâåì íåðàçëîæèìûì. Ñâîéñòâî 3 ïîçâîëÿåò ñâîäèòü îïðå-
äåëåíèå ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè íà Ω ê îïðåäåëåíèþ òàêîãî ïîäêëàññà
C0 â êëàññå C ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî C èç C ìîæíî
áûëî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ C =

⋃n
j=1Aj ìíî-

æåñòâ Aj ∈ C0, j = 1÷n, äëÿ êîòîðûõ Aj∩Aj+1 ̸= ∅, j = 1÷n−1. Ýòîò
ïîäêëàññ áóäåì íàçûâàòü áàçîé ñâÿçíîñòè. Âûáîð ýòîãî ïîäêëàññà C0
íå îäíîçíà÷åí è ìîæíî ïîñòðîèòü, ñîãëàñíî Ìóðó-Ñìèòó, ñóæàþùèå-
ñÿ íàïðàâëåííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ ⟨An ∈ C;n ∈ N⟩, An+1 ⊂ An òàêèõ
ïîäêëàññîâ, êîòîðàÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé. Â
ëþáîì ñëó÷àå, êàæäûé òàêîé ïîäêëàññ äîëæåí ñîäåðæàòü â ñåáå âñå
íåðàçëîæèìûå ìíîæåñòâà èç C. Ïðåäåëû ýòèõ íàïðàâëåííîñòåé ìî-
ãóò êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü êëàññó C. Ïðè÷åì ýòè
íàïðàâëåííîñòè ìîæíî âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî An = B ∪ Cn,
ãäå B ∈ C è Cn ∈ C. Â ÷àñòíîñòè, C ìîæåò áûòü âûáðàíî íåðàçëîæè-
ìûì ìíîæåñòâîì. Åñëè ïðåäåë C íàïðàâëåííîñòè ⟨Cn;n ∈ N⟩ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì, òî êàæäûé ïðåäåë limn→∞An = B∪C òàêîé
íàïðàâëåííîñòè ñîñòîèò èç íåðàçëîæèìîãî ìíîæåñòâà B è ¾ñâÿçè¿
C, êîòîðàÿ èìååò ñ íèì íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äëÿ âûäåëåííîé ôèêñèðîâàííîé áàçû ñâÿçíîñòè êîíå÷íûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ⟨An ∈ C0;n = 1 ÷ N⟩ òàêèå, ÷òî An ∩ An+1 ̸= ∅,
n = 1÷N − 1 áóäåì íàçûâàòü ïóòÿìè â ïðîñòðàíñòâå ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî â Ω.
Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíûì îòíîñèòåëüíî ñòðóê-
òóðû ñâÿçíîñòè C, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ {x, y} ⊂ D íàé-
äåòñÿ òàêîé ïóòü ⟨An ∈ C0;n = 1 ÷ N⟩, äëÿ êîòîðîãî x ∈ A1 è
y ∈ AN .

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííîãî ïîäìíîæåñòâà D ïî îòíîøåíèþ ê êëàññó C íå ïðåäïîëàãàåò
íàëè÷èå òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå ïîãðóæåíèÿ Ω (ñì. [3]). Áîëåå òî-
ãî, â îïèñàííîé ñõåìå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè íå èñïîëüçîâàíî
íèêàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î êàðäèíàëüíîé õàðàêòåðèñòèêå ïðîñòðàí-
ñòâà Ω.

Îòìåòèì òàêîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíîñòè ⟨Ω, C⟩,
äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêàÿ áàçà ñâÿçíîñòè C0, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà âñåõ íàïðàâëåííîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç ïîä-
ìíîæåñòâ èç êëàññà C è âñå ýòè ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà íåðàçëîæèìû.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà ⟨Ω, C⟩ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðãðàô, ó êîòîðîãî
ñâÿçÿìè ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûå ìíîæåñòâà áàçû C0.

Ïîêàæåì, íàêîíåö, êàê îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâà
ñâÿçíîñòè ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðêîëÿöèîííûõ
ìîäåëåé.

Ïóñòü A ⊂ Ω � ¾ñëó÷àéíîå¿ ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïîãðóæå-
íèÿ, âûáèðàåìîå èç íåêîòîðîãî êëàññà ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïóñòü φ(x, y;A) � áèíàðíîå îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè ïàðû ýëå-
ìåíòîâ x è y èç Ω, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò A. Òîãäà,
î÷åâèäíî, ÷òî φ(x, x;A) (ïî îïðåäåëåíèþ) è φ(x, y;A) = φ(y, x;A) è
èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî A ïðåäñòàâèìî â âèäå äèçúþíêòèâíîãî
ðàçëîæåíèÿ

A =
⋃
n

An ,

â êîòîðîì âñå êîìïîíåíòû An � ñâÿçàííûå ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî óñòàíàâëèâàåòñÿ òðàíçèòèâ-
íîñòü îòíîøåíèÿ φ. Òîãäà ýòî îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçáèòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A íà íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèå èç ñâÿçàííûõ ìåæäó
ñîáîé ýëåìåíòîâ. Êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ x ∈ Ω ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïåðêîëÿöèîííûå êëàñòåðû [1], èõ íàëè÷èå â ìíîæåñòâå
çàâèñèò îò âûáîðà ýòîãî ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà A. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ èç Ω ìîæåò áûòü ñâÿçàííîé
èëè íå ñâÿçàííîé, â çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àéíîãî âûáîðà A. Åñëè èìå-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ òàêîãî âûáîðà, òî íà åãî îñíîâå
äîïóñòèìî îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé {φ(x, y;A)},
{x, y} ⊂ Ω.
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Â äàííîé ñòàòüå ïðîâåäåì ýêñêóðñ ïî èñòîðèè ðàçâèòèÿ îáùå-
èçâåñòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêøèõ äî XX âåêà. Ñäåëàíà
ïîïûòêà îáîçíà÷èòü íàèáîëåå õàðàêòåðíûå ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ ýòèõ
ñîñòàâëÿþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì. Ãåîìåòðèÿ êàê íàóêà âîçíèê-
ëà â ïðîöåññå ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ëþäåé, â òîì ÷èñëå è èõ
ýñòåòè÷åñêèå ïîòðåáíîñòè. Â öåëîì ýòîò ïðîöåññ ìîòèâèðîâàë ÷åëî-
âåêà ïîçíàâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ñâîéñòâà îêðóæàþùåãî ìèðà, èçó-
÷àòü ïðîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ýòîì çàêîíîìåðíîñòè è ò. ä.

Åñòü ñâåäåíèÿ, êîòîðûå óêàçûâàþò íà ïîïûòêè ãðå÷åñêèõ ó÷å-
íûõ ïîñòðîèòü ñèñòåìó ãåîìåòðèè åùå ñ V ñòîëåòèÿ äî í. ý., íî ñðå-
äè âñåõ èññëåäîâàíèé àíòè÷íîñòè íàèáîëåå çíà÷èìûì, êàê èçâåñòíî,
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ãåîìåòðèè, èçëîæåííàÿ ãðå÷åñêèì ìàòåìàòèêîì
Åâêëèäîì ïîä íàçâàíèåì ¾Íà÷àëà¿. ¾Íà÷àëà¿ Åâêëèäà â òå÷åíèå
äâóõ òûñÿ÷åëåòèé áûëè îñíîâíûì èñòî÷íèêîì, ïî êîòîðîìó èçó÷àëè
ãåîìåòðèþ, îõâàòûâàþò îíè â öåëîì, è âåñü îáúåì êóðñà ãåîìåòðèè
èçó÷àåìîãî â øêîëå. Åâêëèä îñóùåñòâèë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àêñè-
îìàòè÷åñêîãî ìåòîäà â ãåîìåòðèè, è íà÷èíàåò èçëîæåíèå ãåîìåòðèè
ñ ïåðå÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ ïðåäëîæåíèé, íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ âñÿ
ñèñòåìà íàóêè, îïðåäåëåíèé (êîòîðûìè îáúÿñíÿåòñÿ ñìûñë ïðèâî-
äèìîãî òåêñòà), àêñèîì è ïîñòóëàòîâ (â êîòîðûõ óñòàíàâëèâàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãåîìåòðèè è ïðåäëî-
æåíèÿ, ïðèíèìàåìûå áåç äîêàçàòåëüñòâà).

×òîáû ¾çàäàòü ãåîìåòðèþ¿ íóæíî îïèñàòü â íåé äâà êëàññà îáú-
åêòîâ: òî÷êè è ïðÿìûå, à òàêæå êàê ýòè äâà êëàññà âçàèìîäåéñòâó-
þò [3]. Ðàññìîòðèì åâêëèäîâó ïëîñêîñòü R2. ¾Òî÷êè¿ ýòîé ãåîìåò-
ðèè � ýòî îáû÷íûå òî÷êè ïëîñêîñòè, ¾ïðÿìûå¿ � îáû÷íûå ïðÿìûå
íà ïëîñêîñòè. Ê ïðèìåðó, äâà îïðåäåëåíèÿ èç ¾Íà÷àë¿ Åâêëèäà:
1. Òî÷êà åñòü òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé.
2. Ëèíèÿ åñòü äëèíà áåç øèðèíû.

Â äàëüíåéøåì â ¾Íà÷àëàõ¿ èçëîæåíû àêñèîìû, òåîðåìû, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ âûâîäèòñÿ èç ðàíåå óñòàíîâëåííûõ ïðåäëîæåíèé, äðó-
ãèìè ñëîâàìè ñîïðîâîæäàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì [4]. Íà ïðîòÿæåíèè
äâóõ òûñÿ÷åëåòèé ó÷åíûå òàêæå òðóäèëèñü íàä óñîâåðøåíñòâîâàíè-
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åì ¾Íà÷àë¿, õîòÿ èõ ïîïûòêè äîêàçàòü V ïîñòóëàò èëè çàìåíèòü åãî
î÷åâèäíûì ïðåäëîæåíèåì áûëè áåçóñïåøíû.

Ïåðâûì îïóáëèêîâàë â ïå÷àòè îá îòêðûòèè íååâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè ïðîôåññîð è ðåêòîð Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà Íèêîëàé Èâàíî-
âè÷ Ëîáà÷åâñêèé (1792�1856 ãã.). Î ñâîåì îòêðûòèè îí ñîîáùèë 200
ëåò òîìó íàçàä (24 ôåâðàëÿ (ïî íîâîìó ñòèëþ) 1826 ã.) â äîêëàäå
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó ðîäíîãî âóçà. Òðè ãîäà ñïóñòÿ
îí íà÷èíàåò èçäàâàòü áîëüøèå ðàáîòû íà ðóññêîì ÿçûêå, ïîñâÿùåí-
íûå ñâîåìó îòêðûòèþ, òàêæå ðåôåðàòèâíîå ñîäåðæàíèå ýòèõ ðàáîò
ïåðåâîäèò íà ôðàíöóçñêèé è íåìåöêèé ÿçûêè [2]. Ãåîìåòðèÿ Ëîáà-
÷åâñêîãî � ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà òåõ æå îñíîâíûõ
ïîñûëêàõ, ÷òî è îáû÷íàÿ ãåîìåòðèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì V ïîñòóëàòà.
Çàìåíÿåòñÿ îí â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íà àêñèîìó î ïàðàëëåëü-
íûõ Ëîáà÷åâñêîãî: ×åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé,
ïðîõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïðÿìûå, ëåæàùèå ñ äàííîé ïðÿìîé
â îäíîé ïëîñêîñòè è íå ïåðåñåêàþùèå å¼.

×åðåç íåñêîëüêî ëåò, â 1832 ãîäó ïîÿâèëàñü â ïå÷àòè ðàáîòà âåí-
ãåðñêîãî ìàòåìàòèêà ßíîøà Áîÿéè, êîòîðûé íåçàâèñèìî îò Í. È.
Ëîáà÷åâñêîãî òàêæå ïðèøåë ê îòêðûòèþ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Íà ïåðâûõ ïîðàõ ðàáîòû òâîðöîâ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè áûëè
íåïîíÿòû. È òîëüêî íà÷èíàÿ ñ âòîðîé ïîëîâèíû XIX ñòîëåòèÿ èññëå-
äîâàíèÿ êðóïíåéøèõ ó÷åíûõ òîãî âðåìåíè ïîêàçàëè, ÷òî íååâêëè-
äîâàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî-Áîÿéè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëîãè÷åñêè
ñòîëü æå áåçóïðå÷íîé, êàê è ñèñòåìà Åâêëèäà [2].

Îòìåòèì, ÷òî ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ áûëà èçâåñòíà çàäîëãî, äî
òîãî, êàê Åâêëèä ñèñòåìàòèçèðîâàë èçâåñòíûå äî åãî âðåìåíè ñâåäå-
íèÿ â çíàìåíèòîå íàñëåäèå ¾Íà÷àëà¿, òîëüêî òåðìèí ¾íååâêëèäîâàÿ
ãåîìåòðèÿ¿ ïîÿâèëñÿ â XIX âåêå, ïîñëå îòêðûòèÿ, òàê íàçâàííîé ñà-
ìèì Í. È. Ëîáà÷åâñêèì ¾âîîáðàæàåìîé ãåîìåòðèè¿.

Â òîì æå XIX âåêå, íåìåöêèé ìàòåìàòèê Áåðíãàðä Ðèìàí (1826�
1866 ãã.) ïîñòðîèë ýëëèïòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, â êîòîðîé íå ñóùåñòâó-
åò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (çäåñü ëþáûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå), âñå ïðÿìûå â ýòîé ñèñòåìå ïåðåñåêàþòñÿ. Â 1854 ã. Á. Ðèìàí
ïðî÷åë ñâîþ âñòóïèòåëüíóþ ëåêöèþ ¾Î ãèïîòåçàõ, ëåæàùèõ â îñíî-
âàíèè ãåîìåòðèè¿ â ìàëåíüêîì ãîðîäå Ãåðìàíèè � Ãåòòèíãåíå. Ñðå-
äè ñëóøàòåëåé áûë è âåëèêèé íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ó÷èòåëü Á. Ðè-
ìàíà Êàðë Ãàóññ [1].

Â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðÿìûå (áîëüøèå êðóãè) ïåðåñåêàþòñÿ
â äâóõ òî÷êàõ. Â ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ýòè äâå òî÷êè ïðîòèâî-
ïîëîæíû äðóã äðóãó è ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè îäíîé è òîé æå
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òî÷êè. Èíà÷å, â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè Ðèìàíà ëþáûå äâå ¾ïðÿìûå¿
èìåþò íå äâå, êàê â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à òîëüêî îäíó òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ.

Â ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ âûïîëíÿþòñÿ ïåðâûå ÷åòûðå àê-
ñèîìû Åâêëèäà, îñîáî âûäåëèì èç íèõ îäíî ñõîäñòâî (äâå òî÷êè îïðå-
äåëÿþò îäíó ïðÿìóþ); íåñîîòâåòñòâèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ ïÿòîãî ïîñòó-
ëàòà åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, êàê èçâåñòíî,
÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíå äàííîé ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè îäíó è
òîëüêî îäíó ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé (V ïîñòóëàò); â ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî-Áîÿéè, òàêèõ ïðÿìûõ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Â
ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè Ðèìàíà (êàê è â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè)
íåò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, âñå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, îòìåòèì, â öå-
ëîì, ñôåðè÷åñêàÿ è ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
äâå ìîäåëè îäíîé è òîé æå ãåîìåòðèè.

Â êàæäîé èç ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíî ðàññìîòðåòü
òðåóãîëüíèêè. Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, êàê èçâåñòíî èç øêîëüíî-
ãî êóðñà ýòîé ãåîìåòðèè, ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà π.
Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî-Áîÿéè ñóììà óãëîâ âñÿêîãî òðåóãîëüíèêà
íå òîëüêî ìåíüøå π, íî è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê íóëþ
(ðàçíèöà ìåæäó 180◦ è ñóììîé óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC â ãåîìåò-
ðèè å¼ àâòîð íàçâàë äåôåêòîì ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Â ñôåðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè ñóììà óãëîâ áîëüøå π, íî ìåíüøå 3π; ïîýòîìó çàêîíîìåð-
íî, ÷òî â ýòîé ãåîìåòðèè ìîãóò áûòü äâà èëè òðè ïðÿìûõ óãëà, ìîãóò
áûòü äâà òóïûõ óãëà è ò. ä.

Âûðàçèì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà â ïëîñêîñòè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî.
Ðàçíîñòü δ = π− (α+ β + γ), ãäå α, β, γ � óãëû òðåóãîëüíèêà, ïðî-
ïîðöèîíàëüíà åãî ïëîùàäè: S = k2δ. Âñòðå÷àåòñÿ è äðóãàÿ çàïèñü,
â ýòîé ãåîìåòðèè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíà ñ åãî äåôåêòîì:
SABC = k · SABC , ãäå S è D îçíà÷àþò ïëîùàäü è äåôåêò òðåóãîëü-
íèêà, à ÷èñëî k çàâèñèò îò âûáîðà åäèíèö èçìåðåíèÿ ïëîùàäåé è
óãëîâ.

Â ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèî-
íàëüíà åãî äåôåêòó: SABC = R2(α + β + γ − π), ãäå α, β, γ � óãëû
ýëëèïòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.

Êàê âèäèì, XIX âåê îêàçàëñÿ ñóäüáîíîñíûì ïåðèîäîì â èñòîðèè
ðàçâèòèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì, â îñîáåííîñòè íååâêëèäîâûõ ãåî-
ìåòðèé: ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî-Áîÿéè è ýëëèïòè-
÷åñêîé ¾ðèìàíîâîé¿ ãåîìåòðèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, èñïîëüçóÿ îïûò ïðåäûäóùèõ ñòîëåòèé, â XXI
âåêå ïîÿâèëèñü è äðóãèå ãåîìåòðèè, ê ïðèìåðó, âû÷èñëèòåëüíàÿ
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ãåîìåòðèÿ, êîòîðàÿ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â àêòóàëüíîì íàïðàâëå-
íèè ñîâðåìåííîñòè, êàê èñïîëüçîâàíèå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà
(arti�cial intelligence) â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ (â áûòó, ïðîìûøëåííî-
ñòè, íàóêå è ò. ä.).
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Ïîä áåðåãîâûìè âîëíàìè ìû ïîíèìàåì ïåðèîäè÷åñêèå èëè áëèç-
êèå ê ïåðèîäè÷åñêèì ïî âðåìåíè ãðàâèòàöèîííûå âîëíû íà âîäå â
áàññåéíå ãëóáèíûD(x) = γx1, x = (x1, x2), ëîêàëèçîâàííûå â îêðåñò-
íîñòè áåðåãîâîé ëèíèè Γ0 = {D(x) = 0}. Ïîñòðîåíû îòâå÷àþùèå
áåðåãîâûì âîëíàì àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â âèäå ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç àñèìïòîòèêè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (ñì.
[1,2]), êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ñâÿçàíû ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ñîáñòâåí-
íûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà L̂ = −∇gD(x)∇. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà � ãëàäêèå ôóíêöèè ξ(x) â îáëàñòè Ω = {x : D(x) > 0} ñ
êîíå÷íîé ýíåðãèåé: |ξ|x∈Γ0 <∞. Òàêæå îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ïîñòðîåí-
íûõ àñèìïòîòèê ñ êëàññè÷åñêèìè (ïî÷òè èíòåãðèðóåìûìè) ¾áèëëè-
àðäàìè ñ ïîëóæåñòêèìè ñòåíêàìè¿ (ñì. [3]).
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ÒÎÏÎËÎÃÈß ÑËÎÅÍÈß ËÈÓÂÈËËß ÁÈËËÈÀÐÄÀ
Ñ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ ÊÓËÎÍÀ Â ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÌ

ÊÎËÜÖÅ
Ãàëêèí C.A. (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ áèëëèàðäíàÿ ñèñòåìà áåç òðåíèÿ ñ àáñîëþòíî
óïðóãèì îòðàæåíèåì âíóòðè êîëüöà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ñîôîêóñ-
íûìè ýëëèïñàìè, ïîä äåéñòâèåì êóëîíîâñêèõ ïîòåíöèàëîâ, ñîñðåäî-
òî÷åííûõ â ôîêóñàõ ýëëèïñîâ F1 è F2, c íåêîòîðûìè çàðÿäàìè, ðàâ-
íûìè γ1 è γ2 ñîîòâåòñòâåííî. Áëàãîäàðÿ ðåçóëüòàòàì Â.Â. Êîçëîâà
èçâåñòíî, ÷òî òàêîé áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ïî Ëèóâèëëþ
â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå. Àâòîðîì íàéäåíà ôîðìóëà äîïîëíèòåëü-
íîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû, âûïèñàíû ôîðìóëû ðàçäåëÿþùèõ-
ñÿ ïåðåìåííûõ.

Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
ýòîé ñèñòåìû äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ: γ1 < 0, γ2 = 0 (ñëó÷àé Êåïëåðà);
γ1 > 0, γ2 = 0; γ1 = γ2. Äëÿ íèõ îïèñàíû îáëàñòè âîçìîæíîãî äâè-
æåíèÿ, ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, âû÷èñëåíû èíâàðè-
àíòû Ôîìåíêî è Ôîìåíêî-Öèøàíãà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü h > h1 � íåîñîáûé óðîâåíü ýíåðãèè áèëëèàð-

äà ñ ïîòåíöèàëîì V =
γ1
r1
, γ1 < 0, òîãäà ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà èçî-

ýíåðãåòè÷åñêîì ïîäìíîãîîáðàçèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Q3
h îïèñû-

âàåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà.

Äëÿ ñëó÷àåâ V =
γ1
r1
, γ1 > 0 è V =

γ

r1
+

γ

r2
áûëè äîêàçàíû

àíàëîãè÷íûå òåîðåìû.

© Ãàëêèí C.A., 2026
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h ∈ (h1, h2) h ∈ (h2, h3) h ∈ (h3,+∞)

Ðèñ 1: Cëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
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ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ1

Î.Å. Ãàëêèí, È.Ä. Ðåìèçîâ (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÓ ÂØÝ)
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Ýêñïîíåíòà êîíå÷íîé ìàòðèöû è ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïå-
ðàòîðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çà-
äàíà ñòàíäàðòíûì ñòåïåííûì ðÿäîì äëÿ ýêñïîíåíòû, ñõîäÿùèìñÿ
â îáû÷íîé íîðìå îïåðàòîðîâ � ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî íàõîæäå-
íèþ ýêñïîíåíòû äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Åñëè îïåðàòîð çàìêíóò, íî
íåîãðàíè÷åí, òî îí îïðåäåë¼í íå âñþäó, è ðÿä ïî åãî ñòåïåíÿì � âåñü-
ìà íåóäîáíûé îáúåêò, íåïðèãîäíûé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíòû.

Îäíàêî, ðàçóìíûé àíàëîã ýêñïîíåíòû äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî îïå-
ðàòîðà ñóùåñòâóåò; ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò íàçûâàåòñÿ ñèëüíî

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 23-71-30008).
© Ãàëêèí Î.Å., Ðåìèçîâ È.Ä., 2026
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íåïðåðûâíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé îïåðàòîðîâ (ñîêðà-
ùåííîå íàçâàíèå ýòîãî îáúåêòà � C0-ïîëóãðóïïà). Â îòëè÷èå îò ñòå-
ïåííîãî ðÿäà, îïðåäåëåíèå C0-ïîëóãðóïïû íå äà¼ò íèêàêîãî ìåòîäà
âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû äàæå ïðèáëèæ¼ííî. Òåì íå ìåíåå, òàêèå ìå-
òîäû ñóùåñòâóþò, íî îíè òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòî-
ðà, ÷òî ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Îäíàêî, åñëè èçâåñòíà òàê
íàçûâàåìàÿ îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ×åðíîâà äëÿ îïåðàòîðà A,
òî ýêñïîíåíòà îò A ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ
íåêîòîðûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ôóíêöèè ×åð-
íîâà ñ ÷èñëîì ñîìíîæèòåëåé, ñòðåìÿùèìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðå-
ìà ×åðíîâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû
î ¾âòîðîì çàìå÷àòåëüíîì ïðåäåëå¿ èç êóðñà ýëåìåíòàðíîãî àíàëèçà.

Äîêëàä÷èêàì óäàëîñü äîêàçàòü ïðèáëèçèòåëüíî ñëåäóþùåå: åñëè
ôóíêöèÿ ×åðíîâà èìååò òîò æå ïîëèíîì Òåéëîðà ïîðÿäêà k, ÷òî è
ïîëóãðóïïà, è ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò å¼ ïîëèíîìà Òåéëîðà, òî ÷åðíîâ-
ñêèå ïðèáëèæåíèÿ ïîëóãðóïïû, ïîñòðîåííûå ïî ýòîé ôóíêöèè ×åð-
íîâà, èìåþò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íå õóæå, ÷åì 1/nk, ãäå n � íîìåð
ïðèáëèæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äàæå îäíîìåðíûé àíàëîã ýòîãî ðåçóëü-
òàòà íåòðèâèàëåí � êîãäà ýêñïîíåíòà âû÷èñëÿåòñÿ íå îò îïåðàòîðà,
à îò äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â òåìó, ðàñ-
ñìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ è ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà îá îöåíêàõ ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé ×åðíîâà, êîòîðàÿ áûëà àíîíñèðîâàíà
â [1] è îïóáëèêîâàíà ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì â [2].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ (ÑÌÎ) ñ îäíèì ïðèáîðîì, áåñêîíå÷íûì íàêîïèòåëåì è ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì îáñëóæèâàíèåì ñ ïàðàìåòðîì µ. Íà âõîä ÑÌÎ ïî-
ñòóïàåò âõîäíîé ïîòîê çàÿâîê, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî λ(t) ÿâëÿ-
åòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûì ïðîöåññîì, èçìåíÿþùèìñÿ íà îòðåçêå [a, b] ñ
èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà T , ðàñïðåäåëåííûìè ïî ýêñïîíåíöèàëüíî-
ìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì α. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
îòñóòñòâèÿ ïåðåãðóçîê b < µ.

Èíòåíñèâíîñòü λ(t) èìååò â òî÷êàõ ðàçðûâà t0 ñïðàâà óñëîâíóþ
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ φ(x | y) = P{x < λ(t0 + 0) < x+ dx |λ(t0 −
0) = y}/dx, x ∈ [a; b]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ àíàëèç õàðàê-
òåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìîé ÑÌÎ â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèÿ ïðîöåññà
λ(t) â òî÷êàõ ðàçðûâà t0 ñëåâà è ñïðàâà � íåçàâèñèìû, ò.å. âûïîë-
íÿåòñÿ φ(x | y) ≡ φ(x) = P{x < λ(t0 + 0) < x+ dx}/dx.

Îáîçíà÷èì èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà â íåñòàöèîíàðíîì ðå-
æèìå ÷åðåç λ(t), â ñòàöèîíàðíîì ÷åðåç λ̂, Qk(t, x)dx = P{ν(t) =
k, x ⩽ λ(t) < x + dx}, ãäå ν(t) � ÷èñëî çàÿâîê â ÑÌÎ â ìîìåíò
t, qk(x)dx = P{ν̂ = k, x ⩽ λ̂ < x + dx}, ãäå ν̂ � ÷èñëî çàÿâîê â
ÑÌÎ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, f(x)dx = P{x ⩽ λ̂ < x + dx}, f(x) �
ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòè èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà, x ∈ [a, b].

Èíòåãðàëû
∫ b
a
Qk(t, x)dx = Pk(t),

∫ b
a
qk(x)dx = pk, k ⩾ 0, ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé íåñòàöèîíàðíîå è ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñ-
ëà çàÿâîê ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ R(t, x, z)
=
∑
k⩾0

zkQk(t, x), z ∈ C.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ R(t, x, z) óäîâëåòâî-
ðÿåò çàäà÷å Êîøè

R(t, x, z)(xz2 − (x+ µ+ α)z + µ) + αzφ(x)

b∫
a

R(t, y, z) dy =

= zR′
t(t, x, z) + (1− z)µQ0(t, x), (1)

ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

R(0, x, z) =
∑
k⩾0

zkQk(0, x), z ∈ C. (2)

Â ðàáîòå ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1)�
(2), êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ýéëåðà è ôîðìóë
Ëîðàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ Qk(t, x), 1 ⩽ k ⩽ n0, íà êàæäîì øàãå ìåòîäà
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Ýéëåðà. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä íàçâàí ìåòîäîì Ýéëåðà � Ëîðàíà äëÿ
÷èñëåííîãî àíàëèçà ðàññìîòðåííîé ÑÌÎ.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ýéëåðà � Ëîðàíà ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíà-
ëèç è âû÷èñëåíû õàðàêòåðèñòèêè Qk(t, x), qk(x), 1 ⩽ k ⩽ n0. Õàðàê-
òåðèñòèêè qk(x) ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ñòàáèëèçàöèè õàðàêòåðèñòèê
Qk(t, x). Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñòà-
öèîíàðíîãî ðåæèìà ÑÌÎ ïî ÷èñëó çàÿâîê è ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà λ(t) ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ïðè÷åì f(x) = φ(x).

Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ÷èñëà
çàÿâîê ñ öåëüþ íàáëþäåíèÿ çà óñòàíîâëåíèåì ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ÑÌÎ, îáîñíîâàíèÿ
íàáëþäàåìûõ ñâîéñòâ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Íà ðèñ. 1�4 ïîêàçàíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî àíàëèçà.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ñ áåñ-
êîíå÷íûì íàêîïèòåëåì, îäíèì îáñëóæèâàþùèì ïðèáîðîì. Âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê η ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ B(τ). Íà âõîä ÑÌÎ ïîñòóïàåò äâàæäû ñòîõàñòè÷å-
ñêèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê çàÿâîê, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî λ(t) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì
ñíîñà a = 0 è êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè b > 0. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
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λ(t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêå [α, β] ñ óïðóãèìè ãðàíèöà-
ìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(t) èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà â íåñòàöè-
îíàðíîì ðåæèìå, ÷åðåç λ̂ � â ñòàöèîíàðíîì, ÷åðåç f(x)dx = P{x ⩽
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λ̂ < x + dx} � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ̂, ò.å.
ñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà, x ∈ [α, β].

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà λ(t) ñóùåñòâóåò
ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ïðè÷åì f(x) = 1/(β − α).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ qk(x)dx = P{ν̂ =

k, x ⩽ λ̂ < x + dx}, ãäå ν̂ � ÷èñëî çàÿâîê â ÑÌÎ â ñòàöèîíàðíîì
ðåæèìå. Ôóíêöèè qk(x), k ⩾ 0, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàöèîíàðíûå
õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëà çàÿâîê, x ∈ [α, β].

Â ìîìåíò âðåìåíè t íåçàâåðøåííàÿ ðàáîòà U(t) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ÑÌÎ äëÿ îñâîáîæäåíèÿ îò âñåõ çàÿâîê. Â
ìîìåíò ïðèõîäà çàÿâêè íåçàâåðøåííàÿ ðàáîòà ðàâíà âðåìåíè îæè-
äàíèÿ çàÿâêè íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(ω, x) � ñîâìåñòíîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå íåçàâåðøåííîé ðàáîòû Û è èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà λ̂ â
ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, ïðè÷åì h(ω, x) ïî ω åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Û , ïî x � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ̂:

h(ω, x) = P{Û ⩽ ω, x ⩽ λ̂ < x+ dx}/dx,

Â [1] ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî h(ω, x):
1) èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

−xh(ω, x) + x

∫ ω

0

B(ω − s)∂h(s, x)
∂s

ds+
∂h(ω, x)

∂ω
+

+
b

2

∂2h(ω, x)

∂x2
= 0, ω > 0, x ∈ (α, β), (1)

2) îäíîñòîðîííåå êðàåâîå óñëîâèå ïî ω :

h(0+, x) = q0(x), (2)

3) êðàåâûå óñëîâèÿ ïî x:

h′
x(ω, α) = 0,h′

x(ω, β) = 0. (3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

β < µ. (4)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3) ñ ïðè-
ìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è Ëàïëàñà � Ñòèëòüåñà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç h∗(r, x),B∗(r) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

h∗(r, x) =

∫ ∞

0−
e−rωh(ω, x) dω,B∗(r) =

∫ ∞

0−
e−rωB(ω) dω,
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÷åðåç hc(r, x),Bc(r) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà � Ñòèëòüåñà

hc(r, x) =

∫ ∞

0−
e−rωh(ω, x) dω, Bc(r) =

∫ ∞

0−
e−rωB′(ω) dω, r ∈ C.

Ñ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è Ëàïëàñà � Ñòèëòüåñà
ïîêàçàíî, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1)-(3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
ïðè÷åì óñëîâèå (4) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3).
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èíòåíñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà /
Å. Ñ. Ôðîëîâà, Ò. À.Æóê, Í. È. Ãîëîâêî // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè
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ÂÍÅØÍßß ÇÀÄÀ×À ÄÈÂÅÐÃÅÍÖÈß-ÐÎÒÎÐ
Ñ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÄÈÐÈÕËÅ

ÄËß ÒÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÝÍÅÐÃÈÅÉ
À.Â. Ãîðøêîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
alexey.gorshkov.msu@gmail.com

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [1]
ñ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé íåñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé.

Â 2D âíåøíåé îáëàñòè Ω = R2 \G ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðè-
õëå äëÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

div v(x) = ρ(x), (1)

curl v(x) = w(x), (2)

v(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (3)

v(x)→ v∞, |x| → ∞. (4)

Çäåñü x = (x1, x2) ∈ Ω ⊂ R2, Ω = R2 \G � äîïîëíåíèå ê îäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè G ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, ∂Ω � âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà Ω,
v = (v1, v2) - 2D âåêòîðíîå ïîëå, curl v(x) = ∂x1v2 − ∂x2v1 � ðîòîð,
div v(x) = ∂x1v1 + ∂x2v2 � äèâåðãåíöèÿ, g(x) - çàäàííîå ãðàíè÷íîå
óñëîâèå Äèðèõëå íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ∂Ω, v∞ ∈ R2 � ôèêñèðî-
âàííûé âåêòîð.

L2-îöåíêè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âûçûâàþò îïðåäåëåííûå òðóä-
íîñòè ò.ê. v − v∞ ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íóþ íîðìó ââèäó íàëè÷èÿ
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íåòðèâèàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëåé, êîòîðûå óáûâàþò íà áåñêîíå÷-
íîñòè êàê 1/|x|. Íóëåâàÿ öèðêóëÿöèÿ è íóëåâîé ïîòîê íà áåñêîíå÷-
íîñòè óñòðàíÿþò òàêèå ïîëÿ, ïîçâîëÿÿ ïîëó÷àòü L2-îöåíêè ðåøåíèé
v − v∞. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå òàêèõ ïîëåé ìîæíî íàéòè â [1].

Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé, è äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé íà w
è ρ. Êóàðòàïýëëè è Óàëüñ-Ãðèç â ðàáîòå [2] âûâåëè óñëîâèÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòè äëÿ çàâèõðåííîñòè ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé (ñ ρ ≡ 0) â
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè ðàçðåøèìîñòü çàäà-
÷è äèâåðãåíöèÿ-ðîòîð ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Àíàëîãè÷íàÿ
òðåõìåðíàÿ çàäà÷à èññëåäîâàëàñü â [3].

Çäåñü áóäåò ïðåäñòàâëåíî óñëîâèå äëÿ ðàçðåøèìîñòè âíåøíåé çà-
äà÷è äèâåðãåíöèÿ-ðîòîð äëÿ íåñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé äëÿ òå÷åíèé ñ
áåñêîíå÷íîé ýíåðãèåé è çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.

Îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî

L2,N (Ω) = {f(x) : ∥f(·)∥2L2,N (Ω) =

∫
Ω

|f(x)|2(1 + |x|2)Ndx <∞}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Ðèìàíà Φ èç Ω â
Br0 = {x ∈ R2, |x| > r0}, r0 > 0, òàêîå, ÷òî Φ−1(z) = z + O

(
1
z

)
, è(

Φ−1
)′
(z) = 1 + O

(
1
z2

)
, è äëÿ k ∈ N ∪ {0} âûïîëíåíû èíòåãðàëüíûå

óñëîâèÿ: ∫
Ω

w(x) + iρ(x)

Φ(x1 + ix2)k
dx+

∮
∂Ω

g(x) · dl+ i(g(x),n)dl

Φ(x1 + ix2)k
=∮

∂Ω

v∞ · dl+ i(v∞,n)dl

Φ(x1 + ix2)k
.

Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

� Åñëè ρ,w ∈ L2(Ω), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v
çàäà÷è (1)-(4) è

∥∇v(x)∥L2(Ω) ⩽ C
(
∥ρ(x)∥L2(Ω) + ∥w(x)∥L2(Ω) + ∥g(x)∥H1/2(∂Ω)

)
.

� Åñëè ρ, w ∈ L2,N (Ω) ñ N > 1, òî

∥v(·)− v∞∥H1(Ω) ⩽ C
(
∥ρ∥L2,N (Ω) + ∥w∥L2,N (Ω) + ∥g(x)∥H1/2(∂G)

)
.
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� Åñëè ρ, w ∈ L2,N (Ω) ñ N > 1, ∇w ∈ L2(Ω) è g = 0, òî

∥v(t, ·)∥L∞(Ω) ⩽ C
(
∥ρ∥L2,N (Ω) + ∥w∥L2,N (Ω)

) 1
4

L2(Ω)
×

∥w(t, ·)∥
1
2

L2(Ω)∥∇w(t, ·)∥
1
4

L2(Ω) + ∥v∞∥R2 .
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ÏÐÅÄÅËÛ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂ
Â ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
Ä.À. Ãðèøìàíîâñêèé (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÐÃÏÓ)

grishmanovski7@mail.ru

Â ñòàòüå [1] ïî òåîðèè ãàðàíòèðîâàííîãî ïîèñêà îäèí èç àâòîðîâ
ââ¼ë ïîíÿòèå ïðåäåëà äëÿ ñåìåéñòâà çàâèñÿùèõ îò âåùåñòâåííîãî ïà-
ðàìåòðà ïîäìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ è ìîæåò
èçó÷àòüñÿ íåçàâèñèìî îò òåîðèè ãàðàíòèðîâàííîãî ïîèñêà � ýòî îá-
ùåòîïîëîãè÷åñêîå ïîíÿòèå.

×åðåç 2X ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà X. Ïóñòü (T, TT ) è (X, TX) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå M : T −→ 2X . Óäîáíåå âîñïðèíèìàòü M
êàê ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ â X, çàèíäåêñèðîâàííûõ òî÷êàìè òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà T . ×åðåç Ux áóäåì îáîçíà÷àòü îêðåñòíîñòü
U òî÷êè x.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü t0 ∈ T , òîãäà íèæíèì ïðåäåëîì M â òî÷êå
t0 íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

limM(t0) = {x ∈ X | ∀Ux ∈ TX ∃Vt0 ∈ TT ∀t ∈ Vt0 : M(t) ∩ Ux ̸= ∅}.

© Ãðèøìàíîâñêèé Ä.À., 2026
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Ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì ïðåäåëîì M â t0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

limM(t0) = {x ∈ X | ∀Ux ∈ TX ∀Vt0 ∈ TT ∃t ∈ Vt0 : M(t) ∩ Ux ̸= ∅}.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íèæíåãî ïðåäåëà îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå
ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ limM : T −→ 2X , ãäå t 7→ limM(t). Àíà-
ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ âåðõíèì ïðåäåëîì, äàþùèì ñåìåéñòâî limM .
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîíñòðóêöèÿ íèæíåãî/âåðõíåãî ïðåäåëà ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì íà ìíîæåñòâå îòîáðàæåíèé T −→ 2X .

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè/ôóíêöèè èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, äàííûå ïðåäåëû âñåãäà
êîððåêòíî îïðåäåëåíû â êàæäîé òî÷êå t (èíîãäà ïðåäåë ìîæåò áûòü
ïóñòûì ìíîæåñòâîì). Ïðè ýòîì, åñëè ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ôóíê-
öèè f : R −→ R ñîîòâåòñòâóþùåå åé ñåìåéñòâî îäíîòî÷å÷íûõ ìíî-
æåñòâ F : R −→ 2R, ãäå x 7→ {f(x)}, òî lim

x→x0

f(x) = y0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà limF (x0) = {y0}; ïðåäåëà lim
x→x0

f(x) íå ñóùåñòâóåò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà limF (x0) = ∅.
Ðàññìîòðèì äâà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ N,M : T −→ 2X . Äëÿ ñî-

êðàùåíèÿ çàïèñè òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ T âûïîëíÿåòñÿ
N(t) ⊂ M(t) (èëè N(t) = M(t)), óñëîâèìñÿ ïèñàòü N ⊂ M (ñîîòâåò-
ñòâåííî N =M).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåðíû âêëþ÷åíèÿ
limM(t0) ⊂ ClM(t0) ⊂ limM(t0), ãäå ÷åðåç Cl îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð
çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ. Åñëè æå âåðíû âêëþ÷åíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó
è, êàê ñëåäñòâèå, ðàâåíñòâà limM(t0) = ClM(t0) = limM(t0), òî ìû
ãîâîðèì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâàM â òî÷êå t0 îïðåäåë¼í ïðåäåë limM(t0)
(ðàçâåðíóòûé âàðèàíò îáîçíà÷åíèÿ � lim

t→t0
M(t)).

Ââåä¼ííîå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèå ïðåäåëà ñõîæå ñ îïðåäåëåíèåì ïðå-
äåëà ïî Ïåíëåâå-Êóðàòîâñêîìó [2]. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ t âûñòóïàåò òîïî-
ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî T , à â äðóãîì � íàòóðàëüíûå ÷èñëà N (â
íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ èñïîëüçóåòñÿ íàïðàâëåííîñòü (I,⩽)).

Ëåêãî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ limM(t), limM(t)
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, à òàêæå ðàâåíñòâà limM = limClM , limM =
limClM . Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìå÷àíèåì âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ M , â êîòîðûõ êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ
M(t) çàìêíóòî.

Òàê êàê íèæíèé ïðåäåë ýòî îïåðàòîð, ìîæíî îïðåäåëèòü ñåìåé-
ñòâî ìíîæåñòâ limnM êàê lim(limn−1M), ïîëàãàÿ lim0M(t) = M(t)
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è lim1M(t) = limM(t). Àíàëîãè÷íî ñ lim
n
M . Èìååò ìåñòî öåïî÷êà

âêëþ÷åíèé:

lim∞M ⊂ . . . ⊂ limn+1M ⊂ limnM ⊂ . . . ⊂ lim0M =

= lim
0
M ⊂ . . . ⊂ lim

n
M ⊂ lim

n+1
M ⊂ . . . ⊂ lim

∞
M ,

ãäå lim∞M(t) =

∞⋂
n=1

limnM(t) è lim∞M(t) =

∞⋃
n=1

limnM(t). Åñëè â

òî÷êå t0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë limM(t0), òî âñå ýëåìåíòû ýòîé öåïî÷êå
áóäóò ðàâíû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ñåìåéñòâà
ìíîæåñòâ M , äëÿ êîòîðîãî âñå ýëåìåíòû óïîìÿíóòîé áåñêîíå÷íîé
öåïî÷êè âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íû.
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Ïóñòü −γ = −γ1, ...,−γn - ìóëüòèèíäåêñ, êîîðäèíàòû êîòîðîãî
−1 < −γi < 0). Cèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

∆B−γ =

n∑
i=1

B−γi , B−γi =
∂2

∂x2i
− γi
xi

∂

∂xi
, x∈R+

n={x : xi > 0}. (1)

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Êèïðèÿíîâà (ââåäåí â ðàáîòå [1]). Ôóíêöèþ
u=u(x) â îáëàñòè Ω+ ⊂ R+

n = {x = (x1, . . . , xn) : xi ⩾ 0} áóäåì
íàçûâàòü Ê-ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆B−γ

u = 0.

© Ãðÿçíåâà Å.À., 2026
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Â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé îñíîâíîé è ôóí-
äàìåíòàëüíîé òåîðåìîé ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ¾ñôåðè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ m-òîé ñòåïåíè, òî åñòü ñëåä íà åäèíè÷íîé ñôåðå
ìíîãî÷ëåíà m-îé ñòåïåíè, åñòü òàêæå ñëåä íà ñôåðå ãàðìîíè÷åñêîãî
ïîëèíîìà òîé æå ñòåïåíè¿ (ñì. [2]). Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç
òåîðåìû Ãàcñà î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ìíîãî-
÷ëåíà â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ, ñóæåíèå êîòîðûõ íà åäèíè÷íóþ
ñôåðó åñòü ãàðìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (ñì. ìîíîãðàôèþ [3]).

Â ýòèõ òåçèñàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âàðèàí-
òà îñíîâíîé òåîðåìû Ê-ñôåðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ãëàâíóþ ðîëü â
êîòîðîé èãðàåò ïðåäñòàâëåíèå òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà îäíîðîä-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóþò ïîäõîäû è ìåòîäû
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãàóññà ïðèâåäåííîé â ìîíîãðàôèè Ñ.Ë. Ñî-
áîëåâà [3].

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôîðìóëû, èìåþùèå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòå-
ðåñ. Ïóñòü ψ = ψ(x) ïðîèçâîëüíûé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí, ÷åòíûé
ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xi. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó Ýéëåðà∑n

i=1 xi
∂ψ
∂xi

= mψ(x)
äëÿ îäíîðîäíûõ ïîðÿäêà m ôóíêöèé ψ(x), ïîëó÷åíî ñëåäóþùå ðà-
âåíñòâî

∆B−γ

[(
|x|
2

)2j
ψ(x)

]
=j
(
j+k+n−|γ|

2 −1
)(

|x|
2

)2i−2

ψ(x)+

+
(

|x|
2

)2i
∆B−γ

ψ(x).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé âàðèàíò òåîðåìû Ãàóññà.
Òåîðåìà Ëþáîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ψ(x) ñòåïåíè m ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå

ψ(x) =
∑[m/2]
s=0

(
|x|
2

)2i
K
γ
m−2s(x),

ãäå K
γ
m−2s(x)-ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m− 2s, s = 0, 1, ...

ñîîòâåòñòâåííî.

K-ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû K
γ
m−2s(x) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè

ôîðìóëàìè:

K
γ
m−2s(x)=

m−2s+
n−|γ|

2 −1

s!Γ(m+
n−|γ|

2 −s)

∑
j⩾0

(−1)i Γ(m−i−2s+
n−|γ|

2 −1)
Γ(i+1)

(
|x|
2

)i
∆i+s
B−γ

ψ

Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ ÷èñëî n− |γ| âåäåò
ñåáÿ êàê ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òî÷åê, íî ìîæåò áûòü äðîáíûì.
Â ðàáîòå [4] ýòà ðàçìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâîé, ò.ê. ïðè
öåëîì ïîëîæèòåëüíîì |γ| îêàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà.
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Â çàêëþ÷åíèè àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Ë.Í. Ëÿõîâà çà ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è êîíñóëüòàöèè.
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Í.À. Ãóñåâ (Ìîñêâà, ÌÔÒÈ)
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
f : R→ R ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé,
f1 è f2, íàçûâàåìûõ ìîíîòîííûìè êîìïîíåíòàìè f . Êðîìå òîãî,
åñëè f àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òî å¼ ìîíîòîííûå êîìïîíåíòû òàêæå
ìîæíî âûáðàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè.

Äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå áû-
ëî ïîëó÷åíî Áüÿíêèíè è Òîíîí [1], êîòîðûå äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ
f : Rd → R îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå íå
áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîé ñóììû ìîíîòîííûõ êîìïîíåíò. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè f ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 1,p(Rd), òî è å¼ ìîíîòîííûå êîìïî-
íåíòû ìîæíî âûáðàòü ïðèíàäëåæàùèìè W 1,p(Rd).

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-
21-00315.
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Äëÿ óäîáñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî (êàê â [2]):

FV(Rd) := {f ∈ L1∗(Rd) : V (f) < +∞}, 1∗ :=

{
d
d−1 , d > 1

∞, d = 1,

ãäå V (f) = V (f,Rd) � ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè f .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî BV(Rd) ⊂ FV(Rd) ⊂ BVloc(Rd) è îáà âëîæå-

íèÿ � ñòðîãèå. Ïðîñòðàíñòâî FV(Rd) ñíàáäèì íîðìîé ∥f∥ := V (f),
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé FV(Rd) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì,
ïîñêîëüêó ∥f∥1∗ ⩽ V (f) ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà BV.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ FV(Rd), òî ìíîæåñòâà {f > t} è {f < −t}
èìåþò êîíå÷íóþ ìåðó Ëåáåãà äëÿ ëþáîãî t > 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî ñ êîíå÷íûì ïåðèìåòðîì E ⊂ Rd íà-
çûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì [3], åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
E = A ⊔ B, ãäå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà A è B èìåþò ñòðîãî ïîëî-
æèòåëüíûå ìåðû, ïðè÷¼ì P (E) = P (A) + P (B).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f ∈ FV(Rd) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé
åñëè ìíîæåñòâà {f > t} è {f < t} ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè äëÿ
ï.â. t ∈ R.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ FV(Rd) ñóùåñòâóåò íå áî-

ëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ñåìåéñòâî {fi}i∈I ⊂ FV(Rd) ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
òàêîå, ÷òî

(i) f =
∑
i fi (ðÿä ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî â L

1∗);

(ii) |Df | =
∑
i |Dfi|;

Åñëè, êðîìå òîãî, Df ≪ Ld, òî ôóíêöèè fi ìîãóò áûòü âûáðàíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òî òàêæå

(iii) Dfi ≪ Ld;

(iv) ïðè i ̸= j âûïîëíåíî |Dfi| ⊥ |Dfj |;

(v) äëÿ êàæäîãî i ∈ I ìíîæåñòâî {|fi| > 0} èìååò êîíå÷íóþ ìåðó
è ëèáî 0 ⩽ fi ⩽ 1 ï.â., ëèáî −1 ⩽ fi ⩽ 1 ï.â.

Äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì òàêîé ðå-
çóëüòàò àíîíñèðîâàëñÿ (áåç äîêàçàòåëüñòâà) â ðàáîòå [1], ãäå îí áûë
îáîáù¼í íà ñëó÷àé ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (áåç ñâîéñòâ (iii)
è (iv), êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå èìåþò ìåñòà äëÿ òàêèõ ôóíêöèé).
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Áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî (íî òîëüêî äëÿ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè) ïðèâåäåíî â [2].

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå [4] ñ Ì.Â. Êîðîáêîâûì.
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Â ðàáîòàõ [1]�[3] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèìâîë ìíîãîìåðíîãî ñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó En íèãäå
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñ òàêèì îïåðà-
òîðîì èìååò ìåñòî òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà. Êàê áûëî ïîêàçàíî [4], ñó-
ùåñòâóþò äâóìåðíûå ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû, èìåþùèå îòëè÷íûé îò
íóëÿ èíäåêñ.

Ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòàõ [5]�[13], ïîäòâåðäèëè óêà-
çàííûé ôàêò äëÿ ñèñòåì äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ïî îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Âî âñåõ óïîìÿíó-
òûõ âûøå ðàáîòàõ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñîñòàâëÿþùèå ω1 è ω2 âåê-
òîðà èñêîìîé ôóíêöèè ω = ( ω1

ω2
) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôîðìóëîé

ω2 = ω1, ãäå ÷åðòà íàä ôóíêöèåé îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-
íèå. Åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ îá îñâîáîæäåíèè îò ýòîãî îãðàíè-
÷åíèÿ. Öåëüþ äàííîé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå áàíàõîâîé àëãåáðû
R, ïîðîæäåííîé íåêîòîðûìè äâóìåðíûìè ñèíãóëÿðíûìè ìàòðè÷íû-
ìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íà îñíî-
âå ýòîãî ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåòåðîâîñòè

© Äæàíãèáåêîâ Ã. Êîçèåâ Ã.Ì. Âàëèåâ Í.Ã., 2026
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îïåðàòîðîâ èç ýòîé àëãåáðû è âû÷èñëåí èíäåêñ, êîòîðûé ìîæåò áûòü
îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Â ïðîñòðàíñòâàõ L2
p(D), 1 < p < ∞, âåêòîð-ôóíêöèé ñ äâóìÿ ñî-

ñòàâëÿþùèìè, ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ p, â êðóãå D = {z : |z| < 1}
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z = x+ iy ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé ñèíãóëÿð-
íûé îïåðàòîð âèäà

A =aE + b · diag(S, S) + cB + dB + e · diag(SB, SB)+

+h · diag(SB, SB) + δ · diag(BS, BS) + ν · diag(SBS, SBS) + T, (1)

ãäå S,B,B � äâóìåðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå ïî
ôîðìóëàì:

(Sf)(z) = − 1

π

∫∫
D

f(ζ)

(ζ − z)2
dsζ , z ∈ D,

(Bf)(z) =
1

π

∫∫
D

f(ζ)

(1− zζ)2
dsζ , (Bf)(z) =

1

π

∫∫
D

f(ζ)

(1− zζ)2
dsζ ,

a, b, c, d, e, h, δ, ν � íåïðåðûâíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ìàòðèöû-
ôóíêöèè, èìåþùèå âèä:

a = diag(a11, a22), b =

(
0 b12
b21 0

)
, c =

(
c11 c12
c21 c22

)
, d =

(
d11 d12
d21 d22

)
,

e = diag(e11, e22), h =

(
0 h12
h21 0

)
, δ =

(
δ11 δ12
δ21 δ22

)
, ν = diag(ν11, ν22).

Â ðàçâåðíóòîì âèäå ìàòðèöà A = (Aij) (i, j = 1, 2) èìååò âèä:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
. (2)

ãäå

A11 = a11I + c11B + d11B + e11SB + δ11BS + ν11SBS,

A12 = b12S + c12B + d12B + h12SB + δ12BS,

A21 = b21S + c21B + d21B + h21SB + δ21BS,

A22 = a22I + c22B + d22B + e22SB + δ22BS + ν22SBS.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðîì A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îä-
íîãî óðàâíåíèÿ

(Aω)(z) + (Tω)(z) = g(z), (3)
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ãäå âåêòîðû ñòîëáöû ω è g ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ñîñòàâëÿþùèìè
( ω1
ω2

) è ( g1
g2 ) ñîîòâåòñòâåííî çàäàíû è èùóòñÿ â L2

p(D), 1 < p <
∞, T � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A â ñëó÷àå c ≡ d ≡ e ≡ h ≡ δ ≡ ν ≡ 0
èçó÷àëñÿ ðàíåå â ðàáîòå [14].

Â ïðîñòðàíñòâå Lp(D), 1 < p < ∞, ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé èíòå-
ãðàëüíûé îïåðàòîð A+T âèäà (1), ãäå T � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïå-
ðàòîð. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé îïåðàòîð îãðàíè÷åí â Lp(D), 1 < p <∞.
Ìíîæåñòâî R òàêèõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó.

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ìàòðè÷íûõ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ R

âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð A èç àëãåá-

ðû R áûë íåòåðîâûì â ïðîñòðàíñòâå L2
p(D), 1 < p <∞, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

det a(z) + det b(z) ̸= 0 ïðè z ∈ D; (4)

det∆1(t) ̸= 0, det∆2(t) ̸= 0 ïðè t ∈ Γ. (5)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé èíäåêñ îïåðàòîðà ðàâåí

κ = − 1

2π
[arg∆1(t)∆2(t)]Γ,

ãäå

∆1(t) =

a11(t) + c11(t) e11(t) c21(t)
δ11(t) a11(t) + ν11(t) b21(t) + δ21(t)
c12(t) b12(t) + h12(t) a22(t) + c22(t)

 ,

∆2(t) =

a11(t) + d11(t) d21(t) b21(t) + h21(t)
d12(t) a22(t) + d22(t) e22(t)

b12(t) + δ12(t) δ22(t) a22(t) + ν22(t)

 .
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Çàäàäèì áèëëèàðä â ýëëèïñå ñ óðàâíåíèåì

x2

a
+
y2

b
= 1, a > b > 0

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò äâèæåíèå áåç òðå-
íèÿ è óäàðû î ãðàíèöó ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî óïðóãèìè, òî åñòü âå-
ëè÷èíà H = v2x + v2y, ãäå vx, vy � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òðàåêòîðèè,
� ñîõðàíÿåòñÿ, à òàêæå ñîâåðøàþòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó: óãîë ïàäåíèÿ
ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé, êîòîðàÿ ïðîâåäåíà
ê òî÷êå óäàðà. Îáëàñòü âíóòðè ýëëèïñà è åãî ãðàíèöó îáîçíà÷èì G.

Äëÿ îïèñàíèÿ âñåâîçìîæíûõ òðàåêòîðèé áèëëèàðäà áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâîM =

{
(x, y, vx, vy)

∣∣ (x, y) ∈ G}, íî ñ âåäåí-
íûì íà íåì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü äâå òðàåê-
òîðèè (x1, y1, vx, vy) è (x2, y2, wx, wy) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(x2, y2) = (x1, y1) = m0 ∈ ∂G,

v2x + v2y = w2
x + w2

y,

(vx − wx, vy − wy) ⊥ l⃗ ∈ Tm0∂G.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òðàåêòîðèé, êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêó-
ñû ýëëèïñà, ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðàìåòð λ, ÷òî ëèíèè òðàåêòîðèé

êàñàþòñÿ êðèâîé x2

a−λ + y2

b−λ = 1 äî è ïîñëå îòðàæåíèé îò ∂G, è, â
îáùåì, ýòîò ïàðàìåòð èìååò âèä:

λ = a
λ = b

λ =
v2xb+ v2ya− (xvy − yvx)2

H
, H = v2x + v2y

Çàìå÷àíèå 1. Ñëó÷àè λ = a è λ = b ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè
è ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ âäîëü îñåé ýëëèïñà a è b. Åñëè λ ∈
(0, b) � êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîôîêóñíûì ýëëèïñîì; λ ∈ (b, a) � êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ñîôîêóñíîé ãèïåðáîëîé.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî H è Λ =
v2xb+ v2ya− (xvy − yvx)2

H
ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè ïî÷òè âñþäó, à òàêæå îñòàþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëàìè ñèñòåìû.
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Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîñòðàíñòâå M ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîâìåñò-
íûå ëèíèè óðîâíÿ ïðè H = h è Λ = λ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü H = 1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñîâìåñòíûå ëèíèè óðîâíÿ íà M ïðè H = 1 è
Λ = λ, îáðàçóþò:

� íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ òîðîâ T 2, ïðè λ ∈ (0, b)

� îêðóæíîñòü S1, ïðè λ = a
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Äëÿ ïðèëîæåíèé ôèçèêè îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çà-
äà÷è ïîèñêà ïðè÷èí ïî èçâåñòíûì ñëåäñòâèÿì. Â ìàòåìàòè÷åñêîé
òðàêòîâêå ïîäîáíûå çàäà÷è èìåíóþòñÿ êàê îáðàòíûå. Èññëåäîâà-
íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûìè, çà÷àñòóþ, è îïèñûâàþò ìîäåëè ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ æèçíåäåÿòåëüíîñòè è ÿâëåíèé ôèçèêè, íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü âåñüìà àêòóàëüíû. [1,3,4] Ïðè èçó÷åíèè ýòèõ çàäà÷ âûðîæäà-
þòñÿ óñëîâíî-êîððåêòíûå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëü-
òåððà èëè Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäîâ. Ïîñêîëüêó ïîëó-
÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîäîáíûõ çàäà÷ áûâàåò êðàéíå ñëîæ-
íûì â ñèëó ïîíÿòèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïî Àäàìàðó,
ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãíóòü ê ðåãóëÿðèçàöèîííûì ìåòîäàì, êî-
òîðûå òàêæå ìîäèôèöèðóþòñÿ ïîä êàæäûé îïðåäåëåííûé ñëó÷àé ïî-
ñòàâëåííûõ çàäà÷. [2,4,5] Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ

© Äæóìàãóëîâ Ê.Ð., 2026
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ãðàíè÷íàÿ îáðàòíî-íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à òèïà Ãóðñà [3] â íåîãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì òðåòüåãî ïîðÿäêà
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ ìîäè-
ôèöèðîâàííûìè ìåòîäàìè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè è ñèñòåìíîé
ðåãóëÿðèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, àíàëîãè÷íûå çàäà÷è, âñòðå÷àþòñÿ ïðè
èçó÷åíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè â òðåùèíîâàòûõ ïîðîäàõ, à òàêæå ïðè
èññëåäîâàíèè çàäà÷ âëàãîïåðåíîñà [6] è äð.

Ïóñòü çàäàíà îáðàòíî-íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à:

utxy + butx + λu+Φ(uy) = f(x, y, t), (1)



u(0, y, t) = u(x, y, 0) = 0, ∀(x, y, t) ∈ Ω,
u(x, 0, t) = (Jz)(x, t),∀(x, t) ∈ D = [0, X]× [0, T ],
Jz|t=0 = 0, Jz|x=0 = 0, (u(0, 0, 0) = 0),
3∑
j=1

cj [uy
∣∣
y=yj

+ bu
∣∣
y=yj

] = g(x, t), ∀(x, t) ∈ D, (yj ∈ (0,∞)),

g
∣∣
t=0

= 0; g
∣∣
x=0

= 0, (g(0, 0) = 0),
Ω = (0, X)× (0,∞)× (0, T ), D1 = [0, X]× [0,∞),

(2)

Jz ≡ p(t)z +
t∫

0

N(t, s)z(x, s)dτds+ µ

T∫
0

X∫
0

K(x, t, τ, s)z(τ, s)dτds (3)

ñî ñëåäóþùèìè èçâåñòíûìè äàííûìè: λ, b,Φ, f, g, ïðè÷åì



|λ| < 1; 1 < b; (λ, b, cj = const),

C1,1(D) ∋ g(x, t); |g(i)tx | ⩽ β1, ∀(x, t) ∈ D, i = (0, 2),
C(R) ∋ Φ(l1) ∩ Lip(l1|LΦ), (0 < LΦ); ||Φ||C(R) ⩽ β2,

C(Ω) ∋ f(.) :
3∑
j=1

cje
−byj = C1 ̸= 0,

(4)
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ãäå òàêæå îòíîñèòåëüíî äàííûõ µ, p,N,K âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(0, 1) ∋ µ = const;K(x, t, τ, s) ∈ C1,1,0,1(D3),
K(.)

∣∣
s=T
≡ 0;K(.)

∣∣
t=0
≡ 0;Ks(.) ≡ K0(.),

K0(.)|t=0 è t=T ≡ 0,
C1[0, T ] ∋ p(t) ⩾ 0, (à òî÷íåå : p|t=0 è t=T = 0),
C1,1(D4) ∋ N(t, s);N(t, t) ≡ h(t) ⩾ α0 > 0,
Ns(t, s) ≡ N0(t, s), (N0

∣∣
t=T
≡ 0),

sup
D3

|K0| ⩽ K0; sup
D4

|N0| ⩽ N0; (0 < K0, N0 = const),

D3 = D × {(τ, s) : 0 ⩽ τ ⩽ X; 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ T},
D4 = {(t, s); 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ T},

(5)

ïðè÷åì äëÿ ïðîñòîòû

z(x, 0) = 0, z(x, T ) = 0,∀x ∈ [0, X]. (6)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ îáðàòíàÿ
çàäà÷à (1)�(2) ðåãóëÿðèçèðóåìà â ïðîñòðàíñòâå Áàíàõà ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íîðìîé:{

WC(Ω) ∋ U = (u, z),
||U ||WC

= ||u||C1,1,1(Ω)) + ||z||C(D).
(7)

Íà îñíîâå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, èñ-
õîäíàÿ çàäà÷à òðàíñôîðìèðóåòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ãäå ñî-
äåðæàòñÿ óñëîâíî-êîððåêòíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà-
Ôðåäãîëüìà òðåòüåãî ðîäà è óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà. Äà-
ëåå, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ñèñòåìíîé ðåãóëÿðèçàöèè [4] äîêàçûâàåòñÿ îä-
íîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èñõîäíîé çàäà÷è â WC(Ω) ñ íîðìîé ïðî-
ñòðàíñòâà (7). Â èòîãå ïîëó÷èì òåîðåìó:

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3)�(6) èñõîäíàÿ îáðàòíàÿ
çàäà÷à (1)�(2) ðåãóëÿðèçèðóåìà îäíàçíà÷íûì îáðàçîì â WC(Ω).
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Î ÑÂßÇÈ ÖÅÏÍÎÃÎ ÏÐÀÂÈËÀ
È ÐÅÍÎÐÌÀËÈÇÀÖÈÈ1

Ð.Â. Äðèáàñ (Äîëãîïðóäíûé, ÌÔÒÈ)
dribas.rv@phystech.edu

Ïóñòü v : Rd → Rd � âåêòîðíîå ïîëå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
Ïóñòü v ∈ Lp(Rd), ãäå p ∈ [1,∞], è div v = 0 (â ñëàáîì ñìûñëå). Äëÿ
T > 0, ρ0 ∈ Lq(Rd) ( 1p+

1
q = 1) è g ∈ L1(Rd) ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè{
∂tρ+ div(ρv) = g(x),

ρ|t=0 = ρ0,
(1)

ãäå ðåøåíèå ρ èùåòñÿ â êëàññå L∞([0, T ];Lq(Rd)).
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ β ∈ C1(R) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé,

åñëè β′ ∈ L∞(R) è β(0) = 0.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèå ρ ∈ L∞([0, T ];Lq(Rd)) çàäà÷è (1) íà-

çîâ¼ì ðåíîðìàëèçîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè
β ∈ C1(R) ôóíêöèÿ β(ρ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè{

∂tβ(ρ) + div(β(ρ)v) = β′(ρ)g(x),

β(ρ)|t=0 = β(ρ0).
(2)

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ëþáîå ðåøåíèå ρ èç êëàññà
L∞([0, T ];Lq(Rd)) ÿâëÿåòñÿ ðåíîðìàëèçîâàííûì, òî áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî äëÿ v åñòü ðåíîðìàëèçàöèÿ.

Õîðîøî èçâåñòåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî (ñì. [4]):

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 24-21-00315).
© Äðèáàñ Ð.Â., 2026
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Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ëþáîå ðåøåíèå ρ çàäà÷è Êîøè (1) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåíîðìàëèçîâàííûì, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) åäèíñòâåí-
íî.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ v âûïîëíåíî öåïíîå ïðàâèëî, åñëè äëÿ ëþ-
áîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè β ∈ C1, äëÿ ëþáîé ρ ∈ L∞(Rd) è äëÿ ëþáîé
g ∈ L1(Rd)

div(ρv) = g âëå÷¼ò div(β(ρ)v) = β′(ρ)g. (3)

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî öåïíîå ïðàâèëî ñ g ≡ 0 íå âëå÷¼ò
ðåíîðìàëèçàöèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî âåðíî è â îáùåì ñëó÷àå:

Òåîðåìà 1. Èç öåïíîãî ïðàâèëà íå ñëóäóåò ðåíîðìàëèçàöèÿ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Í.À. Ãóñåâûì.
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4. DiPerna, R.J., Lions, P.L. Ordinary di�erential equations,
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ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ Â ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÄËß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ (Ìîñêâà, Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè
èì.À.Þ.Èøëèíñêîãî ÐÀÍ)
s.dobrokhotov@gmail.com

Àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (ìåòîä Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà) ïðè-
ìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, â
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êîòîðûõ ñèìâîë ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà, âû÷èñëåííûé ñ ó÷å-
òîì åãî íàëè÷èÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïÿòü îïåðàòîð ïàðàìåòðè÷å-
ñêè çàâèñÿùèì îò ¾çàìîðîæåííûõ¿ ïðîèçâîäíûõ (ýòîò ïàðàìåòð ñî-
äåðæàùèé) è èì ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾ìåäëåííûõ¿ ïåðåìåííûõ. Ïðî-
ñòåéøèé ïðèìåð � ýòî âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ñèìâîë � ýòî
ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ìû ïîêàçûâàåì, êàê ñ ïîìîùüþ êîí-
ñòðóêòèâíîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíûõ
ôîðìóëàõ èç îïåðàòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíà-Ìàñëîâà, èñõîä-
íûå âåêòîðíûå è àäèàáàòè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê áîëåå ïðî-
ñòûì ÷àñòî ñêàëÿðíûì çàäà÷àì, ê êîòîðûì ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðè-
ìåíÿòü êîðîòêîâîëíîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîäõîäû.

ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÀß ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ1

Å.Ñ. Äóáöîâ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ ÐÀÍ)
dubtsov@pdmi.ras.ru

Ïóñòü Hol(D) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäè-
íè÷íîì êðóãå D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ïóñòü S(D) îáîçíà÷àåò
êëàññ âñåõ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé èç D â D. Äëÿ çàäàííîãî îòîá-
ðàæåíèÿ φ ∈ S(D) îïåðàòîð êîìïîçèöèè Cφ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Cφf = f ◦ φ

ïðè f ∈ Hol(D). ßñíî, ÷òî îïåðàòîð Cφ îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî
Hol(D) â ñåáÿ.

Äëÿ 0 < p < ∞ ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(D) ñîñòîèò èç ôóíêöèé
f ∈ Hol(D) òàêèõ, ÷òî

∥f∥pHp = sup
0<r<1

∫
T
|f(rζ)|p dm(ζ) <∞,

ãäå m îáîçíà÷àåò íîðìèðîâàííóþ ìåðó Ëåáåãà íà åäèíè÷íîé îêðó-
æíîñòè T = ∂D.

Äëÿ φ ∈ S(D) òèïè÷íàÿ çàäà÷à � íàéòè ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè
îïåðàòîðà Cφ è ôóíêöèîíàëüíî-òåîðåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îòîáðà-
æåíèÿ φ. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà Cφ íà ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè ïðåäñòàâ-
ëÿþò îñîáûé èíòåðåñ. Â ñèëó êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ñóáîðäèíàöèè

1 Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-
11-00087, https://rscf.ru/project/24-11-00087/.
© Äóáöîâ Å.Ñ., 2026
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Ëèòòëâóäà îïåðàòîð Cφ îãðàíè÷åí íà Hp(D), p > 0, äëÿ ëþáîãî ñèì-
âîëà φ ∈ S(D). Ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè
íà ïðîñòðàíñòâàõ Hp(D) è íà èíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé îäíîé è
íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ îáñóæäàþòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ
[3] è [6].

Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè èçó÷àþòñÿ ïîäîáíûå âîïðîñû äëÿ ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé îïåðàòîðîâ Cφj , φj ∈ S(D), j = 1, 2, . . . , N .

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàñòîÿùèé äîêëàä ìîòèâèðîâàí ñëåäóþ-
ùåé ïðîáëåìîé î ðàçíîñòÿõ îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè:

Ïðîáëåìà.Äëÿ p > 0 íàéòè îïèñàíèå îòîáðàæåíèé φ,ψ ∈ S(D)
òàêèõ, ÷òî îïåðàòîð Cφ−Cψ êîìïàêòåí íà ïðîñòðàíñòâå Hp(D).

Äëÿ p = 2 èñêîìîå îïèñàíèå áûëî íåäàâíî íàéäåíî â ðàáîòå [2].
Áîëåå ÿâíîå ðåøåíèå äëÿ p = 2 áûëî çàòåì äàíî â [1]. Áîëåå òîãî, â [5]
ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé ïðîáëåìû íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðà p ïðè 1 ⩽ p <∞. Íàêîíåö, Öîé è äð. [1] ñôîðìóëèðîâàëè
ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà [1, ãèïîòåçà 4.3]. Êîìïàêòíîñòü ðàçíîñòè Cφ−Cψ íà
ïðîñòðàíñòâå Hp(D) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p ∈ (0,∞).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü φj ∈ S(D), j = 1, 2, . . . , N , è T îáîçíà÷à-

åò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè Cφj
.

Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà T : Hp(D)→ Hp(D) íå çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà p ïðè 0 < p <∞.

Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå ãèïîòåçà
âåðíà:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü φ,ψ ∈ S(D). Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà
Cφ −Cψ : Hp(D)→ Hp(D) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p, 0 < p <∞.

Î äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Ðàññóæäåíèÿ îñíîâàíû íà âå-
ùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïîìíèì
íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü (A0, A1) � ñîâìåñòèìàÿ ïà-
ðà êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Èíòåðïîëÿöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
(A0, A1)θ,q, 0 < θ < 1, 0 < q ⩽∞, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(A0, A1)θ,q = {f ∈ A0 +A1 : ∥f∥θ,q <∞},

ãäå

∥f∥qθ,q =
∫ ∞

0

(
t−θK(t, f)

)q dt
t

è

K(t, f) = K(t, f ;A0, A1)

= inf{∥f0∥A0 + t∥f1∥A1 : f = f0 + f1, f0 ∈ A0, f1 ∈ A1}
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îáîçíà÷àåò K-ôóíêöèîíàë. Êëþ÷åâîé èíñòðóìåíò äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 1 � ñëåäóþùàÿ îäíîñòîðîííÿÿ òåîðåìà êîìïàêòíîñòè â êâà-
çèáàíàõîâîì ñëó÷àå, ñì. [4], ãäå ïðèâåäåíû äàëüíåéøèå äåòàëè.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T : Hpj (D) → Hpj (D), 0 < pj <
∞, j = 0, 1, � ýòî îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî
îïåðàòîð T : Hp1(D)→ Hp1(D) êîìïàêòåí. Òîãäà îïåðàòîð

T : (Hp0(D), Hp1(D))θ,q → (Hp0(D), Hp1(D))θ,q

êîìïàêòåí äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ θ è q.
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Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ Çèãìóíäà ðàññìàòðèâàëèñü â [1], [2]. Â
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ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòü êëàññè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è â àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Çèãìóíäà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè óñòàíîâëåíà â [3].
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ Çèãìóíäà, â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Hm(Ω̄), m ⩾ 3.

Â ïîëîñå D = R×(0, T ), 0 < T <∞, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
ïàðàáîëè÷åñêèé ïî Ïåòðîâñêîìó îïåðàòîð

Lu = ∂tu−A(x, t)∂2xu−B(x, t)∂xu− C(x, t)u,

ãäå u = (u1, u2, . . . , um)T , m ∈ N, A(x, t), B(x, t), C(x, t) � ìàòðè-
öû ïîðÿäêà m, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ôóíê-
öèè aij(x, t), bij(x, t), cij(x, t), îïðåäåëåííûå â D̄. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
îïåðàòîðà L âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(à) ñîáñòâåííûå ÷èñëà λr(x, t), r = 1,m, ìàòðèöû A(x, t) óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó Re λr(x, t) ⩾ δ > 0 äëÿ âñåõ (x, t) ∈ D̄;

(b) aij(x, t), bij(x, t), cij(x, t) ∈ Hm(D̄), |aij |m,D, |bij |m,D, |cij |m,D ⩽
⩽ K.

Â ïîëóîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω = {(x, t) ∈ D| x > g(t), 0 < t <
< T} ñ áîêîâîé ãðàíèöåé Σ = {(x, t) ∈ D| x = g(t), 0 < t < T}
ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó Lu = f â Ω,

u|Σ = φ,
u|t=0 = ψ,

(1)

ãäå f = (f1, ..., fm)
T , φ = (φ1, ..., φm)

T , ψ = (ψ1, ..., ψm)
T .

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, íàì ïîíàäîáèòñÿ
ìîäåëüíàÿ îáëàñòü D+ = D ∩ {x > 0} ñ áîêîâîé ãðàíèöåé x = 0.

Äëÿ âñåõ òî÷åê (x, t) ∈ D̄+ îáîçíà÷èì

LD+
(x, t) = AD+

(x, t)∂2x +BD+
(x, t)∂x + CD+

(x, t).

Ïîëîæèì u
(0)
D+

(x) = ψ(x) è äëÿ k ⩾ 0

u
(k+1)
D+

(x) =

k∑
i=0

(
k
i

)
L(i)
D+

(x, 0)u
(k−i)
D+

(x) + ∂kt fD+
(x, 0),

ãäå L(k)
D+

(x, 0) =
[
∂kt AD+

(x, 0)
]
∂2x +

[
∂kt BD+

(x, 0)
]
∂x + ∂kt CD+

(x, 0).
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Äëÿ σ ⩾ 2 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (1)
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîðÿäêà σ, åñëè:

1) â ñëó÷àå σ /∈ Z äëÿ âñåõ (x, t) ∈ D̄+ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

φ
(k)
D+

(0) = u
(k)
D+

(0), (2)

k = 1, . . . , [σ], ãäå [σ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà σ;
2) â ñëó÷àå σ ∈ Z âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2) äëÿ k = 1, . . . ,

σ − 1, è, êðîìå òîãî,

Kσ = sup
0<τ⩽T

τ−1|∆t(τ)φ
(σ−1)
D+

(0)−
[
∆t(τ)L(σ−2)

D+
(0, 0)

]
ψD+

(0)−

−AD+
(0, 0)∆2

x(τ
1/2)u

(σ−1)
D+

(0)−∆t(τ)∂
σ−2
t fD+

(0, 0)| <∞, (2)

ãäå ∆t(τ)L(k)
D+

(0, 0) =
[
∆t(τ)∂

k
t AD+

(0, 0)
]
∂2x+

[
∆t(τ)∂

k
t BD+

(0, 0)
]
∂x+

+∆t(τ)∂
k
t CD+

(0, 0). Äëÿ íåöåëûõ σ ïîëîæèì êîíñòàíòó ñîãëàñîâàíèÿ
Kσ ðàâíîé íóëþ.

Òåîðåìà. Ïóñòü m ∈ N, g(t) ∈ Hm+2, ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð
L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (a), (b), f ∈ Hm

(
Ω̄
)
, ψ ∈ Hm+2 (R),

φ ∈ Hm+2 (Σ). Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ïåðâîé êðàåâîé çà-
äà÷è (1) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâàì Çèãìóíäà Hm+2

(
Ω̄
)
, òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîðÿäêà
(m+ 2) /2. Ïðè ýòîì äëÿ u ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u|m+2,Ω ⩽ C
(
|f |m,Ω + |ψ|m+2,R + |φ|m+2,Σ +K(m+2)/2

)
. (3)
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
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Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1]
âèäà:

∂u

∂t
= (A0 + εA1)u+ F2(u, u) + F3(u, u, u) + εD0M(u), (1)

ãäå u = u(t, x) ∈ Rn, t ⩾ 0, x ∈ R, ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïà-
ðàìåòð, A0, A1, D0 � n × n ìàòðèöû, F2(·, ·), F3(·, ·, ·) � ëèíåéíûå ïî

êàæäîìó àðãóìåíòó âåêòîð-ôóíêöèè,M(u) =
1

2π

2π∫
0

u(t, x) dx � ñðåä-

íåå ïî ïåðåìåííîé x íà îòðåçêå [0, 2π], ε � ìàëûé ïàðàìåòð.
Êðàåâîå óñëîâèå:

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (2)

Ðàññìîòðåí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñèñòåìû (1), (2).

Â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà A0 èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ±iω, ïîëó÷åíà êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà [2] ñèñòå-
ìû (1), (2):

∂ξ

∂τ
= λξ + σξ|ξ|2 + γM(ξ), ξ(τ, x+ 2π) = ξ(τ, x) (4)

ãäå τ = εt, êîýôôèöèåíòû λ, σ, γ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå ïàðà-
ìåòðû ñèñòåìû (1), (2).

Äëÿ êîíêðåòíûõ íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ èç (4) è φ ïîñòðîåíû
ãðàôèêè íàéäåííûõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ðåøåíèé [3, 4] âèäà:

ξ(τ, x) = ρ(x)eiβτ , ρ(x) =

{
ρ1e

iφ1 , x ∈ [0, α),

ρ2e
iφ2 , x ∈ [α, 2π),

ãäå φ1 = 0, φ2 = φ.
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Â äàííîé ðàáîòå èùóòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñå-
ìåéñòâ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ

A(t, x)utt + 2B(t, x)utx + C(t, x)uxx = f(t, x, u, ut, ux), (1)

ãäå A,B,C, f � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Òî åñòü
òàêèå èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñèìîé è íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé, êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå âñå ñåìåéñòâî óðàâíå-
íèé, ïðåîáðàçóÿ ïðè ýòîì êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà â, âîçìîæ-
íî, íåêîòîðîå äðóãîå óðàâíåíèå ýòîãî æå ñåìåéñòâà. Òàêîé êëàññ
ñèììåòðèé áûë ââåäåí íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ Êèíãñòîí-Ñîôîêëåóñ
[1-3], â ðàáîòàõ Öåñëèíñêîãî [4-7] è â ðàáîòàõ Èáðàãèìîâà-Òîððèñè-
Âàëåíòè [8,9]. Â ðàáîòå Êèíãñòîí- Ñîôîêëåóñ äàííûé âèä ñèììåò-
ðèé íîñèò íàçâàíèå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿþùèå ôîðìó, à â ðàáî-
òå Èáðàãèìîâà-Òîððèñè-Âàëåíòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé. Â ðà-
áîòàõ æå Öåñëèíñêîãî äàííûé âèä ñèììåòðèé íîñèò íàçâàíèå ðàñ-
øèðåííûõ ñèììåòðèé è èñïîëüçîâàí äëÿ ïîèñêà ñïåêòðàëüíîãî ïà-
ðàìåòðà.
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Òåîðåìà Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå (1) èìååò ñëåäóþùóþ êëàñ-
ñèôèêàöèþ:
1. Åñëè B2 −AC > 0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï

utx = f(t, x, u, ut, ux); (2)

2. Åñëè B2 −AC = 0 � ïàðàáîëè÷åñêèé òèï

uxx = f(t, x, u, ut, ux); (3)

3. Åñëè B2 −AC < 0 � ýëëèïòè÷åñêèé òèï

utt + uxx = f(t, x, u, ut, ux). (4)

Èñõîäÿ èç òåîðåìû âìåñòî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (1) áóäóò èññëåäî-
âàíû ñìåéñòâà óðàâíåíèé (2)-(4).
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8. Ibragimov N.H Preliminary group classi�cation of equations vtt =
f(x, vx)vxx + g(x, vx). / N.H Ibragimov, M. Torrisi, A. Valenti //
Journal of Mathematical Physics � 1991 � 32 � pp. 2988-2995.
DOI:10.1063/1.529042.

9. Torrisi M. On equivalence transformations applied to a non-
linear wave equation. Modern Group Analysis: Advanced Analytical
and Computational Methods in Mathematical Physics / M. Torrisi ,
R. Tracina , A. Valenti // Kluwer Academic Publishers, Netherlands �
1993 � pp. 367-375.

ÐÅÄÓÊÖÈß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄÂÓÕ

ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ
Ä.Ñ. Æàëóêåâè÷ (Ìèíñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè)

den.zhal@yandex.by

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñèììåòðèéíàÿ ðåäóêöèÿ [1-4] äëÿ
ñåìåéñòâ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

utx = f(t, x, u, ut, ux), (1)

uxx = f(t, x, u, ut, ux), (2)

utt + uxx = f(t, x, u, ut, ux). (3)

Äëÿ ñåìåéñòâ óðàâíåíèé (1)-(3) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû:
Ëåììà 1. Èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ñåìåéñòâ óðàâíåíèé (1) ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùåé (áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé) àëãåáðå Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé:

X = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(x)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
,

ãäå ôóíêöèè τ(t), ξ(x), η(t, x, u) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè.
Ëåììà 2. Èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ñåìåéñòâ óðàâíåíèé (2) ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùåé (áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé) àëãåáðå Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé:

X = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
,
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ãäå ôóíêöèè τ(t), ξ(t, x), η(t, x, u) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè.
Ëåììà 3. Èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ñåìåéñòâ óðàâíåíèé (3) ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùåé (áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé) àëãåáðå Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé:

X = τ(t, x)
∂

∂t
+ ξ(t, x)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
,

ãäå ôóíêöèè τ(t, x), ξ(t, x), η(t, x, u) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè.

Ëèòåðàòóðà
1. Hydon P.E. Symmetry Methods for Di�erential Equations: A

Beginner's Guide / P.E. Hydon. � New York. : Cambridge University
Press, 2000. � 213 p.

2. Ibragimov N.H. Transformation Groups Applied to Mathematical
Physics / N.H. Ibragimov. � U.S.A. : Springer, 1985. � 394 p.

3. Ovsiannikov L.V. Group Analysis of Di�erential Equations /
L.V. Ovsiannikov. � New York : Academic, 1982. � 399 p.

4. Olver P.J. Applications of Lie Groups to Di�erential Equations /
P.J. Olver. � New York : Springer-Verlag, 1993. � 501 p.

ÎÁÙÀß ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß
ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÁÈËËÈÀÐÄÎÂ,

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÄÓÃÀÌÈ ÑÅÌÅÉÑÒÂ
ÑÎÔÎÊÓÑÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎË
À.Â. Çàéöåâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

AnastasiaZay12@mail.ru

Ðàññìîòðèì îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííóþ äóãàìè ñîôî-
êóñíûõ ïàðàáîë. Çàäàäèì íàïðàâëåíèå ñèëû òÿæåñòè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äèðåêòðèñàì ïàðàáîë èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Òîãäà áèëëèàðä ñ
ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì â äàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìûì. Â ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èíòåãðàëû äàííîé ñèñòåìû
èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

H =
λ1µ

2
1

2(λ1 − λ2)
+

λ2µ
2
2

2(λ2 − λ1)
− g(λ1 + λ2),

F =
λ1λ2

(λ1 − λ2)
µ2
1 +

λ1λ2
(λ2 − λ1)

µ2
2 − 2gλ1λ2.

Èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ îáëàñòåé
âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ âû÷èñëèòü èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà �
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èíâàðèàíòû ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Áûëè ðàçîáðàíû âñå âîç-
ìîæíûå îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûìè ïàðàáîëà-
ìè. Òàêèõ îáëàñòåé 9. Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ èññëåäîâàíû îáëàñòè
âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, âû÷èñëåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà,
êîäèðóþùèå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé èçîýíåðãåòè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè. Äëÿ êàæäîé îáëàñòè âû÷èñëåíû áèôóðêàöèîííûå äèà-
ãðàììû, âûáðàíû ïàðû öèêëîâ, âû÷èñëåíû ìåòêè. Äîêàçàíà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ áèëëèàðäîâ â îáëàñòÿõ Ω1�Ω9

ñóùåñòâóþò âñåãî òðè òèïà íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ
íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Ðèñ. 1: Òðè òèïà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ
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ðèê / Â.Â. Ôîêè÷åâà // Ìàòåì. ñá. � 2015. � 206:10. � C. 127-176.

106



5. Êîáöåâ È.Ô. Ýëëèïòè÷åñêèé áèëëèàðä â ïîëå ïîòåíöèàëüíûõ
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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÀÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÔËÞÃÅÐÀ
Ñ ÄÛÐÊÎÉ Â ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅ

Í.Ð. Çèàòäèíîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà)
nail.ziatdinov@math.msu.ru

Ìû èçó÷àåì äâèæåíèå ìàÿòíèêà íà ïëîñêîñòè, ÿâëÿþùåãîñÿ ìàñ-
ñèâíûì ñòåðæíåì, ïðèêðåïëåííûì ê îïîðíîé òî÷êå, âîêðóã êîòîðîé
îí ìîæåò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ. Â ñòåðæíå ïðîäåëàíà äûðêà, è îí ïî-
ìåùåí â ïîòîê íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö, äâèæóùèõ-
ñÿ ñ îäíîé è òîé æå ôèêñèðîâàííîé íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ. ×àñòèöû
âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñòåðæíåì íå áîëåå îäíîãî ðàçà ïî çàêîíó áè-
ëüÿðäíîãî îòðàæåíèÿ. Íàøà öåëü - äàòü ïîëíîå îïèñàíèå ôàçîâîãî
ïîðòðåòà òàêîé ìîäåëè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèëû ãðàâèòàöèè íåò.

Ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà äëèíû, äîáüåìñÿ, ÷òîáû ¾áîëü-
øàÿ¿ ÷àñòü ôëþãåðà îò îïîðíîé òî÷êè èìåëà äëèíó 1, à ¾ìåíü-
øàÿ¿ � (−a0), à ñòåðæåíü ïîäåë¼í íà äâå ÷àñòè: [a0, a1] è [a2, 1] ïðè
ai ∈ (−1, 1) ∀i è a0 < a1 < a2, òîãäà îáùàÿ äëèíà ñòåðæíÿ áóäåò
1−a2+a1−a0, àíàëîãè÷íûì èçìåíåíèåì ìàñøòàáà âðåìåíè ñäåëàåì
âåëè÷èíó ñêîðîñòè ïîòîêà � åäèíèöîé.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç x, x = x(t), óãîë ìåæäó áîëüøåé ÷àñòüþ ìàÿò-
íèêà (îò îïîðíîé òî÷êè) è íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè ïîòîêà,
ïðèäåì â ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äèíàìèêè

ẍ = −κ(
∫ a1

a0

(sinx+ rẋ)| sinx+ rẋ|rdr+
∫ 1

a2

(sinx+ rẋ)| sinx+ rẋ|rdr),

(1)
ãäå ẋ è ẍ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò x ïî t, à ïàðàìåòð κ = 2ρ

I ,
ãäå ρ - ïëîòíîñòü ïîòîêà, à I ìîìåíòó èíåðöèè ìàÿòíèêà.

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé x è ẋ. Àíàëîãè÷íî [1] èìåþò ìåñòî âîñåìü ñëó÷àåâ:
(a) sinx+ rẋ ⩾ 0 ∀r.

ẍ = −κ[ 1− a
2
2 + a21 − a20

2
sin2 x+ 2

1− a32 + a31 − a30
3

ẋ sinx

+
1− a42 + a41 − a40

4
ẋ2]

. (2)
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(b1) sinx+ a0ẋ < 0 è sinx+ rẋ ⩾ 0 äëÿ îñòàëüíûõ r.

ẍ = −κ[ 1− a
2
2 + a21 + a20

2
sin2 x+ 2

1− a32 + a31 + a30
3

ẋ sinx

+
1− a42 + a41 + a40

4
ẋ2 − 1

6

sin4 x

ẋ2
]

. (3)

(b2) sinx+ ẋ < 0 è sinx+ rẋ ⩾ 0 äëÿ îñòàëüíûõ r.

ẍ = −κ[−1− a
2
2 + a21 − a20
2

sin2 x+ 2
−1− a32 + a31 − a30

3
ẋ sinx

+
−1− a42 + a41 − a40

4
ẋ2 +

1

6

sin4 x

ẋ2
]

. (4)

(b3) sinx+ a0ẋ < 0, sinx+ a1ẋ < 0 è sinx+ rẋ ⩾ 0 äëÿ îñòàëüíûõ r.

ẍ = −κ[ 1− a
2
2 − a21 + a20

2
sin2 x+ 2

1− a32 − a31 + a30
3

ẋ sinx

+
1− a42 − a41 + a40

4
ẋ2]

. (5)

à òàêæå â ÷åòûðåõ äðóãèõ îáëàñòÿõ (d), (b6), (b5) è (b4), â êîòîðûõ
ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâåí çíà÷åíèþ â
ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâåííî (a), (b1), (b2) è (b3) â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè
ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà x.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ y = ẋ è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äèíà-
ìèêè â âèäå ñèñòåìû

ẋ = y, ẏ = κv (x, y) , (6)

ãäå v = v (x, y) ñ êîýôôèöèåíòîì κ ðàâíî ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
â êàæäîì èç ñëó÷àåâ. Ïîñëå ýòîãî íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðèîäà ïî x ñèñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè: (0, 0) è (π, 0),
îáå âûðîæäåííûå. Ïî àíàëîãèè ñ [2] ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòè òî÷êè òî-
ïîëîãè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ôîêóñîì è ñåäëîì â çàâèñèìîñòè îò çíàêà
êîýôôèöèåíòà ïåðåä sin2 x.
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ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ ÏÎÈÑÊÀ ÊÐÀÒ×ÀÉØÈÕ ÏÓÒÅÉ
Â ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÛÕ ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÃÐÀÔÀÕ

Â.Ñ. Çèçîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
alvadia@cs.msu.ru

Ââåäåíèå. Çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôàõ ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè. Îíà èìååò
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷àõ ìàðøðóòèçàöèè, àíàëèçà ñå-
òåé è ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò îäíîãî èñòî÷-
íèêà äî âñåõ âåðøèí (Single Source Shortest Paths, SSSP) â îðèåíòè-
ðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå.

Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Äåéêñòðû è åãî ìîäèôèêàöèè îáëàäàþò
õîðîøèìè òåîðåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, îäíàêî ïðè ðàáîòå ñ êðóïíû-
ìè ðàçðåæåííûìè ãðàôàìè è ìíîæåñòâåííûìè çàïðîñàìè èõ ïðàê-
òè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ýòî ïðèâåëî ê
ðàçâèòèþ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêå ãðà-
ôà, òàêèõ êàê Contraction Hierarchies, Hub Labeling è Transit Node
Routing. Òåì íå ìåíåå, äàííûå ìåòîäû ëèáî ïðåäúÿâëÿþò ñòðîãèå
òðåáîâàíèÿ ê ñòðóêòóðå ãðàôà, ëèáî îðèåíòèðîâàíû íà çàäà÷ó ïîèñ-
êà ïóòè ìåæäó ôèêñèðîâàííîé ïàðîé âåðøèí, ëèáî òðåáóþò çíà÷è-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ ïàìÿòè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ïðîñòîãî è óíè-
âåðñàëüíîãî ìåòîäà óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è SSSP â îðèåíòèðî-
âàííûõ âçâåøåííûõ ãðàôàõ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû ïðè ñîõðàíå-
íèè êîððåêòíîñòè âû÷èñëÿåìûõ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä Lace-graph
compression (LGC), îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì óäàëåíèè âåð-
øèí ìàëûõ ñòåïåíåé ñ ñîõðàíåíèåì ìàðøðóòíîé äîñòèæèìîñòè.
Ïóñòü G = (V,E) - îðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðàô. Ôèêñèðó-
åòñÿ ïàðàìåòð k ⩾ 1. Íà ýòàïå ïðåäîáðàáîòêè èòåðàòèâíî óäàëÿþòñÿ
âåðøèíû v ∈ V , äëÿ êîòîðûõ ñòåïåíü deg(v) (ñóììà ïîëóñòåïåíåé
çàõîäà è èñõîäà) íå ïðåâûøàåò k.

Ïðè óäàëåíèè âåðøèíû v äëÿ êàæäîé ïàðû ðåáåð (u, v) è (v, w)
äîáàâëÿåòñÿ ðåáðî (u,w) ñ âåñîì w(u,w) = w(u, v) + w(v, w), ëèáî,
åñëè ðåáðî (u,w) óæå ñóùåñòâóåò, åãî âåñ ìèíèìèçèðóåòñÿ. Ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ïðîöåäóðû ïîëó÷àåòñÿ óïðîùåííûé ãðàô G′ = (V ′, E′)
è ìíîæåñòâî óäàëåííûõ âåðøèí R = V \ V ′.

© Çèçîâ Â.Ñ., 2026
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Òàáëèöà 1: Îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà LGC

k = 1 k = 2 k ⩾ 3
Ïîèñê ïóòè äî ãðàíèöû O(N logN) O(N logN) O(N logN)
Ïîèñê â êëàñòåðå N O(N) O(N logN)
Îãðàíè÷åíèÿ íåò K3 íåò K4 íåò Kk+2

Êîìïîíåíòû è ïðîãðàììû ïåðåõîäîâ. Ìíîæåñòâî óäàëåí-
íûõ âåðøèí R ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè C ïî èñõîäíîìó
ãðàôó. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû C îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ãðàíè÷-
íûõ âåðøèí B(C) = {u ∈ V ′ | ∃v ∈ C : (u, v) ∈ E ∨ (v, u) ∈ E}.
Â èíäóöèðîâàííîì ïîäãðàôå G[C ∪ B(C)] ðåøàåòñÿ çàäà÷à SSSP îò
âñåõ âåðøèí èçB(C), ïîñëå ÷åãî êðàò÷àéøèå ïóòè êîäèðóþòñÿ â âèäå
êîìïàêòíîãî íàáîðà òðèïëåòîâ (a, b, w). Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ òðèïëå-
òîâ îáðàçóåò ïðîãðàììó ïåðåõîäîâ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïóòåé âíóòðè
óäàëåííûõ êîìïîíåíò. Ðàçìåð ïðîãðàììû ïåðåõîäîâ ëèíåéíî îãðà-
íè÷åí âåëè÷èíîé O(kN), ãäå N = |V |.

Àëãîðèòì ïîèñêà. Ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò èñòî÷íèêà s
îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðè ýòàïà:

åñëè s ∈ R, ðåøàåòñÿ çàäà÷à SSSP â ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòå
C äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé äî âåðøèí B(C);

ðåøàåòñÿ çàäà÷à MSSP â óïðîùåííîì ãðàôå G′;
âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ ðàññòîÿíèé ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ïðîãðàììû ïåðåõîäîâ.
Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ïðè ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû LGC óäàëÿ-

åòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè k. Òîãäà:
Ïðè k = 1, 2 ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî ðåáåð ãðàôà ñòðîãî óìåíüøà-

þòñÿ; ïëîòíîñòü ãðàôà ïðè ýòîì íå âîçðàñòàåò.
Ïðè k = 3 îáùåå ÷èñëî ðåáåð ãðàôà íå èçìåíÿåòñÿ, îäíàêî ñòåïå-

íè îñòàâøèõñÿ âåðøèí óâåëè÷èâàþòñÿ â ñðåäíåì íà åäèíèöó.
Ïðè k ⩾ 4 ÷èñëî ðåáåð, äîáàâëÿåìûõ ïðè óäàëåíèè îäíîé âåðøè-

íû, ðàâíî k2

2 −
3k
2 ,

è ñòåïåíè ñîñåäíèõ âåðøèí âîçðàñòàþò â ñðåäíåì íà k−2 êàæäàÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå âîçðàñòàåò êâàäðàòè÷íî
ïî k, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ ïëîòíîñòè ãðàôà.

Îöåíêè ñëîæíîñòè. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå è
ïðàêòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè îñíîâíûõ ýòàïîâ àëãîðèòìà â çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðà k.
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Ðèñ. 1: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà
ãðàôà (÷èñëà âåðøèí)

Ïîèñê â óïðîùåííîì ãðàôå èìååò ñëîæíîñòü O(M logM + E′),
ãäå M = |V ′|, E′ = |E′|.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà ñîõðàíÿåò êîððåêòíîñòü

êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé. Ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå C è ïðîòå-
ñòèðîâàí íà ðàçðåæåííûõ ñåòåâûõ òîïîëîãèÿõ ñî ñðåäíåé ñòåïåíüþ
âåðøèí 4�5. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò óñêîðåíèå â ñðåäíåì äî òðåõ
ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà Äåéêñòðû.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è SSSP â îðèåíòèðîâàííûõ âçâåøåííûõ ãðàôàõ, îñíîâàííûé íà
óäàëåíèè âåðøèí ìàëûõ ñòåïåíåé è èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàìì ïåðå-
õîäîâ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïðèìåíÿòü åãî ê çàäà÷å SSSP áåç ïðåäïîëîæåíèé î ïëàíàðíîñòè èëè
èåðàðõè÷íîñòè ãðàôà. Ìåòîä íå ïðåäúÿâëÿåò ñòðîãèõ òðåáîâàíèé ê
òîïîëîãèè ãðàôà, ñîõðàíÿåò êîððåêòíîñòü ðàññòîÿíèé è äåìîíñòðè-
ðóåò ïðàêòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü.
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Â ÇÀÄÀ×Å ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÑÏÅÊÒÐÀ
ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ñ.Ï. Çóáîâà, Å.Â. Ðàåöêàÿ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ, ÂÃËÒÓ)

spzubova@mail.ru, raetskaya@inbox.ru

Äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

ẋ = Ax+Bu, (1)

ãäå x = x(t), u = u(t), ẋ = dx
dt ; x ∈ Rn, u ∈ Rm; A : Rn → Rn,

B : Rm → Rn; t ∈ [t0, tk], çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ ñïåêòðà ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì:

äëÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ ÷èñåë {λj}nj=1 òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òà-
êóþ îáðàòíóþ ñâÿçü

u = Kx, (2)

÷òîáû ñïåêòð ìàòðèöû A+BK ñîâïàäàë ñ {λj}nj=1, òî åñòü, ÷òîáû

det(A+BK − λj I) = 0. (3)

Êîìïëåêñíûå λj äîëæíû áûòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè.
Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

(A+BK)vj = λjvj , (4)

îòíîñèòåëüíî vj = v(λj) è K, ïðè÷åì, âíà÷àëå ñòðîèòñÿ íàáîð èç
n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ vj , çàòåì íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû
ìàòðèöû K.

Öåëü ðàáîòû � ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3),
äëÿ ýòîãî ñîçäàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ vj ìàòðèöû A + BK òàêîé,
ïðèìåíåíèå êîòîðîãî òðåáóåò ëèøü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïðîâåðêè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ïîñòðîåí-
íûõ âåêòîðîâ íà ïîñëåäíåì øàãå àëãîðèòìà.

© Çóáîâà Ñ.Ï., Ðàåöêàÿ Å.Â., 2026
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Â ñëó÷àå ïðîñòûõ çíà÷åíèé λj , j = 1, 2, ..., n, â óðàâíåíèè (4)
ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå

Kv0j = fj , (v0j = vj). (5)

Óðàâíåíèå (4) çàïèñûâàåòñÿ êàê Bfj = (λI−A)v0j , êîòîðîå ðåøà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî fj :

fj = B−(λjI −A)v0j + z0j , (6)

ñ íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì z0j = z0(λj) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
êîððåêòíîñòè

Q0(λjI −A)v0j = 0. (7)

Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (3) çàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìîé èç
òðåõ ñîîòíîøåíèé (5), (6) è (7).

Ê óðàâíåíèþ (7) ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïî-
ýòàïíîé çàìåíå íåèçâåñòíîãî ïðè λj :

Qi−1v
i−1
j = vij , i = 1, 2, ... . (8)

Òîãäà (8) âìåñòå ñ (7): Qi−1Av
i−1
j = λjv

i
j îáðàçóåò ñèñòåìó, ðåøåíèå

êîòîðîé
vi−1
j = Fi(λj , v

i
j) + zi−1 (9)

ïðè óñëîâèè êîððåêòíîñòè

Qi(λj , v
i
j) = 0. (10)

È òàê äàëåå ... . Ïðè Qp = (0) ( ýòî óñëîâèå ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè
ñèñòåìû (1)) èç (9) ïðè ∀vpj , zp íàõîäÿòñÿ v

i−1
j , vi−2

j , ..., v0j ñ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè v0j = v(λj). Ïî ôîðìóëå (6) âîññòàíàâëèâàåòñÿ fj è èç
(5) íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû ìàòðèöû K.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàô�çâåçäà ñ òðåìÿ ðåáðàìè îäèíàêîâîé äëè-
íû l. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì èç ðåáåð çàäàí îïåðàòîð Øòóð-
ìà�Ëèóâèëëÿ, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(h) = −h′′ + q(x)h

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïîòåíöèàë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèí-
ãóëÿðíûì: q = u′, u ∈ L2[0, l]. À èìåííî, ïàðàìåòðèçóåì êàæ-
äîå ðåáðî âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì xj , èçìåíÿþùèìñÿ îò 0 äî l,
ïðè÷åì çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ l ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå, èíöèäåíòíîé
âñåì òðåì ðåáðàì. Â ñâîáîäíûõ êîíöàõ ïîñòàâèì óñëîâèÿ Äèðèõëå:
h1(0) = h2(0) = h3(0) = 0, à â îáùåé âåðøèíå � óñëîâèå íåïðåðûâ-
íîñòè h1(l1) = h2(l2) = h3(l3) è óñëîâèå Êèðõãîôà

h
[1]
1 (l1) + h

[1]
2 (l2) + h

[1]
3 (l3) = 0.

Çäåñü ÷åðåç h[1] = h′−uh îáîçíà÷åíà êâàçèïðîèçâîäíàÿ. Â ñëó÷àå íó-
ëåâîãî ïîòåíöèàëà ñ÷èòàåì u = 0, ãäå u� ïåðâîîáðàçíàÿ ïîòåíöèàëà,
òîãäà êâàçèïðîèçâîäíàÿ, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé: h[1] = h′.

Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó íà ãðàôå ìîæíî ëåãêî ñâåñòè
ê ñèñòåìå −h′′ + q(x)h = λh, ãäå

h(x) =

h1(x)h2(x)
h3(x)

 , q(x) = diag{q1(x), q2(x), q3(x)}.

Â ðàáîòàõ [1]�[2] áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà. Íàñòîÿ-
ùèé äîêëàä ïîñâÿùåí âîïðîñàì áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû ñîáñòâåí-
íûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

© Çóåâ Ê.Ï., Ñàäîâíè÷àÿ È.Â., 2026
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü Lu � îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöè-
àëüíûì âûðàæåíèåì ℓ(h), ãäå ℓ(h) = −(h[1])′ − uh[1] − u2h, è êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè 

h1(0) = 0,

h2(0) = 0,

h3(0) = 0,

h1(l) = h2(l) = h3(l),

h
[1]
1 (l) + h

[1]
2 (l) + h

[1]
3 (l) = 0.

Çäåñü u = diag{u1, u2, u3}, qk = u′k. Òîãäà ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðè-
ñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàí-
ñòâå H = L2[0, π]⊕ L2[0, π]⊕ L2[0, π].
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ÎÒ ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎÉ ÑÒÅÍÊÈ1

À.À. Çîëîòóõèíà (Ìîñêâà, ÈÏÌåõ ÐÀÍ èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî)
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Âîëíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè íàä íåðîâíûì äíîì â ïîëå ñèë
òÿæåñòè Çåìëè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëü-
íûì îïåðàòîðîì, êîòîðûé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîõîæ íà âîëíî-
âîé îïåðàòîð. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé
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è ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè ñ ëîêàëèçîâàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è
êðàåâûì óñëîâèåì íåïðîòåêàíèÿ (óñëîâèå Íåéìàíà) íà æåñòêîé âåð-
òèêàëüíîé ñòåíêå. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îòðàæåíèå âîëíû îò ñòåí-
êè è âëèÿíèå äèñïåðñèè íà íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå. Äèñïåðñèîííûå
ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå íà ãðàíèöå âåðòèêàëüíîé ñòåíêè è íåðîâíî-
ãî äíà, ïîðîæäàþò ìàëûå äâóìåðíûå âîëíû. Àñèìïòîòèêè çàäà÷è
ñòðîÿòñÿ â âèäå êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ìåòîäà îòðàæåíèé. Â îêðåñòíîñòè ãîëîâíîãî ôðîíòà àñèìïòîòèêà
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ýéðè è åå ïðîèçâîäíóþ. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ðàâíîìåðíûõ ôîðìóë ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèþ Ýéðè
è âñþ àñèìïòîòèêó, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ ïðîãðàìì-
íûõ ïàêåòîâ çíà÷èòåëüíî óäîáíåå òðàäèöèîííîãî ñøèâàíèÿ ðåøåíèé
â ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ êàðòàõ.

Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ñ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðà-
òîðîì âîçíèêàåò èç çàäà÷è íà ïîòåíöèàëüíóþ ìîäåëü òå÷åíèÿ æèä-
êîñòè â äâóìåðíîì ñëîå â ïîëå ñèë òÿæåñòè Çåìëè ñ àíàëîãè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöàõ. Ïåðåõîä ìåæäó òàêèìè çàäà÷àìè ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåí ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âåðòèêàëüíîé ñòåíêè.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ L2-ÌÀËÛÕ ÓÊËÎÍÅÍÈÉ
ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÄÓÐÁÈÍÀ1

ß.Ñ. Çîíîâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ ÐÀÍ)
yana_kazinets@mail.ru

Äîêëàä ïîñâÿù¼í çàäà÷å íàõîæäåíèÿ òî÷íîé àñèìïòîòèêè ìà-
ëûõ óêëîíåíèé â íîðìå L2 äëÿ îäíîãî êëàññà ïðîöåññîâ Äóðáèíà.
Ðàññìîòðåííûå ïðîöåññû âîçíèêàþò êàê ïðåäåëüíûå ïðè ïðîâåðêå
âûáîðêè íà p-ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè p > 1 â ñëó÷àå, êîãäà
ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíèâàþòñÿ ïî âûáîðêå. Ïðè p = 2 ýòà
çàäà÷à áûëà ðåøåíà ðàíåå â [1].

Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Êàðõóíåíà�Ëîýâà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çà-
äà÷å îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà êîâàðèàöèîííûõ îïåðàòîðîâ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòî-
ðîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîäåðæàò èíòåãðàëû îò áûñò-
ðî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ àìïëèòóäà-
ìè. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòè àìïëèòóäû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
èç ðàáîòû [1], ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
äëÿ èíòåãðàëîâ. Ñ èõ ïîìîùüþ íàõîäèòñÿ òð¼õ÷ëåííàÿ àñèìïòîòèêà
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, èç êîòîðîé îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñðàâíåíèÿ Wenbo Li [2].

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.È. Íàçàðîâûì [3].
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ÌÀÃÈÑÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ
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1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äðîáíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñà-
íèÿ ñòàöèîíàðíîãî ìàãèñòðàëüíî-òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà. Ñòàöèîíàð-
íîñòü ïîòîêà îçíà÷àåò, ÷òî íà ó÷àñòêå ìàãèñòðàëè ôèêñèðîâàííîé
äëèíû íå èìåþòñÿ âúåçäû è âûåçäû. Ïîäîáíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ñ öåëûì ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíîé èçó÷åíà â ðàáîòå [1]. Ñâÿçü
äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ è ñòîõàñòè÷åñêîãî òðàíñïîðòà ïîäðîáíî èññëå-
äîâàíà â [2], ãäå îòìå÷åíî, ÷òî "íåò çàìåíû ìàòåìàòè÷åñêîìó ÿçûêó
äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îïèñàíèÿ è èçó÷åíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðî-
öåññà ñòîõàñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà". Áëèçêèå âîïðîñû áûëè ïðåäìåòîì
àíàëèçà â ïóáëèêàöèÿõ [3, 4, 5]

2. Ïóñòü M = (X,F ,F = (Ft)t⩾0,P)-ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, B(t)-ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå îïðåäåëåííîå íà
ïðîñòðàíñòâå M. Ïóñòü X2

t = L2(X,Ft,P) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
F-èçìåðèìûõ è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f : X → R ñ
íîðìîé

∥f∥2 = (E[f2])1/2.
Îïðåäåëåíèå 1. ([6]). Ïóñòü q ∈ (0, 1) è ïóñòü φ(x)-íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ. Òîãäà èíòåãðàë îò φ(x) îòíîñèòåëüíî (dt)q çàäàåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì ∫ t

0

φ(s)dsq = q

∫ t

0

(t− s)q−1φ(s)ds. (1)

Ïóñòü H-ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è {ei, i ⩾ 1}-
ïîëíàÿ îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìà â H, ò.å.

x =

∞∑
i=1

αiei.
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Èç ñâîéñòâà îðòîíîðìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî {Bt : i ⩾ 1} ÿâëÿåò-
ñÿ ñåìåéñòâîì íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ îäíîìåðíûõ áðîóíîâñêèõ
äâèæåíèé. Òîãäà

Bt(x) =

∞∑
i=1

< x, ei > bi(t),

ãäå {bi(t), i ⩾ 1} ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì îäíîìåðíûõ áðîóíîâñêèõ äâè-
æåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A2([0, T ]×X,H) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì
ïðîñòðàíñòâîì âñåõ H-çíà÷íûõ, Ft-àäàïòèðîâàííûõ è èçìåðèìûõ
ôóíêöèé f(t, ω) óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ E

∫ T
0
∥f(t)∥2dt <∞. Äëÿ

êàæäîãî f ∈ A2([0, T ]××X,H) îïðåäåëèì∫ T

0

< f(t), dBt >≡
∞∑
i=1

∫ T

0

< f(t), ei > dBt(ei),

ãäå ei, i ⩾ 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìîé â H.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü L2(H)-ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ

îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà íà H ñ íîðìîé ∥ · ∥HS è ïóñòü
A2([0, T ]×X, L2(H)) áóäåò ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì âñåõ L2(H)-
çíà÷íûõ Fτ -àäàïòèðîâàííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé F (t, ω) óäîâëå-
òâîðÿþùèõ E

∫ T
0
∥F (t)∥2HSdt < ∞. Äëÿ êàæäîãî F ∈ A2([0, T ] ×

X, L2(H)) íàH îïðåäåëåíH-çíà÷íûé ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ÷åðåç
ðàâåíñòâî

<

∫ T

0

F (t)dBt, x >=

∫ T

0

< F ∗(t)x, dBt > äëÿ ëþáîéx ∈ H, (2)

ãäå F ∗(t)-ñîïðÿæåííûé ê F (t) îïåðàòîð.
3. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (1), (2) è ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé èç

ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü f : [0, T ] × X → H-èçìåðèìàÿ è

{Ft}-àäàïòèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

E
∫ t
0
∥f(t)∥2P dt ⩽ ∞ è F : [0, T ] × X → L2(H)-èçìåðèìàÿ è

∥Ft∥-àäàïòèðîâàííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ ñ óñëîâèåì

E

∫ t

0

∥F (t)∥2PHSdt ⩽∞.

Òîãäà âûïîëíåíû îöåíêè
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E

(∫ T

0

< f(t), dBt >

)2P

⩽ C1

{∫ T

0

(E∥f(t)∥2P )1/P dt

}P
è

E

∥∥∥∥∥
∫ T

0

f(t), dBt

∥∥∥∥∥
2P

⩽ C2

{∫ T

0

(E∥F (t)∥2P2 )1/P dt

}P
ãäå C1, C2 ïîñòîÿííûå çàâèñÿùèå òîëüêî îò P .

Ëåììà 2 (Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà). Ïóñòü f è g ôóíêöèè â
LP [0, T ] è p ⩾ 1. Òîãäà(∫

|fg|dx
)P

⩽
∫
|f |P dx

(∫
|g|P |P−1|dx

)P−1

.

4. Ðàññìîòðèì äðîáíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H âèäà

dX(t) = AX(t)dt+ Ph(t,X(t))dt+ σ(t,X(t))dB + η(t,X(t))dtq, (3)

X(0) = X0 ∈ H, 0 ⩽ t ⩽ T

ãäå 0 < 1 < 1.
Ïóñòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (3) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ:
Í1. Ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïî-

ëóãðóïïû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ Ut.
Í2. −A ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñàìîñïðÿæåííûì ëèíåéíûì

îïåðàòîðîì òàêèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ÿäåðíûé îïåðàòîð A−1,
áîëåå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 < lim inf λi/i
1+δ ⩽ lim sup λi/i

1+δ <∞

ãäå {λi}-ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé −A; {ei} ÿâëÿåòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèì îðòîíîðìàëüíûì ñåìåéñòâîì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Í3. P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì òàêèì, ÷òî

D(P ∗) ⊃ D(A) è ∥P ∗ei∥ ⩽ γλαi ,
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ãäå γ-íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ è α < 1 − 1/(2(+δ)) èëè, åñëè P è A
êîììóòèðóþò íà D(A), òî òðåáóåòñÿ, ÷òî

D(P ) ⊃ D(A) è ∥Pei∥ ⩽ γλαi ,

Í4. Îòîáðàæåíèå h : [0, T ] ×H → H íåïðåðûâíîå è ðàâíîìåðíî
ïî t óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâî ∥h(t, x) − h(t, y)∥ ⩽ C1∥x − y∥ äëÿ
âñåõ x, y ∈ H.

Í5. Îòîáðàæåíèå σ : [0, T ]×H → L(H) íåïðåðûâíîå è ðàâíîìåð-
íî ïî t óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâî ∥σ(t, x)−σ(t, y)∥ ⩽ C2∥x− y∥ äëÿ
âñåõ x, y ∈ H.

Í6. Îòîáðàæåíèå η : [0, T ] ×H → H íåïðåðûâíîå è ðàâíîìåðíî
ïî t óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâî ∥η(t, x) − η(t, y)∥ ⩽ C3∥x − y∥ äëÿ
âñåõ x, y ∈ H.

Çäåñü C1, C2, C3 ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Í1-Í6. Òîãäà çàäà÷à Êî-

øè (3) äëÿ ëþáîé X0 ∈ X2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Íà ïåðâîì ýòàïå íàäî óñòàíàâëèâàòü

ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è Êîøè (3) è ñëåäóþùåãî äðîáíîãî èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

X(t) = UtX0 +

∫ t

0

Ut−sb(s,Xs)ds+

∫ t

0

Ut−sσ(s,Xs)dBs+

+

∫ t

0

(t− s)q−1Ut−sη(s,Xs)ds.

Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç Rp-áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðè-
ìûõ è àäàïòèðîâàííûõ H-çíà÷íûõ îïðåäåëåííûõ íà [0.T ]×X ñ íîð-
ìîé

∥X∥T =

{
sup

0⩽t⩽T
E∥X(t)∥p

}1/2p

< ∞.

Äàëåå, ïóñòü Rp0-çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî {X ∈ Rp : X(0) =
X0}. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñêîáîê äàëåå ìû áóäåì Xt âìåñòå X(t).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Φ : Rp0 → Rp0 ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Φ(Y )t = UtX0 +

∫ t

0

Ut−sb(s, Ys)dBs +

∫ t

0

Ut−sPh(s, Ys)ds+
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+

∫ t

0

(t− s)q−1Ut−sη(s, ys)ds. (4)

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ut−s ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà äëÿ âñåõ s ⩽ t. Ýòî ñâîéñòâî è óñëî-
âèå Ëèïøèöà íà σ îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà

I(t− εn) =
∫

0t− εnUt−sσ(s, Ys)dBs

äëÿ εn > 0. Äàëåå, I(t− εn) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðè εn → 0).
Âòîðîé è òðåòèé èíòåãðàë â (4) òàêæå ñóùåñòâóþò ñ ó÷åòîì ëåìì

1, 2. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå
äëÿ îïåðàòîðà Φ(Yt) ñ ó÷åòîì ñëåäóþùåé îöåíêè

E∥Φ(Y )t − Φ(Z)t∥2P ⩽

⩽ 22P−1E∥
∫ t

0

Ut−s[σ(s, Ys)− σ(s, Zs)]dBs∥2P+

+22P−1E∥
∫ t

0

Ut−sP [h(s, Ys)− h(s, Zs)]ds∥2P+

+22P−1E∥
∫ t

0

(t− s)q[η(s, Ys)− η(s, Zs)]ds∥2P .

Âñå òðè ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäÿò ñâîþ îöåíêó â ñèëó ñâîéñòâ
ïîëóãðóïïû è ðåçóëüòàòîâ ëåìì 1, 2.

5. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå çäåñü íàõîäÿò ïðèìåíå-
íèå ê çàäà÷å î ìàãèñòðàëüíîì ñòîõàñòè÷åñêîì ïîòîêå ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî äëÿ îïåðàòîðà

AXt =
d2Xt

dx2
− C0

dXt

dt
ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëóãðóïïó, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
Ut.

Ýëåêòðîííóþ âåðñèþ òåçèñîâ íåîáõîäèìî âûñëàòü ïî ýëåêòðîí-
íîìó àäðåñó vzms@mail.ru.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè â ãðàíä-
ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà âåñîâîé ñèñòåìû ýêñïîíåíò ñ èñêëþ÷åííûì
ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì.

Â [1] óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå − 1
2 < α < 1

2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì áàçèñíîñòè ñèñòåìû

{
|t|α eint

}
n∈Z

â L2(0, 2π). Ïîëíîòà è ìèíèìàëüíîñòü ñèñòåìû ïîëó÷åííîé ïðè èñ-
êëþ÷åíèè ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ñèñòåìû

{
|t|α eint

}
n∈Z â L2(0, 2π)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Àçåðáàéäæàíñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà �
Ãðàíò � AEF-MGC-2025-1(54)-20/03/1-M-03.
© Èñìàéëîâ Ì.È. Ãàñàíîâà ×.Ì. Íóðèåâà Ñ.À. , 2026
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èçó÷àëàñü â [2, 3]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè êðèòåðèé ïîë-
íîòû è ìèíèìàëüíîñòè â L2(0, 2π) ñèñòåìû

{
ω(t)eint

}
n∈Z\{n1}

èçó-

÷àëàñü â [3], ãäå n1 ∈ Z - íåêîòîðîå ÷èñëî. Ýòè âîïðîñû â Lp(0, 2π),
èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [4, 5]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ êðè-
òåðèé ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû

{
ω(t)eint

}
n∈Z\{n1}

â ïîä-
ïðîñòðàíñòâå ãðàíä ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà, ïîðîæäåííîå îïåðàòîðîì
ñäâèãà.

Ïóñòü Lp),θ(T ), p > 1, T = [0, 2π], θ ⩾ 0 � îáîáùåííîå ãðàíä-
ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, ò.å. ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà T ôóíêöèé
f(t) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥f∥p),θ = sup
0<ε<p−1

(
εθ

|T |

∫
T

|f(t)|p−ε dt
) 1

p−ε

< +∞.

×åðåç Gp),θ(T ) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Lp),θ(T ) ôóíêöèé
f ∈ Lp),θ(T ) òàêèõ, ÷òî

∥f(·+ δ)− f(·)∥p),θ → 0 ïðè δ → 0,

ãäå f(t) = 0, t /∈ T . ßñíî, ÷òî ïðè θ = 0 ïðîñòðàíñòâî Gp),θ(T )
ñîâïàäàåò ñ Lp(T ). Â ðàáîòå [5] äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ïîëíîòû è
ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû

{
ω(t)eint

}
n∈Z\{n1}

â Lp(T ). Â äàííîé ðàáî-
òå ïîëó÷åíèû êðèòåðèè ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè ýòîé ñèñòåìû â
Gp),θ(T ) .

Ñïðàâåäëèâû
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ω ∈ Gp),θ(T ) è n1 ∈ Z - íåêîòîðîå ÷èñëî.

Òîãäà ñèñòåìà
{
ω(t)eint

}
n∈Z\{n1}

ïîëíà â Gp),θ(T ) òîãäà è òîëüêî

òîãäà êîãäà ω(t) ̸= 0 äëÿ ï.â. t ∈ T è 1
ω(t) /∈

(
Gp),θ(T )

)′
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ω ∈ Gp),θ(T ) è n1 ∈ Z - íåêîòîðîå ÷èñëî.

Ñèñòåìà
{
ω(t)eint

}
n∈Z\{n1}

ïîëíà è ìèíèìàëüíà â Gp),θ(T ) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω(t) ̸= 0 äëÿ ï.â. t ∈ T , 1
ω(t) /∈

(
Gp),θ(T )

)′
è

âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
i) ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííàÿ) òî÷êà t0 ∈ T òàêàÿ, ÷òî t−t0

ω(t) ∈(
Gp),θ(T )

)′
;

ii) èìååò ìåñòî t(t−2π)
ω(t) ∈

(
Gp),θ(T )

)′
.
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ÓÑËÎÂÈß ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ,
ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÉ ÏÀÐÎÉ

Ì.Â. Êàáàíêî (Êóðñê, ÊÃÓ)
kabankom@gmail.com

Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîé ïàðå. Ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå îáùèå
óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ, äåñòâóþùèõ â ðåãóëÿðíîé ãèëüáåð-
òîâîé ïàðå, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé
ñóììû âåêòîðçíà÷íûõ ïîñëåäîâàòåëäüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1. (ñì. [1]) Ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðíîé àëãåá-
ðû A íàçûâàåòñÿ ïàðà (Hθ, θ), ãäå Hθ íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ, à θ � ãîìî-
ìîðôèçì âèäà

θ : A → B(Hθ).

Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì åñëè ãîìîìîðôèçì θ èíúåêòè-
âåí.

Îïðåäåëåíèå 2. (ñì. [1]) Ïðåäñòàâëåíèå (Hθ, θ) îïåðàòîðíîé
àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìûì (èëè íåïðèâî-
äèìî äåéñòâóåò â Hθ) åñëè èíâàðèààíòíûìè îòíîñèòåëüíî A ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà Hθ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òðèâèàëüíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà, ò.å. 0 è Hθ.

Îïðåäåëåíèå 3. (ñì. [2]) Äâà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâà X0 è
X1 îáðàçóþò áàíàõîâó ïàðó, åñëè îíè íåïðåðûâíî âëîæåíû â íåêî-
òîðîå îòäåëèìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X . Áàíàõîâà ïà-
ðà {X0, X1} íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ïåðåñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâ
X0 ∩X1 âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâàõ X0 è X1.
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Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâó ïàðó H =
{
l2(2

n
2Gn), l2(2

−n
2Gn)

}
. Ýòà

ïàðà èçîìîðôíà ïàðå {l2 (Gn) , l2 (2−nGn)} (ñì. [3]). Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,
êîòîðûå äåéñòâóþò â ãèëüáåðòîâîé ïàðå H. Ëþáîé òàêîé îïåðàòîð
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = D +
∑
k ̸=0

Ak, (1)

ãäå D � îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà A, à îïåðàòîðû Ak ñîîòâåòñâóþò äèàãîíà-
ëÿì, êîòîðûå ¾ïàðàëëåëüíû¿ ãëàâíîé (ñì. [4]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîé ïà-
ðå H. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð D îáðàòèì â
ïðîñòðàíñòâå l2(Gn) è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥D−1∥l2(Gn) <

√
2− 1

2∥A∥B(H)

.

Òîãäà îïåðàòîð A òàêæå áóäåò îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå l2(Gn).
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Ïëîñêîñòüþ Ìèíêîâñêîãî íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü R2 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì ⟨x, y⟩ = x1y1 − x2y2. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñîôîêóñ-
íûõ ãèïåðáîë, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
x2

A−λ + y2

B+λ = 1, ãäå A+B < 0, λ ∈ R.
Ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä � ýòî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïè-

ñûâàþùàÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé îáëàñòè R2,
îãðàíè÷åííîé ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîé êðèâîé. Ïðè äâèæå-
íèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü äëèíà
âåêòîðà ñêîðîñòè, à îòðàæåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè ñîâåðøàëîñü ïî
ñòàíäàðòíîìó çàêîíó: óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.

Áóäåì èññëåäîâàòü íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêèå
áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå ãèïåðáîëàìè óêàçàííîãî ñåìåéñòâà. Îêà-
çûâàåòñÿ, òàêèå áèëëèàðäû � èíòåãðèðóåìû.

Òåîðåìà 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâ-
ñêîãî, îãðàíè÷åííûé ñîôîêóñíûìè ãèïåðáîëàìè ðàññìàòðèâàåìîãî
ñåìåéñòâà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Ïåðâûå èíòåãðàëû äàííîé
ñèñòåìû � ôóíêöèè

Λ =
(vxy − vyx)2 −Bv2x −Av2y

v2x − v2y
; H = v2x − v2y,

ãäå v = (vx, vy) � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû, (x, y) � òî÷êà áèëëè-
àðäà.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèÿ Λ � ýòî çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà êàóñòèêè (ãèïåðáîëû, êîòîðîé êàñàþòñÿ ïðÿìûå, âäîëü êîòî-
ðûõ äâèæåòñÿ ÷àñòèöà).

Áóäåì èçó÷àòü âñå âîçìîæíûå òðàåêòîðèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïîëó÷åííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â ðàññìàòðèâàåìîì
áèëëèàðäå. Ïóñòü áèëëèàðä îãðàíè÷åí äâóìÿ ãèïåðáîëàìè, ñ
ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2, ãäå λ1 < A è λ2 > −B, è äâóìÿ ïðÿìûìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. ÏóñòüM ⊂ Q3 � ïîâåðõíîñòü
óðîâíÿ èíòåãðàëà Λ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
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Òåîðåìà 1. Ïðèìåð îôîðìëåíèÿ îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé
òèïà òåîðåì, ëåìì.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè H ̸= 0:

� ïðè −∞ < Λ < A: ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà òîðó;

� ïðè Λ = A: ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè;

� ïðè Λ = B: ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè;

� ïðè −B < Λ < +∞: ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà òîðó;

Ïðè çíà÷åíèÿõ ôóíêöèé A < Λ < −B òðàåêòîðèé íåò, à ñëó÷àé
H = 0 ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîì áèëëèàðäå ìîæíî ââåñòè ïîòåíöèàë,
òî åñòü ïðèáàâèòü ê ïåðâûì èíòåãðàëàì òàêèå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò êîîðäèíàò (x, y), ÷òî áèëëèàðä îñòàíåòñÿ èíòåãðèðóåìûì.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ôðåéìîâ â ïðîñòðàíñòâå
L2(R). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà çàäàþòñÿ ñòàíäàðòíî:

(f, g) =

∞∫
−∞

f(x)g∗(x)dx, ||f || =
√

(f, f),
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ãäå g∗(x) � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̂(ξ) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)e−iξxdx.

Îïðåäåëåíèå 1. ([1, 2]) Íàáîð ôóíêöèé gk ∈ L2(R), k ∈ Z, íà-
çûâàåòñÿ ôðåéìîì, åñëè ∀f ∈ L2(R) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

AF ||f ||2 ⩽
∑
k∈Z
|(f, gk)|2 ⩽ BF ||f ||2,

ãäå 0 < AF , BF <∞ � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
ÅñëèAF = BF , ôðåéì íàçûâàåòñÿ æ¼ñòêèì. Åãî ãëàâíûì ïðåèìó-

ùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(R) â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïî gk, k ∈ Z
[1, 2]:

f =
1

AF

∑
k∈Z

(f, gk)gk.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó, íå íóæíî îòäåëüíî ñòðîèòü îáðàòíûé ôðåéìîâûé
îïåðàòîð è ñ åãî ïîìîùüþ äâîéñòâåííûé ôðåéì.

Ôðåéìû òåñíî ñâÿçàíû ñ åù¼ îäíèì ìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòèåì.
Îïðåäåëåíèå 2. ([1, 2]) Íàáîð ôóíêöèé φk ∈ L2(R), k ∈ Z, íà-

çûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà, åñëè ∀c ∈ ℓ2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

AR||c||2ℓ2 ⩽

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ckφk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ⩽ BR||c||2ℓ2 ,

ãäå 0 < AR, BR <∞ � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Åñëè AR = BR, òî φk, k ∈ Z, � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà Ðèññà íà îñíîâå ðàâ-

íîìåðíûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà: g(x) = exp
(
−x2/2

)
. Äëÿ ôîðìó-

ëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ òåòà-ôóíêöèè ßêîáè [3]:

θ1(z, q) = −i
∞∑

n=−∞
(−1)nq(n+

1
2 )

2

ei(2n+1)z, θ3(z, q) =

∞∑
n=−∞

qn
2

ei2nz,

θ2(z, q) =

∞∑
n=−∞

q(n+
1
2 )

2

ei(2n+1)z, θ4(z, q) =

∞∑
n=−∞

(−1)nqn
2

ei2nz,
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ãäå z, q ∈ C, |q| < 1. Çàäàäèì ïàðàìåòð ω > 0. Ïóñòü äàëåå c⊥k (ω),
k ∈ Z, � íàáîð êîýôôèöèåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∣∣∣∣∣

∞∑
k=−∞

c⊥k (ω)e
−ikt

∣∣∣∣∣
2

=
1

√
πθ3

(
t
2 , exp (−ω2/4)

) , t ∈ [0, 2π]. (1)

Ðàññìîòðèì 2 ôóíêöèè:

h(x, ω) =

∞∑
k=−∞

c⊥k (ω) exp

(
− (x− ωk)2

2

)
,

g⊥(x, ω1, ω2) =
4
√
πh(x, ω1)

( ∞∑
k=−∞

c⊥k (ω2)e
iω2kx

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìíîæèâ ðÿäû, ìîæíî ïðåäñòàâèòü g⊥(x, ω1, ω2) â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷àñòîòíî-âðåìåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè
Ãàóññà. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå êëþ÷åâûå ôàêòû.

Óòâåðæäåíèå 1. ([4]) Ñèñòåìà ôóíêöèé h(x − ωk), k ∈ Z, îð-
òîíîðìèðîâàíà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ω > 0, ïðè÷åì
óñëîâèå (1) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì.

Óòâåðæäåíèå 2. ([5]) Ñèñòåìà ôóíêöèé g⊥(x − ω1k)e
iω2mx,

k,m ∈ Z, îðòîíîðìèðîâàíà ïðè ôèêñèðîâàííûõ ω1, ω2 > 0, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ ω1ω2 = 4πn, n ∈ N.

Óòâåðæäåíèå 3. [6] Ïóñòü g(x) ∈ L2(R), ïðè÷¼ì äëÿ íåêîòîðûõ
C, δ > 0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

|g(x)| < C

(1 + |x|)1+δ
, |ĝ(ξ)| < C

(1 + |ξ|)1+δ
.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè g(x−α1k)e
iα2mx, k,m ∈ Z, α1, α2 > 0, îáðà-

çóþò æ¼ñòêèé ôðåéì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð ôóíêöèé
g(x − ω1k)e

iω2mx, k,m ∈ Z, ãäå ω1 = 2π/α2, ω2 = 2π/α1, ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé Ðèññà.

Ñîãëàñíî ýòèì óòâåðæäåíèÿì, ïîñòðîåíèå æ¼ñòêîãî ôðåéìà íà-
ïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé îá îðòîíîðìàëèçàöèè ñèñòåìû ðàâíîìåð-
íûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ æ¼ñòêîãî ôðåéì, äî-
ñòàòî÷íî îòûñêàòü ëþáîé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {ck(ω)} ∈ ℓ2, óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1). Àâòîðàì äàííîé ðàáîòû óäàëîñü ñäåëàòü
ýòî ñ ïîìîùüþ êàðäèíàëüíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3. ([7]) Ôóíêöèÿ φ̃(x) íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíîé,
åñëè φ̃(mω) = δ0,m, m ∈ Z.
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Îáû÷íî êàðäèíàëüíóþ ôóíêöèþ ñòðîÿò èç ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ðàâíîìåðíûõ ñäâèãîâ îäíîé ÷¼òíîé g(x), ò.å. â âèäå

φ̃(x) =

∞∑
k=−∞

ck(ω)g(x− kω).

Îäíàêî, ìîæíî âçÿòü ñäâèã ýòîé ôóíêöèè íà âåëè÷èíó βω, |β| < 1
è òîëüêî ïîòîì ïîñòðîèòü ôóíêöèþ φ̃(x, β), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîò-
íîøåíèþ (1) â âèäå ðÿäà

φ̃(x, β) =

∞∑
k=−∞

ck(ω, β)g(x− (k + β)ω).

Áóäåì φ̃(x, β) íàçûâàòü êàðäèíàëüíîé ôóíêöèåé ñ äðîáíûì ñäâèãîì
β.

Â ñòàòüå [8] â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåíî ñëåäóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî êàðäèíàëüíûõ ôóíêöèé ñ äðîáíûì ñäâèãîì β:

φ̃(x, β) =

∞∑
k=−∞

ck(ω, β) exp

(
− (x− (k + β)ω)2

2

)
,

ck(ω, β) =
2 exp

(
(k + β)2ω2/2

)
θ′1 (0, exp (−ω2/2))

∞∑
p=|k|

(−1)p exp
(
− (2p+ 1)2ω2

8

)
,

ãäå ω > 0, β ∈ R.
Íàëè÷èå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ck(ω, β) âîâñå íå îçíà÷àåò,

÷òî ðÿä äëÿ êàðäèíàëüíîé ôóíêöèè ñ äðîáíûì ñäâèãîì áóäåò ñõî-
äèòüñÿ, âî-ïåðâûõ ïðè âñåõ x ∈ R, âî-âòîðûõ, ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
L2(R). Ïîýòîìó â ñëåäóþùåé òåîðåìå óêàçàíû îöåíêè íà ñêîðîñòü
óáûâàíèÿ ck(ω, β).

Òåîðåìà 1. Âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

lim
k→+∞

∣∣∣∣ck+1(ω, β)

ck(ω, β)

∣∣∣∣ = e(β−
1
2 )ω

2

, lim
k→−∞

∣∣∣∣ck−1(ω, β)

ck(ω, β)

∣∣∣∣ = e−(β+
1
2 )ω

2

.

Ñëåäñòâèå. Åñëè |β| < 1/2, òî ck(ω, β) ∈ ℓ2, à åñëè |β| ⩾ 1/2,
òî ck(ω, β) /∈ ℓ2.

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ k âåðíî ñîîòíîøåíèå∣∣∣∣ ck(ω, 0)ck+1(ω, 0)

∣∣∣∣ > 1.
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Òàêèì îáðàçîì, φ̃(x) /∈ L2(R) ïðè |β| ⩾ 1/2. Ïîýòîìó äàëåå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé |β| < 1/2. Óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 3. Åñëè |β| < 1/2, òî ñåìåéñòâî ñäâèãîâ φ̃(x−kω), k ∈
Z, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà. Îòíîøåíèå êîíñòàíò Ðèññà BR/AR
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

BR
AR

=
θ24
(
2βπτ, q2

)
θ3 (0, q)

θ23 (2βπτ, q
2) θ4 (0, q)

, 0 ⩽ |β| ⩽ 1

4
,

BR
AR

=
θ23
(
2βπτ, q2

)
θ4 (0, q)

θ24 (2βπτ, q
2) θ3 (0, q)

,
1

4
⩽ |β| < 1

2
,

ãäå q = exp
(
−ω2/4

)
, τ = −i ln q/π.

Åñëè ïðèìåíèòü ôîðìóëû èç òåîðåìû 1 ê ñëó÷àþ |β| = 1/4, ïî-
ëó÷èì 2 âçàèìíî îáðàòíûõ âûðàæåíèÿ:

BR
AR

=
θ24
(
πτ/2, q2

)
θ3 (0, q)

θ23 (πτ/2, q
2) θ4 (0, q)

,
BR
AR

=
θ23
(
πτ/2, q2

)
θ4 (0, q)

θ24 (πτ/2, q
2) θ3 (0, q)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî AR = BR. Òåì ñàìûì, òåîðåìà 1 äà¼ò àëüòåð-
íàòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ èç ñòàòüè [8] î òîì,
÷òî ïðè |β| = 1/4 ñèñòåìà ñäâèãîâ êàðäèíàëüíîé ôóíêöèè φ̃(x−kω),
k ∈ Z, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ïîäâåä¼ì èòîã. Â äàííîé ðàáîòå â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåí æ¼ñò-
êèé ôðåéì íà îñíîâå ñèñòåìû ÷àñòîòíî-âðåìåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè
Ãàóññà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàííîé îïåðàöèè, â íà÷àëå áûëà ïîñòðîåíà
êàðäèíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ äðîáíûì ñäâèãîì β, äëÿ íå¼ áûëî íàéäå-
íî îòíîøåíèå êîíñòàíò Ðèññà, çàâèñÿùåå îò β. Ïðè |β| = 1/4 ýòî
îòíîøåíèå äîñòèãëî ñâîåãî ìèíèìóìà, ðàâíîãî 1. Ýòî ïðèâåëî ê îð-
òîãîíàëüíîñòè ñäâèãîâ êàðäèíàëüíîé ôóíêöèè ñ äðîáíûì ñäâèãîì
1/4. Ïðè ïîïûòêå îáîáùèòü ýòîò ïîäõîä âîçíèêàåò ðÿä òðóäíîñòåé.
Òàê, íàïðèìåð, íå óäàëîñü ïîñòðîèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ñïëàéíû íó-
ëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà, äðîáíûå ñäâèãè êîòîðûõ áûëè áû îðòî-
ãîíàëüíûìè. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ Ãàóññà â ýòîì ñìûñëå èñêëþ÷è-
òåëüíûì ïðèìåðîì, îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì. Â áóäóùåì ïëà-
íèðóåòñÿ ïðîâåñòè áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå.
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Â öèëèíäðå ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ

D∞ = {(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly,−∞ < z < +∞}
ðàññìîòðèì îáëàñòü D(F,H), òî åñòü ÷àñòü öèëèíäðà, îãðàíè÷åííóþ
ñ îäíîé ñòîðîíû ïëîñêîñòüþ z = H, ñ äðóãîé � ïîâåðõíîñòüþ

S = {(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly, z = F (x, y) < H}, F ∈ C2.

Â îáëàñòè D(F,H) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ êðàåâóþ
çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ

∆u(M) = 0, M ∈ D(F,H),

u|S = f,
∂u

∂n

∣∣∣
S
= g,

∂u

∂n

∣∣∣
x=0,lx

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣
y=0, ly

= 0.

© Êëèìèøèí À.Â., 2026
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ñ ãðàíèöû S c îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà íà
áîêîâûõ ãðàíÿõ D. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â âèäå
ðÿäà Ôóðüå ïðè óñëîâèè zM < min

(x,y)
F (x, y) < zP

φ̃(M,P ) = − 1

2lxly
C +

2

lxly

∞∑
n,m=0,n2+m2 ̸=0

εnεm
e−knm|zM−zP |

knm
×

× cos
πnxM
lx

cos
πmyM
ly

cos
πnxP
lx

cos
πmyP
ly

ãäå

knm =

√(
πn

lx

)2

+

(
πm

ly

)2

, εn =

{
1 n ̸= 0,

0, 5 n = 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â âèäå

u(M) = v(M)− Φ(M), M ∈ D(F,H)

ãäå

Φ(M) = −
∫
Π

[g(P )φ̃(M,P )n1(P )− f(P ) (∇P φ̃(M,P ),n1(P ))] dxP dyP ,

n1 = (F ′
x, F

′
y,−1) è n1 = |n1| =

√
1 + (F ′

x)
2 + (F ′

y)
2

v(M) =

∞∑
n,m=0,
n2+m2 ̸=0

Φnm(a)eknm(zM−H) cos
πnxM
lx

cos
πmyM
ly

.

Φnm(a) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè Φ(M)|M∈Π(a):

Φnm(a) =
4εnεm
lxly

lx∫
0

ly∫
0

Φ(x, y, a) cos
πnx

lx
cos

πmy

ly
dxdy.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåçóëüòàòà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ åå äèñêðåòèçàöèÿ â ïðåäïîëîæåíèè Nx òî÷åê ïî ïåðå-
ìåííîé x, Ny òî÷åê ïî ïåðåìåííîé y. Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ñ
ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ Φnm(a), Φ(M) è âèäà ôóíêöèè
èñòî÷íèêà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ êàæäîé ïà-
ðû èíäåêñîâ n è m, íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå ñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé:
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ñóììèðîâàíèå ðÿäà äëÿ φ, èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòè S, èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Π(a). Êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ îïå-
ðàöèé ìîæåò áûòü îöåíåíî êàê O(NxNy)

4. Â öåëÿõ ñíèæåíèÿ îáúåìà
âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ
èç ýòèõ îïåðàöèé àíàëèòè÷åñêè, â òîì ÷èñëå èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îð-
òîãîíàëüíîñòè ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé{

cos
πnx

lx
cos

πmy

ly

}∞

n,m=0

lx∫
0

dx

ly∫
0

dy cos
πnx

lx
cos

πmy

ly
cos

πn′x

lx
cos

πm′y

ly
=

lxly
4εn′εm′

δnn′δmm′

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòà
Ôóðüå Φn′m′(a)

Φ
n′m′ (a) =

2ε
n′εm′

lxlyk
n′m′

lx∫
0

ly∫
0

e
−k

n′m′ (F (xP ,yP )−a)
g(xP , yP )n1 cos

πn′xP

lx
cos

πm′yP
ly

dxP dyP −

−
2ε

n′εm′πn′

l2xlyk
n′m′

lx∫
0

ly∫
0

e
−k

n′m′ (F (xP ,yP )−a)
f(xP , yP )F

′
x(xP , yP ) sin

πn′xP

lx
cos

πm′yP
ly

dxP dyP −

−
2ε

n′εm′πm′

lxl2yk
n′m′

lx∫
0

ly∫
0

e
−k

n′m′ (F (xP ,yP )−a)
f(xP , yP )F

′
y(xP , yP ) cos

πn′xP

lx
sin

πm′yP
ly

dxP dyP +

+
2ε

n′εm′

lxly

lx∫
0

ly∫
0

e
−k

n′m′ (F (xP ,yP )−a)
f(xP , yP ) cos

πn′xP

lx
cos

πm′yP
ly

dxP dyP

â âèäå ñóììû âû÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ îð-

òîãîíàëüíûõ ñèñòåì
{
cos

πnx

lx
cos

πmy

ly

}
,

{
sin

πnx

lx
cos

πmy

ly

}
,{

cos
πnx

lx
sin

πmy

ly

}
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî ïî-
ñëå äèñêðåòèçàöèè òðåáóåòñÿ O(NxNy)

2 îïåðàöèé.
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîëè-

÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ìîæåò áûòü ñíèæåíî íà äâà ïî-
ðÿäêà.

Ïîëó÷åííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
Φn′m′(a) ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííî ðåøåíèÿ
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ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

u(M) =

∞∑
n,m=0,
n2+m2 ̸=0

Φnm(a)eknm(zM−H) cos
πnxM
lx

cos
πmyM
ly

− Φ(M),

M ∈ D(F,H)

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äèñêðåò-
íûõ ðÿäîâ Ôóðüå, ñóììèðîâàòü êîòîðûå ìîæíî, èñïîëüçóÿ ìîäèôè-
öèðîâàííûé ìåòîä Õåììèíãà.

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è.
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Ôèëüòð Êàëìàíà, áåçóñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ
îòêðûòèé â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè â ïðîøëîì âåêå. Òåïåðü
ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ ïîâñåìåñòíî � îò çàäà÷ íàâèãàöèè äî çà-
äà÷ ýêîíîìåòðèêè. Â ñâîåé çíàìåíèòîé ðàáîòå [1] Êàëìàí ïðåäëîæèë
ñëåäóþùóþ ìîäåëü: {

ξi+1 = Fiξi + ui,

ηi = Hiξi + vi
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Çäåñü ui, vi � öåíòðèðîâàííûå ãàóññîâñêèå øóìû, íå çàâèñÿùèå äðóã
îò äðóãà, ξi � èñòèííîå çíà÷åíèå íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè â ìîìåíò
âðåìåíè t = i, ηi � ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ýòîé õàðàêòåðèñòèêè íàøèì
ïðèáîðîì â ìîìåíò âðåìåíè t = i. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîé
îöåíêå ξi ïî èçìåðåíèÿì η0, η1, . . . , ηi−1

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ξi ïî èç-
ìåðåíèÿì ηk, k < i â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå: áåç ïðåäïîëîæåíèÿ
ãàóññîâîñòè øóìîâ è íåêîððåëèðîâàííîñòè îøèáîê äàò÷èêîâ. Èñ-
ïîëüçóÿ ïîäõîäû èç ìîíîãðàôèè [2], ïîëó÷åí îáùèé ðåçóëüòàò îá
àôôèííûõ îöåíêàõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ξ : Ω→ Cn, η : Ω→ Cp � ñëó÷àéíûå âåêòîðû
c êîìïîíåíòàìè èç L2(P). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîòî÷å÷íîé ìèíè-
ìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé îøèáêè

E[(ξ −Kη − l)(ξ −Kη − l])∗]→ min
l∈Cn,K∈Mn×p

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè,
ðåøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìèíèìè-
çèðóåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îøèáêè.

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíîé äëÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ èäåÿ
ïåðåõîäà ê îðòîãîíàëèçîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðåíèé (èí-
íîâàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ÷òî ïîçâîëÿåò íåçàâèñèìî ó÷èòû-
âàòü èçìåðåíèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè ìèíèìèçàöèè îøèá-
êè. Íà îñíîâå ýòèõ ñîîáðàæåíèé è àïïàðàòà ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö
ïîëó÷åíà ýôôåêòèâíàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà ôèëüòðà Êàëìàíà,
íå òðåáóþùàÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ñòðóêòóðå
èçìåðåíèé è ïîãðåøíîñòåé. ×àñòî áûâàåò ïîëåçíî ñèíãóëÿðíîå ðàç-
ëîæåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà A ∈Mn×p(C)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå (ýòî è åñòü îäíà èç ôîðì ñèíãó-
ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ):

A = UΣV ∗

U ∈Mn×r(C), V ∈Mp×r(C), U∗U = V ∗V = I.
Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σp), ∀k σk > 0.
Â ýòîì ñëó÷àå, ïñåâäîîáðàòíîé ê A íàçîâåì ìàòðèöó:

A+ = V Σ−1U∗

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé AX = B ñîâìåñòíà, òî òîãäà
îäíî èç åå ðåøåíèé èìååò âèä X = A+B. Èç ñâîéñòâ ïñåâäîîáðàòíûõ
ìàòðèö è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå:

137



Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Êàëìàíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
íåêîððåëèðîâàííûõ øóìîâ{

ξi+1 = Fiξi +Giui,

ηi = Hiξi + vi

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ̂[i|i−1] íàèëó÷øóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îöåíêó
ξi ïî èçìåðåíèÿì η0, η1, . . . , ηi−1. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå:

ξ̂[i+1|i] = (Fi −KπHi)ξ̂[i|i−1] +Kπηi

Ìàòðèöû Kπ, ïðè ýòîì, íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî èç óñëîâèÿ çàäà÷è.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ îïðåäåëå-
íèÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ [1]. Ìû ðàññìîòðèì ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà ïîëóãðóïïîâîé òåîðèè è ïðèâåäåì òåîðåìó îá îöåíêå
ïðèáëèæåíèé äðîáíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü {Tt}t⩾0 � ñæèìàþùàÿ ïîëóãðóïïà òèïà C0 (òî åñòü, ñèëüíî
íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà) íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñ èíôèíè-
òåçèìàëüíûì ãåíåðàòîðîì (A,D(A)).

1 Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìè-
íîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � FEGS-2023-0003).
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Ñîãëàñíî ïîäõîäó Áàëàêðèøíàíà [2], äðîáíàÿ ñòåïåíü (−A)α,
0<α< 1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(−A)αu =
1

Γ(−α)

∞∫
0

t−α−1(Tt − I)udt, u ∈ D(A). (1)

Ïóñòü Ω � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, â ÷àñòíîñòè Ω = Rn èëè åãî ïîäìíîæåñòâà, ñíàáæåííûå
åâêëèäîâîé íîðìîé.

Cb(Ω) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íà Ω, ñíàáæåííîå ñóïðåìóì-íîðìîé ∥f∥ = sup

x∈Ω
|f(x)|.

C∞(Ω)⊂Cb(Ω) ñîñòîèò èç f òàêèõ, ÷òî lim
x→∞

f(x)= 0, ò.å. äëÿ âñåõ

ε ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K : sup
x/∈K
|f(x)|<ε.

Ïîëóãðóïïà ïîëîæèòåëüíîãî ñæèìàþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
{Tt}t⩾0 íà C∞(Ω) íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé Ôåëëåðà, åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè:

� TtC∞(Ω) ⊂ C∞(Ω), t ⩾ 0;

� Ttf(x)→ f(x), t ↓ 0, ∀f ∈ C∞(Ω).

Ýòî îáåñïå÷èâàåò ñèëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ∥Ttf − f∥ → 0, t ↓ 0, ∀f ∈
C∞(Ω).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ C0-ïîëóãðóïïà Tt èìååò ñëåäóþ-
ùóþ îöåíêó:

∥Tt∥ ⩽Memt, 0 ⩽ t <∞, (2)

ãäå M ∈ R, M ⩾ 1.
Äëÿ ëþáîãî h > 0 ïóñòü Ωh ⊂ Ω � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî. Â

áàçîâûõ ïðèìåðàõ Ω = Rn è Ωh ëèáî ñîâïàäàåò ñ Ω, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ðåøåòêîé â Rn ñ øàãàìè â êàæäîì íàïðàâëåíèè, çàâèñÿùèìè îò h.
×åðåç πh ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çäåñü ïðîåêòîð C∞(Ω) 7→ C∞(Ωh).

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëóãðóïïó Tt ñ åå ãåíåðàòîðîì A è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Tht ñ ãåíåðàòîðàìè Ah è ïîêàæåì, ÷òî åñëè Ahπh ñõîäèò-
ñÿ ê πhA ïðè h → 0, òî Tht πh ñõîäèòñÿ ê πhTt è (−Ah)απh ñõîäèòñÿ
ê πh(−A)α ïðè h → 0, ãäå äðîáíûå ñòåïåíè çàäàíû â âèäå (1) äëÿ
α ∈ (0, 1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {Tt}t⩾0 � ïîëóãðóïïà Ôåëëåðà â C∞(Ω) ñ
ãåíåðàòîðîì A, à B � ïëîòíîå èíâàðèàíòíîå (îòíîñèòåëüíî Tt)
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ïîäïðîñòðàíñòâî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ A òàêîå, ÷òî B ñàìî ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥B
è

∥Ttf∥B ⩽ c(t)∥f∥B
äëÿ âñåõ f , äëÿ íåêîòîðîé íåóáûâàþùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè c(t)
íà R+.

Ïóñòü Tht � ïîëóãðóïïà Ôåëëåðà â C∞(Ωh) ñ ãåíåðàòîðîì Ah è
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ñîäåðæàùåé πhB, òàêàÿ ÷òî

∥(Ahπh − πhA)f∥ ⩽ ω(h)∥f∥B ,

ãäå ω(h) = o(1) ïðè h→ 0 (ò.å. ω(h)→ 0 ïðè h→ 0), ω(h) ∈ (0, 1).
Òîãäà

1. äëÿ ëþáîãî t > 0 è f ∈ C∞(Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ths f ñõî-
äèòñÿ ê Tsf ïðè h→ 0 ðàâíîìåðíî äëÿ s ∈ [0, t], â òîì ñìûñëå,
÷òî

sup
s⩽t
||(Ths πh − πhTs)f || → 0, h→ 0

(â ñëó÷àå Ωh = Ω ýòî îáû÷íàÿ ñõîäèìîñòü â C∞(Ω),

2. åñëè f ∈ B, òî

sup
s⩽t
||(Ths πh − πhTs)f || ⩽ ω(h)∥f∥B

t∫
0

c(s)ds,

3. äëÿ m ⩽ 0 â (2)

∥((−Ah)απh − πh(−A)α)f∥ ⩽ C1∥f∥Bωα(h),

ãäå C1 = C1(M,α) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

4. äëÿ m > 0 â (2)

∥((−Ah)απh − πh(−A)α)f∥ ⩽ C2∥f∥B
(
ln

1

ω(h)

)−α

,

ãäå C2 = C2(M,m,α) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

5. åñëè ∥Tt∥ ⩽M(1 + tp), p > 0

∥((−Ah)απh − πh(−A)α)f∥ ⩽ C3ω
α

p+1 (h)∥f∥B ,

ãäå C3 = C3(M,p, α) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
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Áîëåå ïîäðîáíî ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíî îçíàêîìèòñÿ â [3].
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Äëÿ òðåõ ìîäåëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îäíîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äâóõ ñîïðè-
êàñàþùèõñÿ ñðåä. À èìåííî, äëÿ a1, a2 > 0 ïîëîæèì

c(x) =

{
a1, x > 0,
a2, x < 0,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç
L1u = ∂tu− c(x)∂2xu,

L2u = ∂tu− ∂x(c(x)∂xu),

L3u = ∂tu− ∂2x(c(x)u),

òðè ìîäåëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðà, ïåðâûé � íåäèâåðãåíò-
íîãî âèäà, âòîðîé îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â äâóõ ñîïðèêà-
ñàþùèõñÿ ñðåäàõ, à òðåòèé � äèôôóçèþ.

Äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè φ ∈ L1(R) èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøå-
íèé çàäà÷è Êîøè {

Liui = 0 â R2
+,

ui|t=0 = φ,
(1)

â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû a1 è a2 ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ äâóõ
ñðåä. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåë ũi ðåøåíèÿ ui â ïåðâîé
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ñðåäå, ò.å. â îáëàñòè D+ = (0,+∞) × (0,+∞), êîãäà êîýôôèöèåíò
a1 ôèêñèðîâàí, a êîýôôèöèåíò a2 äëÿ âòîðîé ñðåäû íåîãðàíè÷åííî
ðàñòåò.

Íàéäåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îïåðàòîðîâ Li, ðåøåíèÿ ui
çàäà÷è (1) âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî â âèäå ïîòåíöèàëà Ïóàññîíà, à çàòåì
èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà
L1 ïðèâåäåíî â [1]. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåí âèä êðàåâîé çà-
äà÷è, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ũi â îáëàñòè
D+. Îïåðàòîðû Li ñîâïàäàþò âíå ïðÿìîé x = 0, îäíàêî êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ ũi, i = 1, 2, 3, îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Ëèòåðàòóðà
1. Êîíåíêîâ À.Í. Àñèìïòîòèêà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-

íèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé / À.Í. Êîíåíêîâ // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �
2022. � Ò. 58, � 4. � Ñ. 489�497.

ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ
ÁÈËËÈÀÐÄÎÂ Ñ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ ÃÓÊÀ

È ÁÈËËÈÀÐÄÍÛÕ ÊÍÈÆÅÊ ÁÅÇ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ
Å. Â. Êîíîïë¼âà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà)

ekaterina.konopleva@math.msu.ru

Ðàññìîòðèì ïëîñêèé áèëüÿðä ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà. Ýòî äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (áè-
ëüÿðäíîãî øàðà) âíóòðè îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñ-
íûõ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë. Íà òî÷êó äåéñòâóåò óïðóãèé òî÷å÷íûé
ïîòåíöèàë Ãóêà W = k

2 (x
2 + y2), ðàçìåù¼ííûé â îáùåì ôîêóñå ñå-

ìåéñòâà ãðàíè÷íûõ êâàäðèê. Ïàðàìåòð k > 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿ-
æåíèþ ê öåíòðó, k < 0 � îòòàëêèâàíèþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì áèëüÿðäíóþ êíèæêó � äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â áè-
ëüÿðäíîì êîìïëåêñå. Êîìïëåêñ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåð-
íûõ îáëàñòåé (ëèñòîâ), ñîåäèí¼ííûõ ìåæäó ñîáîé ïî îáùèì ãðàíè÷-
íûì îòðåçêàì èëè äóãàì, íàçûâàåìûì êîðåøêàìè. Êàæäîìó êîðåø-
êó ïðèïèñàíà ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ ëèñòîâ, çàäàþùàÿ ïðàâèëî ïå-
ðåõîäà òðàåêòîðèè ïðè óäàðå.

Îáå ýòè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè. Òàêèå ñèñòåìû íà-
çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè åñëè èìåþò îäíó è òó æå ñòðóêòóðó ñëî-
åíèÿ Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äëÿ
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îïèñàíèÿ è ñðàâíåíèÿ êëàññîâ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èñïîëü-
çóåòñÿ èíâàðèàíò Ôîìåíêî�Öèøàíãà . Ýòîò èíâàðèàíò ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìå÷åíóþ ìîëåêóëó W ∗ � êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô,
âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò àòîìàì (êëàññàì ïîñëîéíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè îêðåñòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ ñëî¼â îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-
òà), à ð¼áðà � îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì ðåãóëÿðíûõ òî-
ðîâ Ëèóâèëëÿ. Ð¼áðà ñíàáæåíû ïîëíûì íàáîðîì ÷èñëîâûõ ìåòîê
(r, ε, n). Äëÿ íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû ñîâïàäåíèå ìå÷åíûõ ìîëåêóë ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî Ñ.Å. Ïóñòîâîéòîâûì [3], ýëåìåíòàðíûì áè-
ëüÿðäàì ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà ñîîòâåòñòâóþò 18 ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ èçî-
ýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Q3.Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
âîçìîæíîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
18 èíâàðèíàòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãäà.Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñåõ êëàññîâ ïëîñêèõ áèëüÿðäîâ ñ ïîòåíöèàëîì
Ãóêà, çà èñêëþ÷åíèåì òð¼õ îñîáûõ ñëó÷àåâ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ (ñì.
Ðèñ. 1), ñóùåñòâóåò áèëüÿðäíàÿ êíèæêà, ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíò-
íàÿ ñîîòâåòñòâóþùåìó ñëîåíèþ Ëèóâèëëÿ.

Ðèñ. 1: Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà îñîáûõ ñëó÷àåâ

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà áèëüÿðäà ñ ïîòåíöèàëîì
Ãóêà â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, òîïîëîãè-
÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíà (â ñìûñëå Ëèóâèëëÿ) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
áèëüÿðäíîé êíèæêå áåç ïîòåíöèàëà.

Ëèòåðàòóðà
1. Áîëñèíîâ À. Â. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåî-

ìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ / À. Â. Áîëñèíîâ, À. Ò. Ôîìåíêî. � Èæåâñê:
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Ðèñ. 2: Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà è áèëëèàðäíàÿ êíèæêà

3. Ïóñòîâîéòîâ Ñ. Å. Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç áèëëèàðäà ñ ïîòåí-
öèàëîì Ãóêà / Ñ. Å. Ïóñòîâîéòîâ // Ìàòåì. ñá. � 2021. � Ò. 212,
� 2. � Ñ. 81�105.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊ ÐÅØÅÍÈÉ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÌÅÐÎÌÎÐÔÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
Â ÑËÓ×ÀÅ ÊÐÀÒÍÛÕ ÊÎÐÍÅÉ ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ

ÑÈÌÂÎËÀ
Ì.Â. Êîðîâèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
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Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìåðîìîðôíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê èõ ðåøåíèé â
îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê. Ýòà çàäà÷à áûëà ñôîðìó-
ëèðîâàíà Ïóàíêàðå â ðàáîòàõ [1], [2]. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ îïèñàíèå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ýòèõ àñèìïòîòèê.

Ïóàíêàðå ðàññìàòðèâàë óðàâíåíèå

an(r)
(
d
dr

)n
u (r) + an−1(r)

(
d
dr

)n−1
u (r) + ...+

+ai(r)
(
d
dr

)i
u(r) + ...+ a0(r)u(r) = 0,

(1)

ãäå ai(r), i = 0, ..., n � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â îêðåñòíîñòè îñîáûõ
òî÷åê (êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è èððåãóëÿðíûõ).
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñîáîé òî÷êîé
óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ r = 0. Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå
(1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
u = 0,

ãäå

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
=

(
−rk+1 d

dr

)n
+

n−1∑
i=0

ãi (r)

(
−rk+1 d

dr

)i
.

Çäåñü k = −1, 0, 1, 2.... Áóäåì íàçûâàòü ýòî k ñòåïåíüþ âûðîæäå-
íèÿ îïåðàòîðà, à ÷åðåç ãi (r) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëîìîðô-
íûå ôóíêöèè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [3] � åñëè ìèíèìàëüíîå
k = −1, òî r = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé òî÷êîé, åñëè k = 0, òî r = 0
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáåííîñòüþ, åñëè k ⩾ 1, òî ýòî ñëó÷àé èð-
ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè. Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïîñëåäíèé ñëó÷àé.

Îñíîâíûì ñèìâîëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

H0(p) = pn +

n−1∑
i=0

ãi(0)

kn−i
pi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SR,ε ñåêòîð SR,ε = {r| − ε < arg r < ε, |r| < R}.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷åñêàÿ íà SR,ε, èìååò íå áî-

ëåå, ÷åì k-ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå íåîò-
ðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû Ñ è α, ÷òî â ñåêòîðå SR,ε âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

|f | < Ce
a 1

|r|k .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ER,ε ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé k-ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî ðîñòà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f � ðåñóðãåíòíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ H

(
−rk+1 d

dr , r
)
u = f ÿâëÿåòñÿ ðåñóðãåíòíîé ôóíêöèåé

â ïðîñòðàíñòâå ER,ε. Åñëè ïîëèíîì H0(p) èìååò ïðîñòûå êîðíè
â òî÷êàõ p1, ..., pm, òîãäà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
ER,ε îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ H

(
r,−rk+1 d

dr

)
u = 0 èìååò âèä:
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Ïðè k ∈ N

u (r) ≈
m∑
j=1

exp

(
pj
rk

+

k−1∑
i=1

α1
k−i
rk−i

)
rσj

∞∑
i=0

bji r
i,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî îáúåäèíåíèþ âñåõ êîðíåé ïîëèíîìà H0 (p).
Çäåñü ÷åðåç bji , σj , j = 1, ...,m îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ÷èñëà.

Â òåîðåìå 1 ïðåäïîëàãàåñÿ, ÷òî êîðíè îñíîâíîãî ñèìâîëà ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîñòûìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêîé âèä áóäóò èìåòü àñèìï-
òîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ åñëè êîðíè îñíîâíîãî ñèìâîëà H0(p) áó-
äóò êðàòíûìè. Íà ýòîò âîïðîñ äàåò îòâåò Òåîðåìà 2.

Òåîðåìà 2. Àñìïòîòè÷åñêèå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëå-
âîìó êîðíþ îñíîâíîãî ñèìâîëà, èëè êîíîðìàëüíû èëè èìåþò âèä

u0(r) ≈ exp
(
P0

(
r−

1
l0

))
rσ0

∞∑
i=0

a0i r
i
l0 .

Çäåñü l0 ∈ N, σ0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, P0(r) � ïîëèíîì
ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò kl0,

∑∞
k=0 a

0
i r
i � àñèìïòîòè÷å-

ñêèé ðÿä.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäûé èç ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè ñ ïîìîùüþ ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè ñìåùàåòñÿ â íîëü, à çàòåì ñòðîèòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèé ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó êîðíþ îñíîâíîãî ñèìâîëà
(ñì. [4], [5]).
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Â ìîíîãðàôèè [3], ñòð. 321 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå èçëó÷àòå-
ëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû âèäà:

R(z1, z2) =

∫ σ1

−σ1

∫ σ2

−σ2

f(y1, y2)e
i(y1z1+y2z2)dy1dy2 (1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè (ÄÍ) R(z1, z2)
ïðèíàäëåæèò êëàññó Ïýëè-Âèíåðà Wσ1,σ2 .

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå âèäà

f(y1, y2) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
R(z1, z2)e

−i(y1z1+y2z2)dz1dz2. (2)

Â òî æå âðåìÿ, â [3] äëÿ ëèíåéíîãî èçëó÷àòåëÿ ïðèâîäÿòñÿ ïðè-
ìåðû ñ äèàãðàììàìè íàïðàâëåííîñòè íå èç ïðèíàäëåæàùèõ êëàñ-
ñàì Wσ, äëÿ êîòîðûõ òî÷íîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç äåëüòà�
ôóíêöèþ Äèðàêà δ(x), òî åñòü ÷åðåç îáîáùåííûå ôóíêöèè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ñõîäÿ-
ùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê îáîáùåííîé ôóíêöèè
Äèðàêà δ(x) íàçûâàþòñÿ äåëüòîîáðàçíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Ïðèìåðîì äëÿ δ(x1, x2) ÿâëÿþòñÿ äåëüòîîáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè [4], c. 102

fn,p(x1, x2) =
(p− 2)n2

2π

[
(nx21) + (nx22) + 1

]−p/2
, p = 3, 4, . . . . (3)

Â ïðåäïîëîæåíèè ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f(y1, y2)
óðàâíåíèå (1) çàïèøåì â âèäå

R(z1, z2) = R(z) =

∫
Ωσ

ei(z,y)f(y)dy, (4)
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z = (z1, z2), y = (y1, y2), (z, y) = z1y1 + z2y2, Ωσ = (−σ1, σ1)×
(−σ2, σ2).

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â ðàâåíñòâå (4), ïîëó÷èì∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
eiz1s1+iz2s2

∫ σ2

−σ2

∫ σ1

σ1

eiz1y1+iz2y2f(y1, y2)dz1dz2 =

= (2π)2
{
f(−s1,−s2), åñëè (s1, s2) ∈ Ωσ,
0, åñëè (s1, s2)∈Ωσ.

(5)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé èç [2], ñòð. 213 F [ebx](s) =
δ(s− ib), íî äëÿ ôóíêöèé áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïî ñðàâíåíèþ ñWσ.

Òàêèì îáðàçîì, èç (5) ñëåäóåò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â
âèäå (2).

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2) äàåò ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé fn(z1, z2).
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Êàê îòìå÷àåò àêàäåìèê Â.À. Ñàäîâíè÷èé â [1], ñ ïîÿâëåíèåì êîì-
ïüþòåðîâ ìèð ìàòåìàòèêè ñòàë áåçóñëîâíî ìåíÿòüñÿ. Äîáàâëÿÿ, ÷òî
ïîÿâèëñÿ íàöèîíàëüíûé ðåôîðìàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ,
ó êîòîðîãî ¾... êàê ó ßíóñà äâà ëèöà¿. Îäèí ëèê� ýòî êîìïüþòåðíîå
îáðàçîâàíèå, âòîðîé� ãëîáàëèçàöèÿ ìèðà¿. Ïðè ýòîì èíôîðìàòèêà,
ñòàíîâÿñü áàçîâîé äèñöèïëèíîé, òàêîé êàê ìàòåìàòèêà è ôèçèêà,
äîëæíà äàâàòü îñíîâó ôóíäàìåíòàëüíûõ çíàíèé, â ñâÿçè ñ èõ ïðè-
ëîæåíèÿìè â îêðóæàþùåì ìèðå.
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Âàæíûì ïðèìåðîì â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ìîíîãðà-
ôèÿ ¾Êîìïüþòåðíàÿ ãåîìåòðèÿ¿ [8], ãäå â ïðèëîæåíèè îòìå÷àåòñÿ,
÷òî â îñíîâå ïðîãðàìì, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëüçîâàòåëþ ðàáîòàòü ñ
ýêðàííûì îòîáðàæåíèåì, ëåæèò äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ è ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòèêà.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ñèìáèîçà ïðîãðàììè-
ñòà è ìàòåìàòèêà, ïðè îïèñàíèè íåêîòîðîãî òåõíè÷åñêîãî ïðîöåññà
¾ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì êðàñîòû¿� (òåðìèí èç [7]).

Â ñâîå âðåìÿ èíæåíåðàìè�ñòðîèòåëÿìè ïåðåä àâòîðàìè áûëà ïî-
ñòàâëåíà çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðàñ÷åòå îïòèìàëüíûõ êîíñòðóê-
öèé è óñòðîéñòâ ñî ñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêîé:

Íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

fn(x, λ) =

n∑
m=0

λm cosmx, x ∈ [0, π], λ = (λ0, λ1, . . . , λn) (1)

ìàêñèìèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë

Kn(λ) =
maxx fn(x, λ)

minx fn(x, λ)
→ sup

λ
, (2)

ïðè óñëîâèÿõ ∫ π

0

fn(x, λ)dx = 0,

n∑
i=0

λi = c > 0. (3)

Èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà (1) ïî-
ñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. [7], ñ. 36). Îäíàêî ïåðâîå òî÷íîå
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, äàþùåå îòâåò â âèäå

fn(x) =

n+1∑
m=1

(n+ 1−m) cosmx (4)

áûëî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà â [5], ñ ïîñëåäóþùèìè äîêà-
çàòåëüñòâàìè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëü-
òàòîâ Ôåéåðà, ×åáûøåâà è Ìàêñâåëëà. Ýòî è ïîñëóæèëî íàçâàíèþ
ìíîãî÷ëåíà (4) èõ èìåíåì.

Ñëåäóþùèé øàã ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðà ê àíàëèçó ìíîãî÷ëå-
íà (4) áûë ñäåëàí ïðè èçó÷åíèè èçëó÷àþùèõ ñèñòåì ñ äèàãðàììîé
íàïðàâëåííîñòè ðàäèîàíòåííû â âèäå ìíîãî÷ëåíà (4).
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Â ýòîì ñëó÷àå, êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîäñêàçàëè ðàâåíñòâà
(ñì. [7])

sin(0.3π) = cos 36◦ =
Φ

2
, (5)

ãäå Φ =
√
5+1
2 � ¾çîëîòîå ñå÷åíèå¿.

Äàëüíåéøèé àíàëèç áûë ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ â ([2], ñ. 19), äëÿ ìíîãî÷ëåíà ×åáû-
øåâà 1�ãî ðîäà

Tn(x) =
n

2

[n2 ]∑
k=0

(−1)k

n− k

(
n− k
k

)
(2x)n−2k, (6)

ãäå
[
n
2

]
� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà n

2 ,
(
i
j

)
= i!

(j−i)!·j! .

Îòêóäà, ïðè x = cos t è t = 36◦ èëè t = 72◦, ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà

Tn(cos 36
◦) = cos(n · 36◦) = n

2

[n2 ]∑
k=0

(−1)k

n− k
(2 cos 36◦)n−2k =

=
n

2

[n2 ]∑
k=0

(−1)k

n− k

(
n− k
k

)
Φn−2k, (7)

cos(n · 72◦) = n

2

[n2 ]∑
k=0

(−1)k

n− k

(
n− k
k

)
φn−2k,

φ =
√
5−1
2 = 1

Φ .
Ïðèìåíåíèå ðàâåíñòâ (7) ê ìíîãî÷ëåíó (4) äàåò

fn(36
◦) =

n+1∑
m=1

(n+ 1−m) cos(m · 36◦) =

=

n+1∑
m=1

(n+ 1−m)
m

2

[m2 ]∑
k=0

(−1)k

m− k

(
m− k
k

)
(2 cos 36◦)m−2k =

=
1∑n+1

m=1

(n+ 1−m)
m

2

[m/2]∑
k=0

(−1)k

m− k

(
m− k
k

)
Φm−2k. (8)
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:

fn(72
◦) =

1

2

n+1∑
m=1

(n+ 1−m)

[m2]∑
k=0

(−1)k

m− k
φm−2k.

È òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóë (8) ñëåäóþò çíà÷åíèÿ fn(xr), r =
0,±1, . . . íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ

xr =
2π

5
+

2rπ

n
, xr =

π

5
+

2rπ

n
. (9)

Âìåñòå ñ òåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ôåéåðà ([4], ñ.69)

n∑
m=−n

(
1− |m|

n

)
eimx =

1

n
·
sin2 nx2
sin x

2

, (10)

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

2fn(2x) =
sin2(n+ 1)x

sin2 x
− (n+ 1) = U2

n(x)− (n+ 1), (11)

ãäå Un(t)� ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà 2�ãî ðîäà ([3]).
Äàëåå, ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì ([2], ñ. 15)

Un(t) =

[n/2]∑
k=0

(
n+ 1
2k + 1

)
tn−2k(t2 − 1)k, n = 0, 1, . . . , (12)

ïðè t = 2x = φ, èç (11) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

2fn(φ) =

[n/2]∑
k=0

(
n+ 1
2k + 1

)
φn−2k(φ2 − 1)k =

=

[n/2]∑
k=0

(−1)k
(

n+ 1
2k + 1

)
φn−k. (13)

Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì φ2 − 1 = −φ.
Èç (13), â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, èìååì çíà÷åíèÿ f(xn) â òî÷êàõ

xn = φ+ 2πn
n+1

2fn

(
φ+

2rπ

n+ 1

)
=

[n/2]∑
k=0

(
n+ 1
2k + 1

)
φn−k

2

− (n+ 1), (14)
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2fn

(
Φ+

2rπ

n+ 1

)
=

[n/2]∑
k=0

(
n+ 1
2k + 1

)
Φn−k

2

− (n+ 1). (15)
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Â ìîíîãðàôèè Å.Ã. Çåëêèíà [3] ïðèâîäèòñÿ ðàñ÷åò ëèíåéíûõ ðå-
øåòîê ñ äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè ïðåäñòàâèìîé ðÿäîì

R(z0 =

∞∑
n=−∞

R(h)
sinπ(z − n)
π(z − n)

, (1)

ãäå z ∈ (−∞,∞)� öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, íå îòíî-
ñÿùèåñÿ ê êëàññó Ïýëè�ÂèíåðàWσ, òàê êàê ïðè z →∞ íå ñòðåìÿòñÿ

© Êîñòèí Â.À., Ìóðàâëåâ Ä.Å., 2026

152



ê íóëþ. Êàê èçâåñòíî ôóíêöèè òàêîãî òèïà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó Áåðí-
øòåéíà Bσ [1].

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé â [3], ñòð. 63 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

R(z) =

∫ σ

−σ
eiyzf(y)dy (2)

ñ äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè âèäà

R(z) =

N∑
p=1

A(sp)e
ispt (3)

è äàåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå â êëàññàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé

f(y) =

N∑
p=1

A(sp)δ(y − sp), (4)

ãäå δ(x)� äåëüòà�ôóíêöèÿ Äèðàêà.
Òàêèì îáðàçîì, â êëàññàõ Bσ òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) îïðå-

äåëÿåòñÿ â êëàññàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Åñëè â óðàâíåíèè (2) äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè R(z) èìååò âèä

(3), òî ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå (2)

f(y) =

N∑
p=1

A(sp)δ(y − sp),

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì Çåëêèíà [3].
Àíàëîãè÷íî, äëÿ R(z) = 1 è R(z) = cos bz, ðàññìîòðåííûõ â (3),

ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ
f(y) = F [1](z) = δ(y), (5)

è
f(y) = π[δ(y − b) + δ(y + b)], (6)

êîòîðûå òàêæå ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷àåìûìè â [3].
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïîç-

âîëÿåò óêàçàòü äëÿ íîâûõ êëàññîâ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè, êàê
òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà, òàê è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.
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ÌÎÄÅËÜ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÇÎÍÄÈÐÎÂÀÍÈß
Â ÊÎÃÍÈÒÈÂÍÛÕ ÐÀÄÈÎÑÅÒßÕ

À.Â. Êîñòèí, Ì.È. Ïàðøèí, Ä.Ý. Êîíäàóðîâ
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
leshakostin@mail.ru

Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàäèîñåòåé ïðè ïå-
ðåäà÷è ñèãíàëà ïî êàíàëàì ñâÿçè ÷àñòî âîçíèêàåò ïðîáëåìà âîçíèê-
íîâåíèÿ ïîìåõ â ñâÿçè ñ ïåðåãðóæåííîñòüþ ðàäèî÷àñòîòíîãî ñïåê-
òðà. Íàïîìíèì, ÷òî ðàäèî÷àñòîòíûì ñïåêòðîì ñ÷èòàåòñÿ ÷àñòü ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ñïåêòðà îò 3 Ãö äî 3 ÒÃÖ (312 ÃÖ). ×òîáû ïðåäîò-
âðàòèòü ïîìåõè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîëüçîâàòåëÿìè, ãåíåðàöèÿ è
ïåðåäà÷à ðàäèîâîëí ñòðîãî ðåãëàìåíòèðóåòñÿ íàöèîíàëüíûì çàêî-
íîäàòåëüñòâîì (ÃÎÑÒ) è ìåæäóíàðîäíîé îðãàíèçàöèåé Ìåæäóíà-
ðîäíûé Ñîþç ýëåêòðîñâÿçè (ÌÑÝ), êîòîðûé âûäåëÿåò äèàïàçîíû
ðàäèî÷àñòîòíîãî ñïåêòðà äëÿ ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãèé è ïðèëîæåíèé
ðàäèîñâÿçè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòè äèàïàçîíû ÷àñòîò ïðîäàþòñÿ
èëè ëèöåíçèðóþòñÿ îïåðàòîðàì ÷àñòíûõ êîìïàíèé (íàïðèìåð, îïå-
ðàòîðàì ñîòîâîé ñâÿçè èëè òåëåâèçèîííûì ñòàíöèÿì). Äëÿ êàæäîãî
äèàïàçîíà ÌÑÝ èìååò ïëàí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò, êîòîðûé îïðåäå-
ëÿåò ïîðÿäîê èõ ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ïîìåõ
è óñòàíîâèòü ïðîòîêîë ñîâìåñòèìîñòè ïåðåäàò÷èêîâ è ïðèåìíèêîâ.

Ïîñêîëüêó ýòî ôèêñèðîâàííûé ðåñóðñ, âîçíèêàåò ïðîáëåìà
íåõâàòêè ñâîáîäíûõ ÷àñòîò è ïåðåãðóçêè ñïåêòðà, òàê êàê êîëè÷å-
ñòâî ïîëüçîâàòåëåé ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû è ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñïåêòðà èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òåõíîëîãè÷åñêèå èí-
íîâàöèè. Íàïðèìåð: òðàíêèíãîâûå ðàäèîñèñòåìû, ðàñøèðåííûé
ñïåêòð, ñâåðõøèðîêîïîëîñíàÿ ñâÿçü, ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå ÷à-
ñòîò, äèíàìè÷åñêîå óïðàâëåíèå ñïåêòðîì, îáúåäèíåíèå ÷àñòîòíûõ
äèàïàçîíîâ è ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü òåõíîëîãèÿ, èçâåñòíàÿ êàê, êî-
ãíèòèâíîå ðàäèî.

© Êîñòèí À.Â., Ïàðøèí Ì.È., Êîíäàóðîâ Ä.Ý., 2026

154



Êîãíèòèâíîå ðàäèî (ÊÐ)� ýòî òåõíîëîãèÿ äèíàìè÷åñêîé íà-
ñòðîéêè è èñïîëüçîâàíèÿ ðàäèîêàíàëà, ïîçâîëÿþùàÿ èçáåæàòü ïî-
ìåõ è ïåðåãðóçîê. Òàêîå ðàäèî àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåò äîñòóïíûå
êàíàëû è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíÿåò ïàðàìåòðû ïåðåäà÷è
èëè ïðè¼ìà, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííûõ
áåñïðîâîäíûõ ñîåäèíåíèé â çàäàííîì ðàäèî÷àñòîòíîì äèàïàçîíå.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ãðóïïû ïîëüçîâàòåëåé, ïðå-
òåíäóþùèõ íà èñïîëüçîâàíèå îäíîãî è òîãî æå äèàïàçîíà ðàäèî-
ñïåêòðà. Ê ãðóïïå ïåðâè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé (primary users)
îòíîñÿòñÿ àáîíåíòû, îáëàäàþùèå ïðàâîì (ëèöåíçèåé) èñïîëüçîâà-
íèÿ äàííîé ïîëîñû ñïåêòðà. Îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòü ýòè ÷àñòîòû
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Äðóãóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò âòîðè÷íûå
ïîëüçîâàòåëè (secondary users), ò.å. îñòàëüíûå ïîëüçîâàòåëè, íå
èìåþùèå ëèöåíçèè. Âòîðè÷íûå ïîëüçîâàòåëè íå ìîãóò çàíèìàòü ïî-
ëîñû ÷àñòîò, â òî âðåìÿ êàê èõ èñïîëüçóþò ïåðâè÷íûå ïîëüçîâàòåëè.

Òåì íå ìåíåå, ïðè ïîìîùè êîãíèòèâíîãî ðàäèî, ñóùåñòâóåò âîç-
ìîæíîñòü ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñïåêòðà âñåìè âèäàìè ïîëü-
çîâàòåëåé. Ïîñêîëüêó ïåðâè÷íûå ïîëüçîâàòåëè íå îáÿçàòåëüíî ïî-
ñòîÿííî íàõîäÿòñÿ â ýôèðå, âòîðè÷íûå ïîëüçîâàòåëè ìîãóò èñïîëü-
çîâàòü ýòè âðåìåííî íåçàíÿòûå ÷àñòîòû â ñâîèõ öåëÿõ. Äëÿ ýòîãî
âòîðè÷íûå ïîëüçîâàòåëè îñóùåñòâëÿþò çîíäèðîâàíèå ðàäèîñïåêòðà
â ïîèñêàõ ñâîáîäíûõ îò ýôèðà ÷àñòîò. Íàéäÿ òàêèå âðåìåííî íåèñ-
ïîëüçóåìûå ÷àñòîòû, âòîðè÷íûé ïîëüçîâàòåëü ìîæåò íà÷àòü ñâîé
ñåàíñ òðàíñëÿöèè ðàäèîñèãíàëà. Ïîñëå âîçâðàùåíèÿ â ýôèð ïåðâè÷-
íîãî ïîëüçîâàòåëÿ, ðàáîòà âòîðè÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ íà ýòîé ÷àñòîòå
àâòîìàòè÷åñêè ïðåðûâàåòñÿ, è îí, çàíîâî çîíäèðóÿ ñïåêòð èùåò íî-
âóþ ñâîáîäíóþ ÷àñòîòó.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ öåíòðàëèçîâàííàÿ êîãíèòèâíàÿ ðàäèîñåòü ñ L
àêòèâíûìè âòîðè÷íûìè ïîëüçîâàòåëÿìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîâ-
ìåñòíîå ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ öåíòðîì ñëèÿíèÿ. Âòîðè÷íûå ïîëüçî-
âàòåëè, {CRi}Li=1, îáîçíà÷àþò ñèñòåìíûå ðåòðàíñëÿòîðû è èñïîëü-
çóþò òó æå ïîëîñó ñïåêòðà, êîòîðàÿ ïåðâîíà÷àëüíî âûäåëåíà îñíîâ-
íûì ïîëüçîâàòåëÿì. Ïàðàìåòðû çàìèðàíèÿ êàíàëà i�ãî èçìåðèòåëü-
íîãî êàíàëà è i�ãî ðåòðàíñëÿöèîííîãî êàíàëà îáîçíà÷àþòñÿ hsi è hri
ñîîòâåòñòâåííî. Ìû òàêæå îáîçíà÷àåì ÷åðåç hsi è hri àääèòèâíûé
ãàóññîâñêèé øóì çîíäèðóþùåãî è ðåòðàíñëÿöèîííîãî êàíàëîâ ñîîò-
âåòñòâåííî, êîòîðûå, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
ðàñïðåäåëåííûìè ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è äèñïåðñèåé N0.

Ïóñòü xp îáîçíà÷àåò ñèãíàë, ïåðåäàâàåìûé îñíîâíûì ðàäèîïðè-
åìíèêîì, òîãäà ïðèíÿòûé ñèãíàë i�ì ïðèåìíèêîì, ysi , ìîæåò áûòü
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âûðàæåí êàê
ysi = θhsixp + nsi (1)

ãäå θ = 0 èëè 1 îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå îñíîâíîãî ïîëüçîâàòåëÿ ïðè
äâóõ ãèïîòåçàõ: H0 äëÿ îòñóòñòâèÿ îñíîâíîãî ïîëüçîâàòåëÿ è H1 äëÿ
ïðèñóòñòâèÿ îñíîâíîãî ïîëüçîâàòåëÿ. Åñëè Yi îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü
ysi , òî ñðåäíåå çíà÷åíèå Yi ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

E{Ysi} =
{
σYsi0 = N0 H0

σsi1 = Ei +N0 = N0(1 + γsi) H1
(2)

ãäå Ei = E{|hsixp|2}� ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîùíîñòè ñèãíàëà, ïðèíÿòî-
ãî íà ðàäèî÷àñòîòíîì èíòåðôåéñå i�ãî êîãíèòèâíîãî ðàäèîïðèåìíè-
êà, è γsi� ñðåäíåå îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì, ñâÿçàííîå ñ i�ì êàíàëîì
îáíàðóæåíèÿ. Äëÿ ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà Ysi ñðàâíèâàåò-
ñÿ ñ çàäàííûì ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì λi äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâè÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ θ.

Òîãäà, âåðîÿòíîñòü ëîæíîé òðåâîãè, Pfi , è âåðîÿòíîñòü îáíàðó-
æåíèÿ, Pdi , ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê

Pfi = P{Ysi > λi|H0} =
Γ

(
mi,

miλi

σγsi0

)
Γ(mi)

=
Γ
(
mi,

miλi

N0

)
Γ(mi)

(3)

è

Pdi = P{Ysi > λi|H1} =
Γ

(
mi,

miλi

σγsi1

)
Γ(mi)

=
Γ
(
mi,

miλi

N0(1+γsi )

)
Γ(mi)

, (4)

ãäå mi� ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ Íàêàãàìè�ì, Γ(·)� ãàììà�ôóíêöèÿ, à
Γ(·, ·)� íåïîëíàÿ ãàììà�ôóíêöèÿ.

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ, ïðèâåäåííîãî â (3), âåðîÿòíîñòü ëîæ-
íîé òðåâîãè ïðè èíäèâèäóàëüíîì ëîêàëüíîì îáíàðóæåíèè íå ñâÿ-
çàíà ñ ñîîòíîøåíèåì ñèãíàë/øóì è â îñíîâíîì çàâèñèò îò ïîðîãà
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ λi. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äåòåêòè-
ðîâàíèÿ ýíåðãèè λi äîëæåí áûòü ïðàâèëüíî âûáðàí äëÿ äîñòèæåíèÿ
òî÷íîñòè îáíàðóæåíèÿ öåëè. Çíà÷åíèå P f < 0.1 ðåêîìåíäóåòñÿ â êà-
÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû ñòàíäàðòîì IEEE 802.22.

Ëèòåðàòóðà
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Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÐÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÁÀËÊÈ

Ò.È. Êîñòèíà (Âîðîíåæ, ÂÃÒÓ)
tata_sti@rambler.ru

Èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè ÷åðåç èçó-
÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñàííîé íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì,
ïðîâîäèëèñü Þ.À.Ìèòðîïîëüñêèì, Á.È. Ìîñååíêîâ, H.B. Stewart,
J.M.T. Thompson, Á.Ñ. Áàðäèí, Ñ.Ä. Ôóðòà è äð. Ïðè ýòîì ñëó÷àé
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ, áûë ïîäðîáíî èçëîæåí â ðàáîòå [1]. Ñëó-
÷àé ñëàáî íåîäíîðîäíîé áàëêè (ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå) èçó÷àëñÿ
ìåòîäàìè íåëèíåéíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â ðàáîòàõ [2], ãäå
áûë ïðåäëæåí ïîëíûé áèôóðêàöèîííûé àíàëèç è àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂2w

∂t2
+
∂4w

∂x4
+ κ

∂2w

∂x2
+ αw + w3 = 0,

ãäå w � ïðîãèá áàëêè (ïîëå ñìåùåíèé òî÷åê ñðåäíåé ëèíèè óïðóãîé
áàëêè, ðàñïîëîæåííîé âäîëü îñè x), ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü ïîäõîä
òðàññèðîâàíèÿ ñïóñêà ïî òðàåêòîðèÿì ê òî÷êàì ìèíèìóìà ôóíêöè-
îíàëà ýíåðãèè V , êîòîðûé áûë ïðèìåíåí â [3] äëÿ çàäà÷è êîíöåíòðà-
öèè âåùåñòâà óðàâíåíèÿ äèôôóçèè è â [4] äëÿ óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-
Õîåíáåðãà. Èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìàÿ ïðîöåäóðà êðàò÷àéøåãî ñïóñêà â
òî÷êó ìèíèìóìà V (íå ïåðåõîäÿ ê àïïðîêñèìèðóþùåé êëþ÷åâîé
ôóíêöèè). Ïåðâûì øàãîì ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ âûáîð âåëè÷èíû
ñäâèãà âäîëü ãðàäèåíòà èç íà÷àëüíîé (ïîðîæäàþùåé) òî÷êè ñ öåëüþ
óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè. Â êà÷åñòâå ôèíàëüíûõ
ñîñòîÿíèé èñêîìûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èñïîëüçóþò-
ñÿ òå îðáèòû òî÷åê ìèíèìóìà, êîòîðûå îòâåòâèëèñü (ïðè âîçðàñòà-
íèè ïàðàìåòðîâ κ, α) îò äîêðèòè÷åñêîãî íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ.
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ïîñðåäñòâîì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè / À. Ñ. Êîðîòêèõ,
Ä. Â. Êîñòèí, Ò. È. Êîñòèíà, Þ. È. Ñàïðîíîâ // Íàñîñû. Òóðáèíû.
Ñèñòåìû. � 2015. � � 1(14). � Ñ. 81-85.

4. Ãíåóøåâ, È. À. Âåòâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-
Õîåíáåðãà è òðàññû ñïóñêà ê ïðèòÿãèâàþùèì òî÷êàì / È. À. Ãíåó-
øåâ, È. Â. Êîëåñíèêîâà, À. Ñ. Ìûçíèêîâ // Âåñòíèê Âîðîíåæñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà. � 2018.
� � 4. � Ñ. 75-83.

ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÍÅÇÅÐÊÀËÜÍÛÌÈ
È ÑÀÌÎÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ

ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒßÕ1

Å.À. Êóäðÿâöåâà, Á.À. Ìàêàð÷óê (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
boris.makarchuk@math.msu.ru

Ìíîæåñòâî âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà äâóìåðíûõ çàìêíóòûõ
ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ãàìèëüòîíèàí êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé Ìîðñà, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ðàçáèòûì íà êëàññû ëèóâèëå-
âîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè÷åì ÷èñëî òàêèõ êëàññîâ áóäåò êîíå÷íûì,
åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ãàìèëüòîíèàíîâ, èìåþùèõ íå áî-
ëåå, ÷åì k êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Â ñâîþ î÷åðåäü êàæäûé êëàññ ëèóâè-
ëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò ðàñïàäàòüñÿ íà íåñêîëüêî êëàññîâ ïî
îòíîøåíèþ ê áîëåå ñèëüíûì îòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè: òðàåê-
òîðíîé, ñèëüíîé ëèóâèëåâîé è ñèëüíîé òðàåêòîðíîé, ãäå ñèëüíûå
ýêâèâàëåíòíîñòè ó÷èòûâàþò îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìóþ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñëîæíîñòü ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (ò.å. ÷èñëî åå
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê) íå ïðåâîñõîäèò 6, òî êëàññû ëèóâèëåâîé, ñèëüíîé
ëèóâèëåâîé è òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàþò. Èíòåðåñíî
óçíàòü, âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ìîðñîâñêèìè ãà-
ìèëüòîíèàíàìè ñëîæíîñòè k ÷èñëî êëàññîâ ñèëüíîé ëèóâèëåâîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî óæå ïðè k = 8, ïðè÷åì
êëàññîâ ñèëüíîé ëèóâèëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçàëîñü íà 3 áîëü-
øå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà áûë íàéäåí êðèòåðèé (òåîðåìû 1 è
2), ïîçâîëÿþùèé ïî ôóíêöèè ïîíÿòü, êàê áóäåò óñòðîåí åå êëàññ ëè-
óâèëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðî÷èõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò �
24-71-10100) â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
© Êóäðÿâöåâà Å.À., Ìàêàð÷óê Á.À., 2026
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Òàáëèöà 1. Îïðåäåëåíèå g

g = 0 1 2 ⩾ 3
íåçåðêàëüíûå 10 8 8 2g + 2
ñïåöèàëüíûå 14 8 10 2g + 2

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ Ìîðñà f íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõ-
íîñòè M íàçûâàåòñÿ çåðêàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
φ : M → M , ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè è ñîõðàíÿþùèé
ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ëèíèé óðîâíÿ ôóíê-
öèè f , ñ ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèÿ ðîñòà ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ ìîðñà f íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíî-
ñòè M íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-
ôèçì φ :M →M , ñîõðàíÿþùèé ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè íà ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f , íî ìåíÿþùèé íàïðàâëåíèå
ðîñòà ôóíêöèè.

Ñàìîäâîéñòâåííûå è íå çåðêàëüíûå ôóíêöèè ìû áóäåì íàçûâàòü
ñïåöèàëüíûìè. Ïðîâåðèòü, îáëàäàåò ëè äàííàÿ ôóíêöèÿ óêàçàííû-
ìè ñâîéñòâàìè, ìîæíî, èçó÷èâ å¼ èíâàðèàíò � ìîëåêóëó Ôîìåíêî.

Òåîðåìà 1. Êëàññ ëèóâèëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà f ñîâïàäàåò ñ êëàññàìè òðàåê-
òîðíîé è ñèëüíîé ëèóâèëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíîé.

Òåîðåìà 2. Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåìû ñ
ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà f ðàñïàäàåòñÿ íà íåðàâíîå ÷èñëî êëàññîâ
òðàåêòîðíîé è ñèëüíîé ëèóâèëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòåé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîé.

ßñíî, ÷òî íàëè÷èå íà äàííîé ïîâåðõíîñòè íåçåðêàëüíîé èëè ñïå-
öèàëüíîé ôóíêöèè Ìîðñà çàäàííîé ñëîæíîñòè çàâèñèò îò òîïîëî-
ãèè ïîâåðõíîñòè. Íàìè ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ: äëÿ äàííîãî ðî-
äà g îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñëîæíîñòü íåçåðêàëüíîé
ôóíêöèè è ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè ðîäà g.

Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå.

Òàêæå ìû ïåðå÷èñëÿåì êëàññû ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ
íåçåðêàëüíûõ è âñåõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé Ìîðñà ñëîæíîñòè 8 (ò.å.
ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ñîãëàñíî òàáëèöå) â òåðìèíàõ èõ ìîëåêóë
Ôîìåíêî. Èõ îêàçàëîñü 101 è 17 ñîîòâåòñòâåííî.
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ñòÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ è ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà íèõ / À.Þ. Êî-
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ÑËÎÅÍÈß ËÈÓÂÈËËß ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÕ
ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÒÎÊÎÂ ÍÀ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÛÕ

ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒßÕ
È.Ñ. Êóçíåöîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)

irina.kuznetcova@math.msu.ru

Íà ìíîãîãðàííèêàõ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, êàê ïðàâèëî, íå ðàñ-
ñìàòðèâàþò ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè, ïîñêîëüêó ïîâåäåíèå
äâèæóùåéñÿ òî÷êè â âåðøèíàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîððåêòíî íå îïðå-
äåëåíî. Îäíàêî åñòü íåñêîëüêî êëàññîâ ìíîãîãðàííûõ ïîâåðõíîñòåé,
äîïóñêàþùèõ êîððåêòíîå äîîïðåäåëåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, ïî-
ïàâøåé â âåðøèíó. Ê ÷èñëó òàêèõ ïîâåðõíîñòåé îòíîñÿòñÿ ðàâíî-
ãðàííûå òåòðàýäðû, ò.å. òåòðàýäðû, ó êîòîðûõ ñóììà óãëîâ ïðè êàæ-
äîé âåðøèíå ðàâíà π, à òàêæå òðè êëàññà ðàâíîãðàííûõ äâóãðàííè-
êîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü W � äâóãðàííèê, äîïóñêàþùèé êîððåêòíîå
äîîïðåäåëåíèå òðàåêòîðèé, ïîïàäàþùèõ â åãî âåðøèíû, êàê áèëëè-
àðäíûõ òðàåêòîðèé. Òîãäà îí ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç òðåõ êëàññîâ
ìíîãîãðàííûõ ïîâåðõíîñòåé:

1) äâóãðàííèêè, ãðàíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè òðå-
óãîëüíèêàìè,

2) äâóãðàííèêè, ãðàíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè ðàâ-
íîáåäðåííûìè òðåóãîëüíèêàìè,

3) äâóãðàííèêè, ãðàíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè òðå-
óãîëüíèêàìè ñ îñòðûìè óãëàìè, ðàâíûìè π/3 è π/6.

© Êóçíåöîâà È.Ñ., 2026
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Ìû ìîæåì çàìîñòèòü ðàçâåðòêàìè êàæäîé èç ýòèõ ïîâåðõíîñòåé
âñþ ïëîñêîñòü è ðàññìàòðèâàòü òðàåêòîðèþ äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû
êàê ïðÿìóþ â R2. Òðàåêòîðèè, íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû ìíî-
ãîãðàííèêîâ, áóäóò ÿâëÿòüñÿ ëîêàëüíî-êðàò÷àéøèìè, ò.å. ãåîäåçè÷å-
ñêèìè, à ïðè ïîïàäàíèè â âåðøèíó èõ ìîæíî ñ÷èòàòü áèëëèàðäíûìè
òðàåêòîðèÿìè, ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïëîñêîé ðàçâåðò-
êå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê W , ãîìåîìîðôíûé
äâóìåðíîé ñôåðå, äîïóñêàåò êîððåêòíîå äîîïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷å-
ñêèõ, ïîïàäàþùèõ â åãî âåðøèíû. Òîãäà

1) îí ÿâëÿåòñÿ ðàâíîãðàííûì òåòðàýäðîì, ò.å. ñèìïëåêñîì ñ
ñóììîé óãëîâ ïðè êàæäîé âåðøèíå, ðàâíîé π,

2) ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ïîïàâøàÿ â âåðøèíó W , îòðàæàåòñÿ è
ïðîäîëæàåò ñâîå äâèæåíèå â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

Óãîë ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé òðàåêòîðèè ñ ðåáðàìè ïîâåðõíîñòè íà
ðàçâåðòêå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ñ òî÷íîñòüþ äî α, ãäå α ∈ {π, 2π/3,
π/2, π/3} (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ìíîãîãðàííèê ðàññìàòðèâà-
åòñÿ). Òî åñòü ýòîò óãîë, âçÿòûé ïî ìîäóëþ α, ÿâëÿåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì. Åãî îáëàñòü çíà÷åíèé � îêðóæíîñòü.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òàêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ (â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå[1]).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü W � çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê,
äîïóñêàþùèé êîððåêòíîå äîîïðåäåëåíèå òðàåêòîðèé, ïîïàäàþùèõ
â åãî âåðøèíû, êàê áèëëèàðäíûõ òðàåêòîðèé. Òîãäà

1) äîïîëíåííûé òàêèì îáðàçîì ãåîäåçè÷åñêèé (áèëëèàðäíûé) ïî-
òîê íà ìíîãîãðàííèêå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûì ïî
Ëèóâèëëþ (â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå),

2) âñå ñëîè â ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ ðåãóëÿðíû è ãîìåîìîðôíû 2-òîðó,

3) èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3 ýòîãî ïîòîêà íà ýòîì
òåòðàýäðå ãîìåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó T 3 = S1(φ) ×
S1(ψ) × S1(χ), ôàêòîðèçîâàííîìó ïî äåéñòâèþ èíâîëþöèè
α(φ,ψ, χ) = (−φ,−ψ, χ+ π).

Ëèòåðàòóðà
1. Áåëîçåðîâ Ã.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû áèë-

ëèàðäîâ è ëèíåéíî èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè / Ã.Â. Áåëî-
çåðîâ, À.Ò. Ôîìåíêî // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2024. � Ò. 215,
� 5. � Ñ. 3�46.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ,
ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÈÕ Â ÌÀÊÐÎÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉ

ÌÎÄÅËÈ ÊÅÉÍÑÀ Ñ Ó×ÅÒÎÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ

À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. Êóëèêîâ, Ä.Ã. Ôðîëîâ (ßðîñëàâëü,
ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà)

kulikov_d_a@mail.ru

Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ìîäåëåé ìàêðîýêîíîìèêè ïðèíÿòî
ñ÷èòàòü ìîäåëü, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå "ìîäåëü Êåéíñà" [1-3] (ñì.,
òàêæå [4,5]). Â ïðîñòåéøåì è íîðìèðîâàííîì âàðèàíòå îíà èìååò
ñëåäóþùèé âèä

u̇1 =
u2
u1
− γ, u̇2 =

u22
u1
− u1u2, (1)

ãäå u1 = u1(t) > 0 � íîðìèðîâàííàÿ ñòàâêà êðåäèòà, u2 = u2(t) > 0
íîðìèðîâàííàÿ âåëè÷èíà äîõîäà (íàïðèìåð, íàöèîíàëüíîãî äîõîäà).
Íàêîíåö, γ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, èãðàþùàÿ ðîëü îñíîâíîãî
ïàðàìåòðà.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
u1 = γ, u2 = γ2, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè γ ∈ (0, 1] è
îíî íåóñòîé÷èâî ïðè γ > 1. Ïðè γ = 1+ε, ε ∈ (0, ε0) ñèñòåìà (1) èìååò
îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé öèêë C0(ε), ò.å. ñèñòåìà (1)
ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü íàëè÷èå öèêëè÷íîñòè ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè, íî
ïðè ýòîì äèíàìèêà ýòîé ñèñòåìû íå ñëèøêîì áîãàòà.

Âìåñòå ñ òåì, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé
äèíàìèêè ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ëþáàÿ ýêîíîìèêà (ëþáîå ãîñóäàðñòâî)
çàíèìàåò êàêîé-ëèáî àðåàë. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âìåñòî
ñèñòåìû (1) ðàññìàòðèâàòü åå âàðèàíò ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-
ðàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

u1t =
u2
u1
− γ + d1∆u1, u2t =

u22
u1
− u1u2 + d2∆u2, (2)

ujx|x=0,x=l1 = ujy|y=0,y=l2 = 0, j = 1, 2, (3)

ãäå dj > 0, uj = uj(t, x, y), x ∈ [0, l1], y ∈ [0, l2], lj > 0.
Â ðàáîòàõ [4,5] áûë ðàññìîòðåí îäíîìåðíûé âàðèàíò òàêîé êðàå-

âîé çàäà÷è (ÊÇ), êîãäà uj(t, x, y) = uj(t, x) èëè uj(t, x, y) = uj(t, y).

© Êóëèêîâ À.Í., Êóëèêîâ Ä.À., Ôðîëîâ Ä.Ã., 2026
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Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçëîæèòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êî-
òîðûå îòíîñÿòñÿ ê áîëåå åñòåñòâåííîé ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ìîäåëè, êîãäà ó÷èòûâàþòñÿ äâå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå.

Â ÷àñòíîñòè, áóäåò èçó÷åí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåí-
íî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ S0 è ïðîñòðàíñòâåííî îäíî-
ðîäíîãî öèêëà C0(ε). Âìåñòå ñ òåì áóäóò ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ó ÊÇ (2),(3) ïàò-
òåðíû, ò.å. ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è
ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå öèêëû.

Àíàëèç ñòðóêòóðû îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ S0 ïðè èçó-
÷åíèè ÊÇ (2),(3) ïðåäïîëàãàåò âûäåëåíèå óñëîâèé ïðè êîòîðûõ âîç-
ìîæíû ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè è â òîì ÷èñëå áîëåå âûñîêèõ êîðàç-
ìåðíîñòåé ÷åì 1. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì âûáî-
ðå ïàðàìåòðîâ ÊÇ (2),(3) âîçìîæíà äèôôóçèîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷è-
âîñòè S0. Ïðè ýòîì ó÷åò âòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ïðè-
âîäèò ê áîëüøåìó ÷èñëó òàêèõ âàðèàíòîâ.

Àíàëèç ÊÇ èñïîëüçóåò ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîä èíòå-
ãðàëüíûõ (èíâàðèàíòíûõ) ìíîãîîáðàçèé, íîðìàëüíûõ ôîðì.
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Â ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÌ ÁÀÑÑÅÉÍÅ Ñ ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÎÉ
ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄÍÀ
À.Í. Êóòëóáàåâà (Ìîñêâà, ÌÔÒÈ)

kutlubaeva0225@gmail.com

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîÿ÷èå âîëíû â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû â
îäíîìåðíîì áàññeéíå ñ ëîêàëèçîâàííîé îñîáåííîñòüþ ôóíêöèè äíà
ïîðÿäêà h, à èìåííî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à:

Ĥu = Eu (1)

äëÿ ñëåäóþùåãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà

Ĥ = −h2 d
dx
g D(x,

x− x0
h

)
d

dx
, x ∈ Ω = {D > 0} (2)

â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå h → 0. Çàïèøåì y = x−x0

h ; áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ôóíêöèþ äíà ñëåäóþùåãî âèäà: D(x, y) � ãëàäêàÿ è
lim

y→±∞
D(x, y) = d±(x) áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè y è å¼ ïðîèçâîäíûõ,

ãäå d±(x) � ãëàäêèå ôóíêöèè îò x.
Òåîðèÿ Êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîå-

íèå àñèìïòîòèê íà çàìêíóòîì Ëàãðàíæåâîì ìíîãîîáðàçèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïîñòîÿííîìó óðîâíþ ãàìèëüòîíèàíà H. Â ñëó÷àå, êîãäà
êîýôôèöèåíòû èçíà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ èìåþò îñîáåííîñòè, è ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáúêò, è óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ äîëæíû áûòü ìîäèôè-
öèðîâàíû.

Èòîãîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ïîñòðîåííûå àñèìïòîòèêè è óñëîâèå
êâàíòîâàíèÿ, òàæêå áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå çàâèñèìîñòè ðå-
øåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Àâòîð áëàãîäàðåí Ä. Ñ. Ìèíåíêîâó çà
öåííûå ñîâåòû è ïîääåðæêó.
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3. Äîáðîõîòîâ Ñ.Þ. Íåñòàíäàðòíûå ëàãðàíæåâû îñîáåííîñòè è
àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âûðîæäàþùåãîñÿ îïåðàòîðà
− d
dxD(x) ddx / Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ, Â.Å. Íàçàéêèíñêèé // Òðóäû ÌÈ-

ÀÍ. � 2019. � Ò. 306. � Ñ. 83�99.
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Ñ ÊËÈÍÎÂÈÄÍÛÌ ÍÅÄÅÔÎÐÌÈÐÓÅÌÛÌ

ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈÅÌ1

Í.Ï. Ëàçàðåâ (ßêóòñê, ÑÂÔÓ)
nyurgunlazarev@yandex.ru

Ïðåäñòàâëåí íîâûé êëàññ íåëèíåéíûõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ
óïðóãîé ïëàñòèíû ñ òðåùèíîé. Ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû, à
òàêæå êîíòàêòà êðàåâ òðåùèíû ñ íåäåôîðìèðóåìûì êëèíîâèäíûì
ïðåïÿòñòâèåì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ïðåäïîëàãàåò
ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íàä íåâûïóêëûì ìíîæåñòâîì
äîïóñòèìûõ ôóíêöèé â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Äîêà-
çàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåâûïóêëîé çàäà÷è íà îñíîâå èçâåñò-
íîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîíòàêò ïëàñòè-
íû Òèìîøåíêî ñ òðåùèíîé è âäàâëåííûì êëèíîâèäíûì ïðåïÿòñòâè-
åì, èçó÷åíà â ðàáîòå [1]. Â ðàáîòå ïðèìåíåí ïîäõîä, ðàíåå èñïîëüçî-
âàííûé â [2] ïðè îïèñàíèè êîíòàêòà íàêëîííûõ áåðåãîâ òðåùèíû.
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conditions / V.A. Kovtunenko, N.P. Lazarev // Optimization. � 2025. �
P. 1�15.

2. Êîâòóíåíêî Â.À. Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû ñ íàêëîí-
íûì ðàçðåçîì / Â.À. Êîâòóíåíêî, À.Í. Ëåîíòüåâ, À.Ì. Õëóäíåâ //
ÏÌÒÔ. � 1998. � T. 39, � 2 � C. 164�174.

Î ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅÌ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ Â ÅÄÈÍÈ×ÍÎÌ ÊÐÓÃÅ
ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÁÅÐÃÌÀÍÀ

Ì.Ð. Ëàíãàðøîåâ (Ìîñêâà, ÌÃÒÓ-ÌÀÑÈ)
mukhtor77@mail.ru

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ
ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (ïðîåêò � FSRG-2026-0009).
© Ëàçàðåâ Í.Ï., 2026
© Ëàíãàðøîåâ Ì.Ð., 2026

165



Â 1978 ãîäó À.À. Ëèãóí ñ öåëüþ îáîáùåíèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòà-
òîâ Ë.Â. Òàéêîâà ïîëó÷èë òî÷íóþ îöåíêó âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìà-
ìè â ïðîñòðàíñòâå L2 ÷åðåç óñðåäíåíèå åå ìîäóëÿ ãëàäêîñòè [1]. Â
ðàáîòå [2] Ì.Ø. Øàáîçîâ è Ã.À. Þñóïîâ íàøëè îáùåå óñëîâèå íà âå-
ñîâóþ ôóíêöèþ, ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû À.À. Ëèãóíà.
Ïîçäíåå â [3], ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà,
íàìè áûëà ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ â ðàáîòàõ [1] è [2] çàäà÷à â âåñî-
âîì ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà B2,γ . Â íåäàâíî îïóáëèêîâàííîé ðàáîòå
[4] áûëè îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â [2] íà ñëó÷àé àíàëè-
òè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó Áåðãìàíà
B2.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå â äàííîì íà-
ïðàâëåíèè è îáîáùèì íåêîòîðûå ðàííåå [5-10], à òàêæå íåäàâíî ïî-
ëó÷åííûå [4, 11-13] ðåçóëüòàòû äëÿ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó Áåðãìàíà.

Ïóñòü N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Z+ = N ∪ {0}. Ïóñòü
äàëåå, C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, U := {z ∈ C : |z| < 1} � åäèíè÷-
íûé êðóã â C, A(U) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå
U. Èçâåñòíî [14], ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèÿ

f(z) =

∞∑
k=0

ck(f)z
k, z = ρeit, 0 ⩽ ρ < 1, 0 ⩽ t ⩽ 2π (1)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Áåðãìàíà B2, åñëè

∥f∥2 := ∥f∥B2 =

 1

π

∫∫
(U)

|f(z)|2dσ


1/2

<∞, (2)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.
Ñîâîêóïíîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè

⩽ n, îáîçíà÷èì

Pn =

{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ak ∈ C

}
.

Âåëè÷èíó
En(f)2 = inf{∥f − pn∥2 : pn ∈ Pn}
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íàçîâ¼ì íàèëó÷øèì ïîëèíîìèàëüíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì ïðè-
áëèæåíèåì ôóíêöèè f ∈ B2 ïîäïðîñòðàíñòâîì Pn. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè f ∈ B2 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå [15]

En−1(f)2 = ∥f − Tn−1(f)∥2 =

{ ∞∑
k=n

|ck(f)|2

k + 1

}1/2

, (3)

ãäå Tn−1(f) =

n−1∑
k=0

ck(f)z
k � ÷àñòíàÿ ñóììà n-ãî ïîðÿäêà ðÿäà Ìà-

êëîðåíà (1).
Çàïèñûâàÿ íîðìó (2) â áîëåå óäîáíîì íàì âèäå

∥f∥2 :=

 1

π

1∫
0

2π∫
0

|f(ρeit)|2ρdρdt

1/2

,

ñèìâîëîì

∆m
h f(ρe

it) =

m∑
k=0

(−1)kCkmf
(
ρei(t+kh)

)
îáîçíà÷èì ðàçíîñòü m-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f

(
ρeit

)
ïî àðãóìåíòó t ñ

øàãîì h.
Âåëè÷èíà

ωm(f, t)2 = sup
{
∥∆m

h f(ρe
it)∥2 : |h| ⩽ t

}
=

= sup


 1

π

1∫
0

2π∫
0

|∆m
h f(ρe

it)|2ρdρdt

1/2

: |h| ⩽ t

 , (4)

íàçîâåì èíòåãðàëüíûì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè m-ãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè f ∈ B2.

Äëÿ ëþáîãî r ∈ Z+ îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ r-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
f ∈ A(U) îáîçíà÷èì ÷åðåç f (r)(z) = drf/dzr (f (0)(z) ≡ f(z)) :

f (r)(z) =

∞∑
k=r

k(k − 1)(k − 2) · · · (k − r + 1)ck(f)z
k−r. (5)

Óìíîæàåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâî (5) íà zs, s ∈ Z+, s ⩽ r ïîëó÷èì

zsf (r) =
∞∑
k=r

αk,rck(f)z
k−r+s, (6)
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ãäå

αk,r = k(k − 1)(k − 2) · · · (k − r + 1) =
k!

(k − r)!
, k ⩾ r.

Âñþäó äàëåå ÷åðåç Bs,(r)2 , s, r ∈ Z+, s ⩽ r îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
ôóíêöèè f ∈ A(U), ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó B2, ó êîòîðûõ
ïðîèçâîäíàÿ zsf (r) òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó B2, ò. å.

Bs,(r)2 =
{
f(z) ∈ B2 :

∥∥∥zsf (r)∥∥∥
2
<∞

}
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ àïïðîêñèìà-
öèîííóþ õàðàêòåðèñòèêó

Km,n,r,s,q(φ, u) = sup
f∈Bs,(r)

2

2m/2En−1(f)2 u∫
0

ωqm(zsf (r), t)2φ(t)dt

1/q
, (7)

ãäå m,n ∈ N, s, r ∈ Z+, s ⩽ r, 0 < q ⩽ 2, 0 < t ⩽ u, 0 < u ⩽
π/(n− r + s), φ � âåñîâàÿ íà îòðåçêå [0, u] � ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè m,n ∈ N, s, r ∈ Z+, s ⩽ r, 0 < q ⩽ 2, 0 < u ⩽
π/(n−r+s) è φ � âåñîâàÿ íà îòðåçêå [0, u] ôóíêöèÿ, òî ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

{Gm,n,r,s,q(φ;u)}−1 ⩽ Km,n,r,s,q(φ, u) ⩽

{
inf

n⩽k<∞
Gm,k,r,s,q(φ;u)

}−1

,

(8)
ãäå

Gm,k,r,s,q(φ;u) =αqk,r ( k + 1

k − r + s+ 1

)q/2 u∫
0

(1− cos(k − r + s)t)mq/2φ(t)dt

1/q

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4) ê ôóíêöèè (6), áóäåì
èìåòü:

ω2
m(zsf (r), t)2 = 2m sup

|u|⩽t

∞∑
k=r

α2
k,r

k − r + s+ 1
|ck(f)|2 (1− cos(k − r + s)u)

m
.

(9)
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Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äâîéíîãî íåðàâåíñòâî (8) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþ-
ùèì òàê íàçûâàåìûì óïðîùåííûì âàðèàíòîì íåðàâåíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî [16]

 u∫
0

( ∞∑
k=n

|fk(t)|2
)q/2

dt

1/q

⩾

 ∞∑
k=n

 u∫
0

|fk(t)|qdt

2/q


1/2

,

ñïðàâåäëèâîãî ïðè 0 < q ⩽ 2 è ëþáîãî u ∈ R+. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
(9) è (3) áóäåì èìåòü: u∫

0

ωqm(zsf (r), t)2,φ(t)dt

1/q

⩾

⩾


u∫

0

2mq/2

[ ∞∑
k=r

α2
k,r

k − r + s+ 1
|ck(f)|2(1− cos(k − r + s)t)m

]q/2

φ(t)dt


1/q

⩾

⩾ 2
m/2


∞∑

k=n

 αq
k,r

(
√
k − r + s+ 1)q

|ck(f)|q
u∫

0

(1 − cos(k − r + s)t)
mq/2

φ(t)dt

2/q
1/2

=

= 2m/2

{ ∞∑
k=n

|ck(f)|2

k + 1
[(Gk,m,r,s,q(φ;u))

q]
2/q

}1/2

⩾

= 2m/2 inf
n⩽k<∞

Gm,k,r,s,q(φ;u)En−1(f)2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

2m/2En−1(f)2 u∫
0

ωqm(zsf (r), t)2φ(t)dt

1/q
⩽

{
inf

n⩽k<∞
Gm,k,r,s,q(φ;u)

}−1

,

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû (8):

Km,n,r,s,q(φ, u) ⩽

{
inf

n⩽k<∞
Gm,k,r,s,q(φ;u)

}−1

. (10)
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Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó â íåðàâåíñòâå (8) ââåäåì â ðàñ-
ñìîòðåíèå ôóíêöèþ f0(z) = zn ∈ Bs,(r)2 . Äëÿ ýòîé ôóíêöèè íåïî-
ñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷èì

En−1(f0)2 =
1√
n+ 1

,

ωm

(
zsf

(r)
0 , t

)
2
= 2m/2

αn,r√
n− r + s+ 1

(1− cos(n− r + s)t)
m/2

.

Èñïîëüçóÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó äëÿ âåëè-
÷èíû Km,n,r,s,q(φ, u) :

Km,n,r,s,q(φ, u) ⩾
2m/2En−1(f0)2 u∫

0

ωqm

(
zsf

(r)
0 , t

)
2
φ(t)dt

1/q
= {Gm,n,r,s,q(φ;u)}−1

.

(11)
Ñðàâíèâàÿ îöåíêó ñâåðõó (10) è îöåíêó ñíèçó (11), ïîëó÷èì óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû 1.

Äàëåå, îïðåäåëÿåì, êàêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè
äîëæíà îáëàäàòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ(t), 0 ⩽ t ⩽ u, ÷òîáû èìåëî
ìåñòî ðàâåíñòâî

inf {Gk,m,r,s,q(φ;u) : n ⩽ k <∞} = {Gn,m,r,s,q(φ;u)} . (12)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ⩾ 0 äèôôåðåíöèðóåìà íà
îòðåçêå [0, u] è ïóñòü äëÿ âñåõ m,n, k ∈ N, s, r ∈ Z+, k ⩾ n > r ⩾ s,
0 ⩽ t ⩽ u, 0 < u ⩽ π/(n− r + s), 1 ⩽ q ⩽ 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîr−1∑

j=0

2

k − j
+

1

k + 1
− 1

k − r + s+ 1
− 2

q(k − r + s)

×
×φ(t)− 2

q(k − r + s)
tφ′(t) ⩾ 0.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (12), è ñëåäîâàòåëüíî

sup
f∈Bs,(r)

2

En−1(f)2 u∫
0

ωqm(zsf (r), t)2φ(t)dt

1/q
=
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=
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1


u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)
mq/2

φ(t)dt


−1/q

.

Ñëåäóåò îòìåòèò, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå àíàëîãè÷íûå (7) â ïðîñòðàíñòâå B2 ðàíåå ðàññìàò-
ðèâàëèñü è â äðóãèõ ðàáîòàõ. Íàïðèìåð, âåëè÷èíû Km,n,r,r,2(1, u),
Km,n,r,r,2(sin(πt/u), u), Km,n,r,r,2/m(sinnt, u), Km,n,r,r,q(φ, u),
Km,n,r,0,2/m(1, u), Km,n,r,0,q(φ, u), Km,n,r,0,2(sinπt/u, u) áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû â ðàáîòàõ [5,7], [6], [9], [10], [11,4], [12], [13] ñîîòâåòñòâåííî
(ñì. òàêæå [8]).

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, ïðè φ(t) ≡ 1 èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

sup
f∈Bs,(r)

2

2m/2En−1(f)2 u∫
0

ωqm(zsf (r), t)2dt

1/q
=

=
1

αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

 u∫
0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

−1

.

Ïóñòü Φ(u) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïðè u ⩾ 0

ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî Φ(0) = 0. Ñèìâîëîì W
s,(r)
m,q (u,Φ), m ∈ N, s, r ∈

Z+, s ⩽ r, 0 < q ⩽ 2, 0 < u ⩽ π/(n− r+ s) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé
f ∈ Bs,(r)2 , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 1

u

u∫
0

ωqm

(
zsf (r), t

)
2
dt

1/q

⩽ Φ(u).

Òðåáóåòñÿ ïðè ëþáîì n ∈ N è s, r ∈ Z+, s ⩽ r íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå
âåëè÷èíû

En−1

(
W s,(r)
m,q (u,Φ)

)
2
:= sup

{
En−1(f)2 : f ∈W s,(r)

m,q (u,Φ)
}
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m,n ∈ N, s, r ∈ Z+, n > r ⩾ s, 0 < q ⩽ 2 è
0 < u ⩽ π/(n− r + s). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

En−1

(
W s,(r)
m,q (u,Φ)

)
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=
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

 1

u

u∫
0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

−1/q

Φ(u).
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ëîïðîâîäíîñòè:

© Ëèñèíà Î.Þ., Ëèñèí Ä.À., 2026
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ρc ∂u(t,x)∂t − k∆u(t, x) = f(t, x), 0 < t ⩽ T <∞, x ∈ Ω;

u(0, x) = φ(x), x ∈ (Ω + ∂Ω) = Ω̄;

B[u(t, x)]
∣∣
∂Ω
≡ αφ(t, x) + β v(t, x) = g(t, x), x ∈ ∂Ω, t > 0,

ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà; x =
(x1, x2, x3)

Â êà÷åñòâå îáëàñòè ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ âòóëêà ïîäâåñêè àâòî-
ìîáèëÿ, ãåîìåòðèÿ êîòîðîé áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáëàñòè ñðåäñòâàìè òåîðèè R-ôóíêöèé [5].
Ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ [1, 4], îïèñûâàþùàÿ äåòàëü, çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

f1 = ((((32−x2)∩(−5.5−z))∪(2.52−x2))∩(52−y2))∩((6.5+z)(−2.5−z))

f2 = (−z + y/1.5) ∩ (−z − y/1.5) ∩ f1
f3 = ((2.52 − y2 − (z + 2)2) ∪ f2) ∩ (42 − x2)

f4 = (−1.32 + y2 + (z + 2)2) ∩ f3
f5 = (1.52 − x2) ∩ (4.5− y)(−2 + y)

f6 = (1.52 − x2) ∩ (4.5 + y)(−2− y)

f7 = (f5 ∪ f6) ∩ (5.5 + z)

f = −f7 ∩ f4
Ïîèñê ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî áåññåòî÷íîé ñõåìå ñ èñïîëü-

çîâàíèåì àòîìàðíûõ ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé (ðèñ. 1). Òàêèå
ôóíêöèè èìåþò íîñèòåëü â ôîðìå øàðà è ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ â êà÷åñòâå áàçèñ-
íûõ ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, íå èñïîëüçóÿ ðàçíîñò-
íûé ïîäõîä [2].

Ïîñëå ïðîöåäóðû äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è èñõîäíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîìó. Ñëåäó-
åò îòìåòèòü, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ îáëàñòè ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ëèøü
äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñïîëîæèòü â ¾óçëàõ¿ ñåòêè öåíòðû íîñèòåëåé àòî-
ìàðíûõ ôóíêöèé. È â õîäå ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé ïðèìåíÿ-
þòñÿ àòîìàðíûå ôóíêöèè [3]. Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ áûëè ðåøåíû äâå
çàäà÷è ñ ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ó êîòîðûõ íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ u(0, x) = 0, x ∈ (Ω + ∂Ω) = Ω̄, âíóòðåííèé èñòî÷íèê
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Ðèñ. 1: Âèçóàëèçàöèÿ àòîìàðíîé ôóíêöèè (íîñèòåëü è â ñå÷åíèè)

f(t, x) = 0. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîé çàäà÷è áûëè âûáðàíû êðàåâûå
óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà:

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω1;

u(t, x) = 5000t, x ∈ ∂Ω2.

Øàã âðåìåííîé ñåòêè áûë �τ = 0.01 ñ. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 2à.

Äëÿ âòîðîé òåñòîâîé çàäà÷è ñ òàêèì æå øàãîì âðåìåííîé ñåòêè
áûëè âûáðàíû êðàåâûå óñëîâèÿ 1-ãî è 2-ãî ðîäà:

∂u(t, x)

∂n
= 10t, x ∈ ∂Ω1;

u(t, x) = 500t, x ∈ ∂Ω2.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2á.
Ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äåìîíñòðèðóþò áîëüøèå

âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ áåññåòî÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ â ñî÷åòàíèè ñ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì R-ôóíêöèé, èñïîëüçó-
åìûì äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè îáëàñòè.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàíèìàþò öåíòðàëüíîå ìåñòî â
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îíè ïîçâî-
ëÿþò îïèñûâàòü äèíàìèêó ñèñòåì, èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå, ÷òî äåëàåò èõ íåçàìåíèìûì èíñòðóìåí-
òîì â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ è èíæåíåðèè [1]. Äëÿ ó÷àùèõñÿ, èçó÷à-
þùèõ ôèçèêó è ìàòåìàòèêó, ðàçâèòèå íàâûêîâ ïðèìåíåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé, ñïîñîáñòâóþùåé
ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ïðåäìåòà è ôîðìèðîâàíèþ àíàëèòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ [2].

Çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôèçèêå:
Ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ÷àñòî îïèñûâàþòñÿ çàêîíàìè, âûðàæåííûìè

â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3]. Íàïðèìåð:
Çàêîí Íüþòîíà î äâèæåíèè ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà.
Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è óðàâíåíèå âîëíû ìîäåëèðóþò

ïðîöåññû òåïëîïåðåäà÷è è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.
Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà èñïîëüçóåò óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà.
Òàêèì îáðàçîì, óìåíèå ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è

èíòåðïðåòèðîâàòü èõ ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ó÷àùèìñÿ íå òîëüêî ïîíÿòü
ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, íî è ïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåì.

Ïðîáëåìû è çàäà÷è îáó÷åíèÿ.
Íåñìîòðÿ íà âàæíîñòü, ìíîãèå ó÷àùèåñÿ èñïûòûâàþò òðóäíîñòè

ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèìåíåíèè â ôè-
çèêå [3;4]. Îñíîâíûå ïðè÷èíû:

Àáñòðàêòíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.
Íåäîñòàòîê ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ è çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðåàëü-

íûìè ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè.
Ñëàáàÿ ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ôèçè÷åñêèì

ñìûñëîì.
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì íåîáõîäèìî ñîçäàâàòü óñëîâèÿ,

ñïîñîáñòâóþùèå ðàçâèòèþ ó ó÷àùèõñÿ ñïîñîáíîñòè ïðèìåíÿòü äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â êîíòåêñòå ôèçèêè [4].

Ìåòîäè÷åñêèå ïîäõîäû ê ðàçâèòèþ íàâûêîâ.
1. Èíòåãðàöèÿ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè.
Îáó÷åíèå äîëæíî ñòðîèòüñÿ íà òåñíîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìà-

òåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ôèçè÷åñêèìè çàäà÷àìè. Íàïðèìåð, ïðè
èçó÷åíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ìîæíî ñðàçó ïåðåõîäèòü ê äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì äèíàìèêó ñèñòåìû.
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2. Èñïîëüçîâàíèå íàãëÿäíûõ ìîäåëåé è êîìïüþòåðíûõ ñèìóëÿ-
öèé.

Âèçóàëèçàöèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìî-
ùüþ ãðàôèêîâ è ïðîãðàìì ïîìîãàåò ó÷àùèìñÿ ëó÷øå ïîíÿòü ïî-
âåäåíèå ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì è óâèäåòü ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêè-
ìè ôîðìóëàìè è ðåàëüíûìè ïðîöåññàìè. Ñîâðåìåííûå ïðîãðàììíûå
ñðåäñòâà è ñïåöèàëèçèðîâàííûå ñèìóëÿòîðû, ïîçâîëÿþò ìîäåëèðî-
âàòü äèíàìèêó ñèñòåì, èçìåíÿòü ïàðàìåòðû è íàáëþäàòü ðåçóëüòàòû
â ðåàëüíîì âðåìåíè [1;3].

3. Ïîñòåïåííîå óñëîæíåíèå çàäà÷.
Íà÷èíàòü ñëåäóåò ñ ïðîñòûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ ýëåìåíòàðíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû
(íàïðèìåð, çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, äâèæåíèå ñ ñîïðîòèâëåíèåì âîç-
äóõà), ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿ ê áîëåå ñëîæíûì ñèñòåìàì è óðàâíåíèÿì
âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîìîãàåò ó÷àùèìñÿ ôîðìèðîâàòü
ïðî÷íîå ïîíèìàíèå áàçîâûõ ïðèíöèïîâ [2;4].

4. Àêöåíò íà èíòåðïðåòàöèþ ðåøåíèé
Âàæíî íå òîëüêî íàó÷èòü ðåøàòü óðàâíåíèÿ, íî è ðàçâèâàòü óìå-

íèå èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â ôèçè÷åñêîì êîíòåêñòå.
Ýòî âêëþ÷àåò àíàëèç ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé, âûÿâëåíèå óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé, ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé è óñëîâèé ïðèìåíè-
ìîñòè ìîäåëåé.

5. Ïðîåêòíàÿ è èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü.
Âêëþ÷åíèå â ó÷åáíûé ïðîöåññ ïðîåêòîâ, ãäå ó÷àùèåñÿ ñàìîñòîÿ-

òåëüíî ôîðìóëèðóþò çàäà÷è, ñîñòàâëÿþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ è èññëåäóþò èõ ðåøåíèÿ, ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ êðèòè÷åñêî-
ãî ìûøëåíèÿ è òâîð÷åñêîãî ïîäõîäà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäëîæèòü
èññëåäîâàòü êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñ ó÷¼òîì ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû èëè
ìîäåëèðîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëàõ [3;4].

6. Ìåæäèñöèïëèíàðíûå ñâÿçè.
Ñâÿçûâàíèå èçó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðóãèìè

ïðåäìåòàìè, òàêèìè êàê õèìèÿ, áèîëîãèÿ, èíæåíåðèÿ, ïîìîãàåò ó÷à-
ùèìñÿ óâèäåòü óíèâåðñàëüíîñòü ìåòîäîâ è ðàñøèðÿåò èõ êðóãîçîð.
Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñà-
íèÿ êèíåòèêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé èëè ðîñòà ïîïóëÿöèé.

Ðåêîìåíäàöèè äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé.
Èñïîëüçîâàòü ðàçíîîáðàçíûå ôîðìû ïîäà÷è ìàòåðèàëà: ëåêöèè,

ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû, ñåìèíàðû.
Ïîîùðÿòü àêòèâíîå ó÷àñòèå ó÷àùèõñÿ, çàäàâàòü âîïðîñû, ñòèìó-

ëèðîâàòü îáñóæäåíèÿ.
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Ïðåäîñòàâëÿòü äîñòóï ê ñîâðåìåííûì ïðîãðàììíûì ñðåäñòâàì è
îáó÷àþùèì ðåñóðñàì.

Îðãàíèçîâûâàòü ñîâìåñòíûå ïðîåêòû è êîíêóðñû, íàïðàâëåííûå
íà ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ.

Îöåíèâàòü íå òîëüêî ïðàâèëüíîñòü ðåøåíèÿ, íî è ãëóáèíó ïîíè-
ìàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.

Çàêëþ÷åíèå.

Ðàçâèòèå ó ó÷àùèõñÿ ñïîñîáíîñòè ïðèìåíÿòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ àíàëèçà è ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ êëþ-
÷åâûì ýëåìåíòîì ôîðìèðîâàíèÿ èõ íàó÷íîãî ìèðîâîççðåíèÿ è ïðî-
ôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíòíîñòè. Îñâîåíèå ýòîãî íàâûêà ñïîñîáñòâóåò
íå òîëüêî óñïåøíîìó èçó÷åíèþ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, íî è ðàçâèòèþ
êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, óìåíèÿ ðàáîòàòü ñ àáñòðàêòíûìè ìîäåëÿ-
ìè è ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ íà ïðàêòèêå [3;5].

Â ñîâðåìåííîì îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå âàæíî ñîçäàâàòü óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ ó÷àùèåñÿ ñìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî îòêðûâàòü çà-
êîíîìåðíîñòè, ýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ ìîäåëÿìè è âèäåòü íåïîñðåä-
ñòâåííóþ ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ôèçè÷åñêèìè
ÿâëåíèÿìè. Òàêîé ïîäõîä ôîðìèðóåò ó íèõ óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê
ïðåäìåòó è ìîòèâàöèþ ê äàëüíåéøåìó îáó÷åíèþ [2-4].

Êðîìå òîãî, ðàçâèòèå íàâûêîâ ðàáîòû ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè îòêðûâàåò øèðîêèå ïåðñïåêòèâû äëÿ áóäóùåé ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè â íàóêå, òåõíèêå, èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèÿõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ, ãäå òðåáóåòñÿ àíàëèç ñëîæíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì.

Â ïåðñïåêòèâå öåëåñîîáðàçíî âíåäðÿòü ìåæäèñöèïëèíàðíûå îá-
ðàçîâàòåëüíûå ïðîãðàììû, êîòîðûå îáúåäèíÿþò ìàòåìàòèêó, ôèçè-
êó è êîìïüþòåðíûå íàóêè, à òàêæå èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå öèô-
ðîâûå òåõíîëîãèè è èíòåðàêòèâíûå ïëàòôîðìû äëÿ ïîâûøåíèÿ ýô-
ôåêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ. Âàæíî òàêæå ðàçâèâàòü ó ïðåïîäàâàòåëåé
êîìïåòåíöèè â îáëàñòè ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ àêöåíòîì íà èõ ïðèìåíåíèå â ôèçèêå [3;5].

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìíûé è êîìïëåêñíûé ïîäõîä ê îáó÷åíèþ
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â êîíòåêñòå ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ñïî-
ñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ ó ó÷àùèõñÿ ãëóáîêèõ çíàíèé, ïðàêòè÷å-
ñêèõ íàâûêîâ è òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ óñïåøíîãî
îñâîåíèÿ ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äèñöèïëèí.
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Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå C⋭ èçó÷àþòñÿ îðáèòû 7-ìåðíûõ âå-
ùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè, ÿâëÿþùèåñÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûìè ãè-
ïåðïîâåðõíîñòÿìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñëå ðàáîò [1], [2] â ýòîé çà-
äà÷å ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äîñòàòî÷íî îáøèðíîå ñåìåéñòâî àëãåáð
Ëè èç [3], ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå íèëüðàäèêàëà 5-ìåðíóþ àëãåáðó
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Ãåéçåíáåðãà H5. Äâà íåòðèâèàëüíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[e1, e3] = [e2, e4] = e5,

õàðàêòåðèçóþùèå ýòîò íèëüðàäèêàë, äîïîëíÿþòñÿ â 7-ìåðíûõ àëãåá-
ðàõ äâóìÿ ñòîëáöàìè, îïèñûâàþùèìè ¾âçàèìîäåéñòâèå¿ H5 ñ ïàðîé
äîïîëíèòåëüíûõ áàçèñíûõ ïîëåé e6, e7.

Ïðèìåðû òàêèõ ñòîëáöîâ äëÿ äâóõ òèïîâ àëãåáð R15 è R18 (èç 27
òèïîâ ðàáîòû [R-W]) ïðèâåäåíû íèæå (n ⩾ 0, p ∈ R):

R15(n > 0) [ek, e6] [ek, e7]
k = 1 −(e1 + ne2) −e1
k = 2 ne1 − e2 −e2
k = 3 −(e3 + ne4) e3
k = 4 ne3 − e4 e4
k = 5 −2e5 0

,

R18 [ek, e6] [ek, e7]
k = 1 −(1 + n)e1 −pe1
k = 2 −e2 −e4
k = 3 (n− 1)e3 pe3
k = 4 −e4 e2
k = 5 −2e5 0

.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèâåäåííûõ àëãåáð (êàê è äëÿ áîëüøèíñòâà
èç îñòàëüíûõ 25 òèïîâ) âûïîëíÿåòñÿ êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå
[e6, e7] = 0.

Óòî÷íèì òàêæå, ÷òî â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé
(ñì. [4]) îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò Ëåâè-íåâûðîæäåííûå îðáè-
òû îáñóæäàåìûõ 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè.

Èçó÷åíèå îðáèò àáñòðàêòíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè â êîì-
ïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîäðàçóìåâàåò (íà ïåðâîì ýòàïå) ðåàëèçà-
öèþ ýëåìåíòîâ àëãåáðû â âèäå ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ïî-
ñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì (íà âòîðîì ýòàïå) ýòèõ ðåàëèçàöèé.

Âàæíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü íà îáîèõ ýòèõ ýòàïàõ èãðàåò 3-
ìåðíàÿ àáåëåâà ïîäàëãåáðà I3 =< e3, e4, e5 >⊂ H5 ⊂ g7, ñîäåðæàùà-
ÿñÿ â ëþáîé àëãåáðå g7 èç îáñóæäàåìûõ 27 òèïîâ. Îïèðàÿñü íà I3,
ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîùàòü ðåàëèçàöèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ àë-
ãåáð Ëè, êàñàòåëüíûõ ê íåâûðîæäåííûì îðáèòàì ýòèõ àëãåáð. Íî
äëÿ êàæäîé àëãåáðû âîçíèêàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïÿòü ðàçíûõ ïîä-
ñëó÷àåâ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ óïðîùåíèé áàçèñà èäåàëà H5.

Â òðåõ ïåðâûõ ïîäñëó÷àÿõ íà ãèïîòåòè÷åñêîé íåâûðîæäåííîé îð-
áèòå óäàåòñÿ âûïðÿìèòü äî ñîñòîÿíèÿ ek = ∂/∂zk−1 áàçèñ àáåëåâîé
ïîäàëãåáðû I3, â ÷åòâåðòîì - âûïðÿìëÿåòñÿ òðîéêà ïîëåé e1, e4, e5,
â ïÿòîì ïîäñëó÷àå âûïðÿìëÿþòñÿ ëèøü áàçèñíûå ïîëÿ e4, e5 èäåàëà
H5. Â öåëîì îïèñàíèå ãîëîìîðôíûõ ðåàëèçàöèé â C⋭ îáñóæäàåìûõ
7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè ïîäðàçóìåâàåò (â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé ñõåìû)
ðàññìîòðåíèå 135 = 27× 5 ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé.
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Âî ìíîãèõ èç òàêèõ ñèòóàöèé âûïîëíåíèå ñîâîêóïíîñòè êîììóòà-
öèîííûõ ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì â òàáëèöàõ, îêà-
çûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîé
íåâûðîæäåííîé îðáèòû â C⋭ òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà æåñòêèì äëÿ
èçó÷àåìûõ àëãåáð Ëè.

Òåîðåìà 1. Íè îäíà èç 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè, èìåþùèõ 5-ìåðíûé
ãåéçåíáåðãîâ íèëüðàäèêàë, íå äîïóñêàåò íåâûðîæäåííûõ 7-ìåðíûõ
îðáèò â C⋭ â ðàìêàõ ïÿòîãî ñëó÷àÿ ïðåäëàãàåìîé ñõåìû.

Â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ íåâûðîæäåííûå îðáèòû âñòðå÷àþòñÿ
òàêæå äîñòàòî÷íî ðåäêî. Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Â ðàìêàõ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ïåðâûõ ñëó÷àåâ èìå-
þòñÿ ïðèìåðû 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè ñ ãåéçåíáåðãîâûì íèëüðàäèêàëîì
H5 è Ëåâè-íåâûðîæäåííûìè 7-ìåðíûìè îðáèòàìè â C⋭.

Ïðèìåð 1. Àëãåáðà ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ áàçèñîì

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0,−z3), e3 = (0, 0, i, z1 − iz2), e4 = (0, 0, 1, 0),

e5 = (0, 0, 0, 1), e6 = (nz2−z1,−nz1−z2, (in−1)z3, nz3(z1− iz2)−2z4),

e7 = (−z1,−z2, z3, 0)

óäîâëåòâîðÿåò ïðè n > 0 êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì òèïà R15

â ïîäñëó÷àå 4. Îðáèòàìè ýòîãî ñåìåéñòâà àëãåáð ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæ-
äåííûå ãèïåðïîâåðõíîñòè

y4 = (y1 − x2)y3 + exp(B arg(y1 + iy2)), B = −2/n.

Ïðèìåð 2. Àëãåáðà ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ áàçèñîì

e1 = (1, 0, 0,−z2), e2 = (0, 0, i,−z3), e3 = (0, 1, 0, 0), e4 = (0, 0, 1, 0),

e5 = (0, 0, 0, 1), e6 = (−z1,−z2,−z3,−2z4),

e7 = (−pz1, pz2, iz3,−(1/2)z23)

óäîâëåòâîðÿåò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì òèïà R18 (ïðè n =
1) â ïîäñëó÷àå 1. Îäíîé èç îðáèò ýòîãî ñåìåéñòâà àëãåáð ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà (êâàäðèêà)

y4 = y1y3 + y22 .

Äëÿ ñðàâíåíèÿ èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî àëãåáðîé ñäâèãîâ ýòîé
êâàäðèêè ÿâëÿåòñÿ 7-ìåðíàÿ àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà.
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Íà ìíîæåñòâå Ġ∞ =]0,+∞[×]0,+∞[ ðåøåíà è èçó÷åíà çàäà÷à:

Lu ≡ utt(x, t)− a2(x, t)uxx(x, t) + b(x, t)ut(x, t)+

+c(x, t)ux(x, t) + q(x, t)u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞, (1)

u|t=0 = φ (x), ut|t=0 = ψ (x), x > 0, (2)

Γ(t)u(x, t) ≡ [β(t)ux + γ(t)u]|x=0 = µ(t), t > 0. (3)

Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî k - ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ R2, C0(Ω) = C(Ω). Èç äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê dx−(−1)ia(x, t)dt = 0 íàõîäèì õàðàê-
òåðèñòèêè gi(x, t) = Ci, i = 1, 2, óðàâíåíèÿ (1). Åñëè êîýôôèöèåíò
a(x, t) ⩾ a0 > 0, òî îíè ïî t ñòðîãî âîçðàñòàþò äëÿ i = 1 è óáûâàþò
äëÿ i = 2 ïðè âîçðàñòàíèè x. Ïîýòîìó ôóíêöèè yi = gi(x, t) èìåþò
îáðàòíûå ôóíêöèè x = hi{yi, t}, t = h(i)[x, yi]. Êîãäà a ∈ C2(G∞),
òîãäà gi, hi, h(i) ∈ C2 ïî x, t, yi, i = 1, 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a(x, t) ⩾ a0 > 0, (x, t) ∈ G∞,
a ∈ C2(G∞), b, c, q ∈ C1(G∞) â óðàâíåíèè (1) è β, γ ∈ C1[0,+∞[,
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β(t) ̸= 0, t ⩾ 0, â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (3). Òðåòüÿ ñìåøàííàÿ çà-
äà÷à (1)�(3) íà ìíîæåñòâå Ġ∞ èìååò åäèíñòâåííûå è óñòîé-
÷èâûå ïî φ, ψ, f, µ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ u ∈ C2(G∞), G∞ =
[0,+∞[×[0,+∞[, åñëè è òîëüêî, åñëè âåðû òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè
è ñîãëàñîâàíèÿ:

φ ∈ C2[0,+∞[, ψ ∈ C1[0,+∞[, µ ∈ C1[0,+∞[, f ∈ C(G∞),

t∫
0

f(|hi{gi(x, t), τ}|, τ) dτ ∈ C1(G∞), i = 1, 2, (4)

β(0)φ′(0) + γ(0)φ(0) = µ(0),

β′(0)φ′(0) + β(0)ψ ′(0) + γ ′(0)φ(0) + γ(0)ψ(0) = µ′(0).

Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) íà Ġ∞ � ýòî ôóíêöèè

u−(x, t) =
(auv)(h2{g2(x, t), 0}, 0) + (auv)(h1{g1(x, t), 0}, 0)

2a(x, t)
+

+

h1{g1(x,t),0}∫
h2{g2(x,t),0}

ψ(s)v(s, 0)− φ(s)vτ (s, 0) + b(s, 0)φ(s)v(s, 0)

2a(x, t)
ds+

+
1

2a(x, t)

t∫
0

dτ

h1{g1(x,t), τ}∫
h2{g2(x,t), τ}

f(s, τ)v(s, τ) ds,

(x, t) ∈ G− = {(x, t) ∈ G∞ : g2(x, t) > g2(0, 0)},

u+(x, t) =
(auv)(h1{g1(x, t), 0}, 0) + (auv)(h1{g1(0, h(2)[0, g2(x, t)]), 0}, 0)

2a(x, t)
+

+

h1{g1(x,t),0}∫
0

ψ(s)v(s, 0)− φ(s)vτ (s, 0) + b(s, 0)φ(s)v(s, 0)

2a(x, t)
ds+

+

h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,t)]),0}∫
0

ψ(s)v(s, 0)− φ(s)vτ (s, 0) + b(s, 0)φ(s)v(s, 0)

2a(x, t)
ds+

+
1

2a(x, t)

t∫
0

dτ

h1{g1(x,t), τ}∫
h2{g2(x,t), τ}

f̆(|s|, τ)v(|s|, τ) ds+
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+
1

2

t∫
h2[0,g2(x,t)]

a(0, ρ)

[
(auv)(h1{g1(x, ρ), 0}, 0)

a(x, ρ)

]′
x

∣∣∣∣∣
x=0

dρ+

+
1

2

t∫
h2[0,g2(x,t)]

a(0, ρ)

[
(auv)(h1{g1(0, h(2)[0, g2(x, ρ)]), 0}, 0)

a(x, ρ)

]′
x

∣∣∣∣∣
x=0

dρ+

+

t∫
h2[0,g2(x,t)]

a(0, ρ)

2
dρ

[ h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,ρ)]), 0}∫
0

ψ(s)v(s, 0) − φ(s)vτ (s, 0)

a(x, ρ)
ds

]′

x

∣∣∣∣∣
x=0

+

+

t∫
h2[0,g2(x,t)]

a(0, ρ)

2
dρ

[ h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,ρ)]), 0}∫
0

b(s, 0)φ(s)v(s, 0)

a(x, ρ)
ds

]′
x

∣∣∣∣∣
x=0

+

+

t∫
h2[0,g2(x,t)]

a(0, ρ)

2
dρ

ρ∫
0

dτ

h1{g1(0,ρ),τ}∫
h2{g2(0,ρ),τ}

f̆(|s|, τ)
[
v(|s|, τ ; |x|, t)

a(|x|, t)

]′
x

∣∣∣∣∣
x=0

ds+

+
1

2

t∫
h2[0,g2(x,t)]

dρ

a(0, ρ)

ρ∫
0

[
f̆(|h1{g1(0, ρ), τ}|, τ)v(|h1{g1(0, ρ), τ}|, τ ; 0, ρ)×

× ∂h1{g1(0, ρ), τ}
∂ρ

+

+f̆(|h2{g2(0, ρ), τ}|, τ)v(|h2{g2(0, ρ), τ}|, τ ; 0, ρ)
∂h2{g2(0, ρ), τ}

∂ρ

]
dτ +

+
1

2a(0, t)

h1{g1(0,t),0}∫
0

[ψ(s)v(s, 0)− φ(s)vτ (s, 0) + b(s, 0)φ(s)v(s, 0)]ds+

+
(auv)(h1{g1(0, t), 0}, 0)

a(0, t)
+

t∫
h(2)[0,g2(x,t)]

a(0, ρ)
µ(ρ)

β(ρ)
dρ+

+

t∫
0

dτ

â(0, t)

h1{g1(0,t), τ}∫
h2{g2(0,t), τ}

f̆(|s|, τ)v(|s|, τ ; 0, t)ds,

(x, t) ∈ G+ = {(x, t) ∈ G∞ : g2(x, t) ⩽ g2(0, 0)}.
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Çäåñü ðåçóëüòèðóþùåé ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (1) ñëóæèò
ôóíêöèÿ f̆(x, t) = f(x, t)+f (0)(x, t)+f (1)(x, t)−fµ(x, t), ãäå f (i)(x, t),
i = 0, 1, � êîìïåíñèðóþùèå ñëàãàåìûå âû÷èòàåìûõ èç ðåøåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ∀x, t ⩾ 0 è

fµ(x, t) = L

(∫ t

h2[0,g2(x,t)]

a(0, ρ)[µ(ρ)/β(ρ)]dρ

)

� êîìïåíñèðóþùåå âû÷èòàåìîå ãðàíè÷íîãî ðåæèìà (3) èç f . Íà G−
ôóíêöèÿ Ðèìàíà v(s, τ) = v(s, τ ;x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà:

vττ (s, τ)− (a2(s, τ)v(s, τ))ss − (b(s, τ)v(s, τ))τ − (c(s, τ)v(s, τ))s+

+q(s, τ)v(s, τ) = 0, (s, τ) ∈ ∆MPQ,

v(s, τ) = exp

{ τ∫
t

k1(h1{g1(x, t), ρ}, ρ) dρ

}
, g1(s, τ) = g1(x, t),

v(s, τ) = exp

{ τ∫
t

k2(h2{g2(x, t), ρ}, ρ) dρ

}
, g2(s, τ) = g2(x, t), τ ∈ [0, t],

ñ k1(s, τ) = {a(s, τ)b(s, τ) − 4aτ (s, τ) + c(s, τ)}/{4a(s, τ)} íà QM è
k2(s, τ) = {a(s, τ)b(s, τ) − 4a(s, τ)as(s, τ) − c(s, τ)}/{4a(s, τ)} íà MP.
Íà G+ ôóíêöèÿ Ðèìàíà ṽ(s, τ) = ṽ(s, τ ;x, t) çàäà÷è Ãóðñà:

v̂ττ (s, τ)− (â2(s, τ)v̂(s, τ))ss − (b̂(s, τ)v̂(s, τ))τ − (c̃(s, τ)v̂(s, τ))s+

+q̂(s, τ)v̂(s, τ) = 0, (s, τ) ∈ ∆MPQ,

v̂(s, τ) = exp

{ τ∫
t

k̃1(h1{g1(x, t), ρ}, ρ) dρ

}
, g1(s, τ) = g1(x, t),

v̂(s, τ) = exp

{ τ∫
t

k̃2(h2{g2(x, t), ρ}, ρ)dρ

}
, g2(s, τ) = g2(x, t), τ ∈ [0, t],

ñ ôóíêöèÿìè k̃1(s, τ) íà êðèâîé QM è k̃2(s, τ) íà êðèâîé MP, ñî-
îòâåòñòâåííî ðàâíûìè ôóíêöèÿì k1(s, τ) è k2(s, τ), â êîòîðûõ êî-
ýôôèöèåíòû a, b, c, q ñîîòâåòñòâåííî çàìåíåíû íà ÷åòíûå â, b̂, q̂ è
íå÷åòíîå c̃ ïðîäîëæåíèÿ ïî x êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, q.
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëüêî
îò x èëè t è íåïðåðûâíà f ∈ C[0,+∞[, òî òåîðåìà 1 ñïðàâåäëèâà
áåç èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè (4).

Ñëåäñòâèå 2. Â òåîðåìå 1 ïðèíàäëåæíîñòü èíòåãðàëîâ (4)
ìíîæåñòâó C1(G∞) ðàâíîñèëüíà èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó
C(0,1)(G∞) èëè C(1,0)(G∞), ãäå C(0,1)(G∞) [C(1,0)(G∞)] � ìíîæå-
ñòâî íåïðåðûâíûõ [íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ] ïî x è íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ [íåïðåðûâíûõ] ïî t ôóíêöèé íà G∞.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû Ðèìàíà åäèíñòâåííûõ è óñòîé÷èâûõ ïî
âõîäíûì äàííûì êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé è êðèòåðèè êîððåêòíîñòè
ïåðâîé è âòîðîé ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ îáùåãî îäíîñêîðîñòíîãî âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàéäåíû â [1, 2].
Òàêèì îáðàçîì, ñìåøàííûå çàäà÷è (1)�(3) ðåøåíû è èçó÷åíû ïðè
âñåõ |β(t)| + |γ(t)| ̸= 0, t ⩾ 0, òàê êàê ïðè β(t) = 0, γ ∈ C2[0,+∞[,
γ(t) ̸= 0, t ⩾ 0, îíà ôàêòè÷åñêè ðåøåíà è èçó÷åíà â [1].
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∆B−γ
=

n∑
i=1

B−γi , B−γi =
∂2

∂x2i
+
−γi
xi

∂

∂xi
.

Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω+ â R+
n ïðèëåãàåò ê êîîðäèíàòíûì

ãèïåðïëîñêîñòÿì xi=0, òîãäà å¼ ãðàíèöà ∂Ω=Γ+ ∪ Γ0, ãäå
Γ+⊂R+

n , Γ
0⊂{x∈Ω : xi = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà Γ+ � êó-

ñî÷íî ãëàäêàÿ.
Òåîðåìà 1. Åñëè ÷åòíûå ïî Êèïðèÿíîâó [1, ñ.21] ôóíêöèè u è

v äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îáëàñòè Ω+, òî ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ∆B−γ

-ôîðìóëû Ãðèíà:∫
Ω+

∆B−γ
u(x)v(x)dµ =

∫
Γ+

∂u(x)
∂ω v(x)

∏n
i=1 x

−γi
i dΓ−

∫
Ω+

∂u(x)
∂xi

∂v(x)
∂xi

dµ,∫
Ω+

(
∆B−γ

u(x)v(x)− u(x) ∆Bγ
v(x)

)
dµ =

=
∫
Γ+

(
∂u(x)
∂ν v(x)−u(x)∂v(x)∂ν

)
dΓµ, ãäå ν åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé

íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ+, dΓµ =
∏n
i=1 x

−γi
i dΓ+

µ .
Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà Êè-

ïðèÿíîâà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x = rΘ, |Θ = 1|:

∆B−γ = Bn−|γ|−1 −
1

r2
∆B−γ

(Θ), (1)

ãäå Bn−|γ|−1 = ∂2

∂r2 +
n−|γ|−1

r
∂
∂r , à∆B−γ

(Θ) � îïåðàòîð Êèïðèÿíîâà�
Áåëüòðàìè íà ñôåðå. Èñïîëüçóÿ (1) íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
v = |x|2−n+|γ| ïðè n − |γ| > 2 è |x| ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ K-ãàðìîíè÷åñêîé,
ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà�Êèïðèÿíîâà ∆B−γv = 0 â
êàæäîé òî÷êå Ω+\{x : |x|=0}. Ïåðåõîäÿ â âûðàæåíèè ∆B−γ

|x|2−n+|γ|

ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ó÷èòûâàÿ (1), ïîëó÷èì
∆B−γ

|x|2−n+|γ| = Bn−|γ|−1r
2−n+|γ| = 0.

Ôóíêöèÿ |x|2−n+|γ| ïðè n−|γ| > 0 íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì (ýëå-
ìåíòàðíûì) ðåøåíèåì îïåðàòîðà Êèïðèÿíîâà ∆B−γ

.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u∈C2(Ω+) ∩ C1(Ω+), v=|x|2−n+|γ|, n−|γ|>2.
Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà�Êèïðèÿíîâà

u(x) =
(n+|γ|−2)−1

|S+
1 (n)|−γ

[ ∫
Γ+

(
v(y)

∂
∗
Ty u(x)
∂νy

−
∗
Ty u(x)

∂v(y)

∂ν

)
y−γdΓ+
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+

∫
Ω+

v(y) ∆B−γ

∗
Ty u(x) y−γdy

]
, (2)

ãäå S+
1 (n)|−γ � ïëîùàäü ÷àñòè âçâåøåííîé åäèíè÷íîé ñôåðû â R+

n

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à îïåðàòîð T-ñäâèã [3] îïðåäåëåí
ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

∗
Ty f(x)=

n∏
i=1

Γ( γi+3

2 )
Γ( 1

2 )Γ(
γi+2

2 )

π∫
0

x
γi+1

i sinγi+1 αi(√
x2
i+y

2
i−2xiyi cosαi

)γi+1×

×f
(√

x2+y2 − 2xy cosα
)
dαi,

Â ôîðìóëå (1) ïåðâûé èíòåãðàë ñïðàâà íàçûâàåòñÿ îáúåìíûì
∆B−γ ïîòåíöèàëîì Íüþòîíà, âòîðîé � ∆B−γ ïîòåíöèàëîì Íüþ-
òîíà äâîéíîãî ñëîÿ, òðåòèé ∆B−γ

ïîòåíöèàëîì Íüþòîíà ïðîñòîãî
ñëîÿ.
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Ñ.Ë. Ñîáîëåâûì â 30-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà (ñì.[1] è èìåþùèåñÿ òàì
ññûëêè). Â ñåðåäèíå XX âåêà ïîÿâèëèñü êîíñòðóêöèÿ δ-ôóíêöèé ñî-
ñðåäîòî÷åííûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçìåðíîñòè n−1 â åâêëèäîâîì n-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (â ðàáîòå [2], ñì. òàêæå êíèãó [3], ãë. III). Â
ýòîé çàìåòêå ìû ââîäèì âåñîâûå δ-ôóíêöèîíàëû, ñîñðåäîòî÷åííûå
íà åâêëèäîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïñåâäîåâêëèäîâîé ðàçìåðíîñòè (ââåäå-
íà â [4]), êîòîðàÿ ïîðîæäåíà èíòåãðàëüíîé ìåðîé ñî ñëàáîé ñèíãóëÿð-
íîñòüþ â èíòåãðàëüíîì âåñå.

∏n
i=1 x

−γi
i , êîãäà âñå êîîðäèíàòû ìóëü-

òèèíäåêñà γ = (γ1, . . . , γn), óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì −1<−γi<0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Rn = {x = (x1 . . . , xn)},R+

n = {x : x1 >

0, . . . , xn > 0}, R+
n = {x : x1⩾0, . . . , xn⩾0}, −γi=−2µi+1, 12<µi<1.

Ââîäèìîå îïðåäåëåíèå δ-ðàñïðåäåëåíèÿ íà (n-1)-ð=ìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îñíîâàíî íà ìíîãîìåðíîì îïåðàòîðå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàññîíà

Pµxf(x, t) = C(n, µ)
π∫
0

. . .
π∫
0

f(x1 cos a1, x2 cos a2, . . . , xn cos an, t) ×

×
∏n
i=1 sin

2µi αidαi, C(n, µ) =
∏n
i=1

Γ(µi+1

2 )
Γ( 1

2 )Γ(
µi+1

2 )
.

×åðåç Sev(R+
n ) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Ë.Øâàðöà

ïðîáíûõ ôóíêöèé. Ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé,
ðåãóëÿðíûå ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ ïîðîæäåíû èíòåãðàëüíîé ìåðîé
Ëåáåãà�Êèïðèÿíîâà

∏n
i=1 x

−γi
i dxi, îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì S′

ev,−γ .
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü φ = φ(x)∈Sev(R+

n ). Âåñîâîé îáîáùåííîé
δ-ôóíêöèåé, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ïîâåðõíîñòè P (x)=0 áóäåì íàçû-
âàòü ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå

(Pxδ(P (x)), φ)−γ =C(n, µ)

∫
Γ={z:P (z)=0}

φ̃(z)Z−2µ
2 dΓ(z), (1)

ãäå γi=2µi−1, C(n, µ) � êîíñòàíòà, íîðìèðóþùàÿ ìíîãîìåðíûé îïå-
ðàòîð Ïóàññîíà è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ z = (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n),
Z−2µ
2 =

∏n
i=1 z

−2µ
2i , Z1 = (z1, z3, . . . , z2n−1), Z2 = (z2, z4, . . . , z2n),{

z2i−1=xi cosαi,
z2i=xi sinαi

∣∣∣∣ , 0<αi<π, i=1, n, −∞ < z2i−1 <∞, 0<z2i<∞.

φ̃(z) = φ
(√

z21 + z22 , . . . ,
√
z22n−1 + z22n

)
,

Ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â (1), ïîëó÷åííàÿ îòîáðàæåíèåì ÷å-
ðåç ïîñðåäñòâî îïåðàòîðà Ïóàññîíà, áóäåì íàçûâàòü P - ïîâåðõíî-
ñòüþ (P-ñôåðà, P-ïëîñêîñòü). Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ïåðâîíà÷àëü-
íî ïîâåðõíîñòü P (x)=0 áûëà áû n-ïîëóñôåðîé |x|=R, â R+

n , òî
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P-ñôåðà � óæå 2n-ïîëóñôåðà |z|=R â R+
2n = {z : z2i > 0}.

Åñëè P (x)=0 � ïëîñêîñòü â Rn ñ åëèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè
θ=(θ1, . . . , θn) òî (1) � P-ïëîñêîñòü â -R2n ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì
íîðìàëè Θ=(θ1, 0, θ2, 0, . . . , θn)∈R+.

Ðàíåå â [4] äëÿ ñëó÷àÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò ìóëüòè-
èíäåêñà γ êîíñòðóêöèÿ (1) ïðèìåíåíà ïðè îïðåäåëåíèè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà.
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Î.Õ. Ìàñàåâà (Íàëü÷èê, ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ)
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Â îáëàñòè Ω = {(x, y) : x > 0, y > 0} ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

uxx(x, y) +Dβ
0yu(x, y) = 0, 1 < β < 2, (1)

ãäå Dβ
0y = ∂2

∂y2D
β−2
0y � îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β [1, ñ. 9], [2].
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïîëó÷åííûå â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ïîçâî-

ëÿþò äåëàòü âûâîä î âàæíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà â ìàòåìàòè÷åñêîì ìî-
äåëèðîâàíèè [1], [3], [4].

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò FEGS-2023-
0003).
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Â ðàáîòå [5] èññëåäîâàëàñü ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) â îáëàñòè Ω.

Â äàííîé ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) â ïåðâîì êâàäðàíòå.

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Ω ôóíêöèþ u = u(x, y) èç êëàññà

y2−βu ∈ C(Ω̄), ux, Dβ−1
0y ∈ C(Ω̄), uxx, Dβ

0y ∈ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ
óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèÿì

ux(0, y) = 0, 0 < y <∞,

lim
y→0

Dβ−1
0y u(x, y) = φ(x), 0 < x <∞,

ãäå φ(x)� çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè.
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Îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â äðîáíîì èñ÷èñëåíèè è åãî ïðèëîæå-
íèÿõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûâåñòè ôîðìóëó, êîòîðàÿ äëÿ ïîäõîäÿ-
ùèõ îïåðàòîðîâ A è äèàïàçîíà ïàðàìåòðîâ α ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ {Aα}, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè, îæèäàåìûìè îò ñòåïå-
íåé. Â ÷àñòíîñòè, An äîëæåí ñîâïàäàòü ñ èòåðèðîâàííîé ñòåïåíüþ
An = A ·A ·A · ... ·A︸ ︷︷ ︸

n

, êîãäà α ∈ N � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî n è

âñÿêèé ðàç, êîãäà Aα, Aβ è Aα+β îïðåäåëåíû, íà íåêîòîðîì êëàññå
ôóíêöèé, äîëæåí âûïîëíÿòñÿ ïîëóãðóïïîâîé çàêîí AαAβ = Aα+β .
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ
ñåìåéñòâ [1].

Ðàññìîòðèì ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé, êîòîðûé ïðè-
ìåíèì äàæå òîãäà, êîãäà èñõîäíûé îïåðàòîð A íå ïîðîæäàåò ïîëó-
ãðóïïó èëè íå èìååò ïëîòíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ
áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [2]. Áàëàêðèøíàí â [2] ââåë íî-
âóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà (−A) äëÿ êîòîðîé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ λ > 0 ðåçîëüâåíòà
îïåðàòîðà A ñóùåñòâîâàëà è âåëà ñåáÿ êàê O(l/λ) äëÿ âñåõ λ À èìåí-
íî, åñëè A � çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ è îáëàñòüþ çíà÷åíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, äëÿ êîòîðîãî
||λR(λ,A)|| < M <∞, λ > 0, òî ïðè 0 < α < 1

(−A)α = − sin(απ)

π

∞∫
0

λα−1R(λ;A)Axdλ, x ∈ D(A). (1)

Äëÿ òàêîãî α, ÷òî n− 1 < α ⩽ n, n ∈ N èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(−A)α = (−A)α−n+1(−A)n−1x, x ∈ D(An+1).

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [2] áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà (−A)α: îïåðàòîðû (−A)α ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû äî
çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáëàñòè è äëÿ 0<α+β < 1 âåðíî, ÷òî
(−A)α+β =(−A)α(−A)β , x∈D(A2).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâî âèäà

Fp,µ = {φ ∈ C∞(0,∞) : ||xkDk(x−µφ)||p <∞, k = 0, 1, 2, ...},

ãäå 1⩽ p<∞, µ � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, D= d
dx , || · ||p � Lp-

íîðìà.
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

(Iη,11 f)(x) =
1

x1+η

x∫
0

tηf(t)dt, x > 0.

Ïðè η + µ + 1 > 1/p îïåðàòîð Iη,11 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Äëÿ
φ ∈ Fp,µ, ïðè λ > 0, η + µ+ 1 > 1/p èìååì:

R(λ,−Iη,11 ) =
1

λ
I − 1

λ2
I

1
λ+η,1
1 ⇔ I − λR(λ,−Iη,11 ) =

1

λ
I

1
λ+η,1
1 .

Òîãäà ïî ôîðìóëå (1)

((Iη,11 )αf)(x) =
sin(απ)

π

∞∫
0

λα−1R(λ,−Iη,11 )Iη,11 f(x)dλ =

=
sin(απ)

π

∞∫
0

λα−1(I − λR(λ,−Iη,11 ))f(x)dλ =

=
sin(απ)

π

∞∫
0

λα−2I
1
λ+η,1
1 f(x)dλ =

=
sin(απ)

π

∞∫
0

λα−2x−(
1
λ+η+1)

 x∫
0

t
1
λ+ηf(t)dt

 dλ =

=
sin(απ)

πxη+1

x∫
0

f(t)tηdt

∞∫
0

λα−2

(
t

x

) 1
λ

dλ =

=
sin(απ)

πxη+1

x∫
0

f(t)tηdt

∞∫
0

λα−2e−
1
λ log x

t dλ =

{
u =

1

λ
log

x

t

}
=

=
sin(απ)

πxη+1

x∫
0

f(t)tη
(
log

x

t

)α−1

dt

∞∫
0

u−αe−udu =

=
1

Γ(α)xη+1

x∫
0

f(t)tη
(
log

x

t

)α−1

dt.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå äðîáíîãî èíòåãðàëà Àäà-
ìàðà:

((Iη,11 )αf)(x) =
1

Γ(α)

x∫
0

f(t)
(
log

x

t

)α−1
(
t

x

)η+1
dt

t
= (Hη,αf)(x).

Ïðè α > 0, η > −1 è äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
f(x), îïðåäåëåííîé äëÿ x > 0, òàêîé, ÷òî åå ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ â
êàæäîé òî÷êå x > 0, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

(Iη,11 )αf =
1

Γ(α)

x∫
0

(
t

x

)η+1 (
ln
x

t

)α−1

f(t)
dt

t
=

∞∑
k=0

{
−α
k

}
η+1

xk
dkf

dxk
,

ãäå

{α
k

}
c
=

1

k!

k∑
j=1

(−1)k+j
(
k

j

)
(c+ j)α, α, c ∈ R, k ∈ N∪{0}. (2)

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà.
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Ìû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà ñ êóñî÷-
íîïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì, êîòîðûé ìîäåëèðóåò êðóãëûé âîë-
íîâîé ðåçîíàòîð ñ ïðîçðà÷íûìè ñòåíêàìè. Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ äëÿ
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íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ äåëüòà-ñèëîé, íà áåñêîíå÷íîñòè ñòàâèòñÿ
óñëîâèå Çîììåðôåëüäà, à íà ñòåíêå ðåçîíàòîðà � óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãëàäêîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Ýòî ðåøåíèå ñâÿçàíî ñ êâàçèñòà-
öèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè [1] (ñîñòîÿíèÿ Ãàìîâà [2]), êîòîðûå ïîõîæè
íà âîëíû òèïà øåï÷óùåé ãàëåðåè âíóòðè ðåçîíàòîðà.

Êàê óêàçàíî âûøå, ìû èëëþñòðèðóåì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðåøå-
íèåì äëÿ çàäà÷è ñ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì è äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé. Â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò
äâóõ ôàêòîðîâ: 1) ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà â ïðîñòðàíñòâå; 2) ÷àñòî-
òà òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Âïîñëåäñòâèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëó÷øåé
ãåíåðàöèè âîëí íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èñòî÷íèê ñ ÷àñòîòîé, áëèç-
êîé ê âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ÷àñòîò êâàçèñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ðåçîíàòîðà ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ýôôåêòèâíûå àñèìïòîòèêè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
äëÿ ïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé êàê â [3].
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Äîêëàä ïîñâÿù¼í ïîëó÷åíèþ ëîêàëüíîé îöåíêè íîðìû Ã¼ëüäå-
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå K ïîëóøàðîâ ðàçìåðíîñòè n (¾ëè-
ñòîâ¿) B[k]

+ (k = 1, . . . ,K) â Rn+1, ñ îáùåé ïëîñêîé ãðàíèöåé (¾ïåðå-
ïë¼òîì¿) B0. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà ¾ïåðåïë¼òå¿ îáîçíà÷èì x′ =
(x1, . . . , xn−1), à êîîðäèíàòû íà ¾ëèñòàõ¿ � x[k] = (x1, . . . , xn−1, x

[k]
n )

Â öèëèíäðå Q = (0, T )×B ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå:

L[k]u = f [k] íà (0, T )×B[k]
+ , Bu = f0 íà (0, T )×B0,

ãäå

L[k] = ∂t −
n∑

i,j=1

a
[k]
ij DiDj +

n∑
i=1

b
[k]
i Di,

B = ∂t −
n−1∑
l,m=1

αlmDlDm +

n−1∑
l=1

βlDl +

K∑
k=1

β[k]
n D[k]

n .

Íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷å-
íèÿ: ìàòðèöû ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷íû

a
[k]
ij ∈ L∞

(
(0, T )×B[k]

+

)
, αlm ∈ L∞

(
(0, T )×B0

)
;

νIn ⩽ (a
[k]
ij )

n
i,j=1 ⩽ ν−1In, νIn−1 ⩽ (αlm)n−1

l,m=1 ⩽ ν−1In−1;

ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì Ëåáåãà

bi ∈ Ln+2

(
(0, T )×B[k]

+

)
, βl ∈ Ln+1

(
(0, T )×B0

)
;

βn ∈ Ln+1

(
(0, T )×B0

)
, βn ⩽ 0.

Ïðè K = 1 (çàäà÷à Âåíòöåëÿ) ëîêàëüíûå îöåíêè íîðìû Ã¼ëüäåðà
áûëè ïîëó÷åíû â [1, òåîðåìà 1], ïðèK = 2 (äâóõôàçíàÿ çàäà÷à Âåíò-
öåëÿ) � â [2, òåîðåìà 4.2]. Â ñëó÷àå K > 2 ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð
íå âêëàäûâàåòñÿ â Rn, è ðàññóæäåíèÿ òðåáóþò ñóùåñòâåííîé ìîäè-
ôèêàöèè.
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Çàäà÷à Äàðáó äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè
àâòîðàìè. Ìîæíî óêàçàòü, íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [1, ãë. 3, � 1], [2].

Çäåñü äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïå-
ðåìåííûìè (îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà � Æåëòîâà � Êî-
÷èíîé)

L(u) ≡ uxxy + a20(x, y)uxx + a11(x, y)uxy+
+a10(x, y)ux + a01(x, y)uy + a00(x, y)u = f(x, y)

(1)

äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ òèïà
Äàðáó â òðåóãîëüíûõ îáëàñòÿõ. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå óðàâíåíèå
ðàññìàòðèâàëîñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [3]�[7].

Îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé C(k,l)(D), çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå D,
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôóíêöèÿ u ∈ C(k,l)(D), åñëè íà D ñóùåñòâóþò

íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ∂r+su
∂xr∂ys

(r = 0, . . . , k; s = 0, . . . , l). Åñëè

D � îáëàñòü, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) êëàññà C(2,1)(D) íàçîâåì
ðåãóëÿðíûì â çàìêíóòîé îáëàñòè D.

ÏóñòüD � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïðÿìûìè x = 0, y = y0 > 0, y =
x, òî åñòü D = OB1B2, O(0, 0), B1(0, y0), B2(y0, y0), êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ãëàäêîñòè aij ∈ C(i,j)(D),
f ∈ C(D).

Çàäà÷à 1. Â çàìêíóòîé îáëàñòè D íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u|x=0 = φ(y), ux|x=0 = φ1(y), u|x=y = ψ(x),
φ(0) = ψ(0), φ′(0) + φ1(0) = ψ′(0),

φ ∈ C1([0, y0]), φ1 ∈ C1([0, y0]), ψ ∈ C2([0, y0]).
(2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1 èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà [6],
[7, ñ. 134] êàê ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1). Èç íåãî âûâåäåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà
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âòîðîãî ðîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèÿ Ãóðñà u(x, y0), èç ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü îäíîçíà÷-
íàÿ ðåäóêöèÿ çàäà÷è 1 ê çàäà÷å Ãóðñà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà Äàðáó (1)�(2).

Ïóñòü D∗ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïðÿìûìè y = 0, x = x0 > 0,
y = x, òî åñòü D∗ = OB3B2, O(0, 0), B3(x0, 0), B2(x0, x0).

Çàäà÷à 2. Â çàìêíóòîé îáëàñòè D
∗
íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u|x=y = λ(x), ux|x=y = λ1(x), u|y=0 = µ(x),
λ(0) = µ(0), λ1(0) = µ′(0),

λ ∈ C1([0, x0]), λ1 ∈ C1([0, x0]), µ ∈ C2([0, x0]).

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 äîêàçàíû ïó-
òåì åå ðåäóêöèè ê çàäà÷å Êîøè â òðåóãîëüíèêå D∗.
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Äëÿ áèëëèàðäà â ýëëèïñå ñóùåñòâóåò äâà ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-
ñèìûõ ïî÷òè âñþäó ïåðâûõ èíòåãðàëà. Îäèí èç íèõ � ýíåðãèÿ ñèñòå-
ìû, äðóãîé � ïàðàìåòð ñîôîêóñíîé êâàäðèêè. Òî åñòü òàêàÿ ñèñòåìà
èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ.

Ðàññìîòðèì îáúåêò � áèëëèàðäíóþ êíèæêó, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-
áîé CW-êîìïëåêñ, ñîñòàâëåííûé èç íåñêîëüêèõ áèëëèàðäíûõ îáëà-
ñòåé (ëèñòîâ). Íà ð¼áðàõ ñêëåéêè îïðåäåëåíû ïðàâèëà ïåðåõîäà (ïîä-
ñòàíîâêè) ìåæäó ëèñòàìè. Äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â òàêîé
ñèñòåìå çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè äîñòèæåíèè ðåáðà òî÷êà
ïåðåõîäèò íà òîò ëèñò, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïîäñòàíîâêè
íà äàííîì ðåáðå. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ òðà-
åêòîðèè â îêðåñòíîñòè âåðøèí òðåáóåòñÿ óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè
ïîäñòàíîâîê, çàäàííûõ íà ñìåæíûõ ð¼áðàõ.

Ðàññìîòðèì êëàññ áèëëèàðäíûõ êíèæåê, ñêëååííûõ èç òð¼õ ÷åò-
âåðòåé ýëëèïñà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåäëîâûå áèôóðêàöèè â òàêèõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èìåþò íå áîòòîâñêèé òèï.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäíûå òðåõ-
ëèñòíûå êíèæêè, ñêëååííûå èç ÷åòâåðòåé ýëëèïñà, òàêèå, ÷òî ôî-
êàëüíîé ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (123). Ðàññìîòðèì
îñîáûé ñëîé äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà, òî åñòü âñå òðàåêòîðèè,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ôîêóñû. Òîãäà äëÿ ëþáîé òàêîé êíèæêè òðåõ-
ìåðíàÿ îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíà îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ 3-Àòîìîâ:

1. A∗ òèïà (3, 1)

2. B3,1 × S1

3. B3,3 × S1

A∗ òèïà (3, 1) ïîëó÷àåòñÿ èç B3,1 × S1 ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïî
ãðóïïå Z3.
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Ðèñ. 1: Áèëëèàðäíûå òðåõëèñòíûå êíèæêè

3. Êóçíåöîâà À.À. Ìîäåëèðîâàíèå âûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé
èíòåãðèðóåìûõ áèëüÿðäíûõ ñèñòåì áèëüÿðäíûìè êíèæêàìè /
À.À. Êóçíåöîâà // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì., ìåõ. � 2023. �
� 5. � Ñ. 3�10.
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ÂÅÑÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ
Ë.Â. Íàñèðîâà (Ñóìãàèòñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò,

Áàêó, Àçåðáàéäæàí)
leyla.nasirova@sdu.edu.az

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ  −(p(x)y

′)′ + q(x)y = λr(x)y + g(x, y, y′), 0 < x < 1,
a0y(0)− b0y′(0) = 0,
a1y(1)− b1y′(1) = 0,

(1)

ãäå λ ∈ Rá− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, p− ïîëîæèòåëüíàÿ
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [ 0, 1], q− íåîòðèöà-
òåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [ 0, 1], r− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
íà [ 0, 1], êîòîðàÿ ìåíÿåò çíàê, a0, b0, c0, d0−äåéñòâèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå òàêèå, ÷òî

|a0|+ |b0| > 0, |a1|+ |b1| > 0, a0b0 ⩾ 0, a1b1 ⩾ 0.
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Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà [0, 1] × R2 è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

g(x, y, v) = o(|y|+ |v|) (2)

ïðè |y|+ |v| → 0 è
g(x, y, v) = o(|y|+ |v|) (3)

ïðè |y|+ |v| → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1].
Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (1) âîçíèêàåò ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â

êðàåâîé çàäà÷å, îïèñûâàåþùåé ñåëåêöèþ-ìèãðàöèþ â ñåëåêöèîííîé
ãåíåòèêå (ñì., íàïð., [1]).

Ïóñòü E =
{
y ∈ C1[0, 1] : aiy(i)− biy′(i) = 0, i = 0, 1

}
− Áàíà-

õîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îáû÷íîé íîðìîé ||y||1 = ||y||∞ + ||y′||∞, ãäå
||y||∞ = max {|y(x)| : x ∈ [0, 1]}.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ ∈ {+,−} è êàæäîãî ν ∈ {+,−},
ïóñòü Sνk,σ − ìíîæåñòâî ôóíêöèé y ∈ E òàêèå, ÷òî (i) íóëè ôóíêöèè
y(x), x ∈ [0, 1], ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ýòà ôóíêöèÿ èìååò k− 1 íóëåé
â èíòåðâàëå (0, 1); (ii) ôóíêöèÿ νy(x) ïîëîæèòåëüíà â ïðîêîëîòîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0; (iii) σ
1∫
0

r(x)y2(x)dx > 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ çàäà÷ó −(p(x)y
′)′ + q(x)y = λr(x)y, 0 < x < 1,

a0y(0)− b0y′(0) = 0,
a1y(1)− b1y

′(1) = 0.
(4)

Â ñèëó [2, ñ. 319] ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùå-
ñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîé çàäà÷è ñ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè
+∞ è −∞. Åñëè ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàþùèõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé è
îáîçíà÷èòü ÷åðåç

λ+1 , λ
+
2 , . . . , λ

+
k , . . . ; λ

−
1 , λ

−
2 , . . . , λ

−
k , . . . ,

à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáîçíà÷èòü

y+1 , y
+
2 , . . . , y

+
k , . . . ; y

−
1 , y

−
2 , . . . , y

−
k , . . . ,

òî ïðè êàæäîì k ∈ N ñîáñòâåííûå ôóíêöèè y+k è y−k áóäóò èìåòü k−1
ïðîñòûõ íóëåé â èíòåðâàëå (0, 1). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó [2, � 10·71, ñ.
323] y+k ∈ Sk,+ è y−k ∈ Sk,−, ãäå Sk,σ = S+

k,σ ∪ S
−
k,σ ïðè êàæäîì k ∈ N

è êàæäîì σ.
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Ãëîáàëüíàÿ áèôóðêàöèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è (1) ïðè âû-
ïîëíåíèè ëèøü óñëîâèè (2), à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè ëèøü óñëîâèè
(3) èçó÷åíà â [4]. Â ýòîé ðàáîòå óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1 [3]. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ëèøü óñëîâèå (2). Òîãäà äëÿ
êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ è êàæäîãî ν ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì
Cνk,σ ðåøåíèé çàäà÷è (1), êîòîðûé îòâåòâëÿåòñÿ îò òî÷êè (λσk , 0),
ñîäåðæèòñÿ â Rσ × Sνk,σ ∪ {(λσk , 0)} è íåîãðàíè÷åí â R× E.

Òåîðåìà 2 [3]. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ëèøü óñëîâèå (3). Òîãäà äëÿ
êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ è êàæäîãî ν ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì
Dν
k,σ ðåøåíèé çàäà÷è (1), êîòîðûé îòâåòâëÿåòñÿ îò òî÷êè (λσk ,∞)

è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé: (i) Dν

k,σ ïåðåñåêàåòñÿ ñ òî÷êîé (λν
′

k′,σ,∞) ïî ìíîæåñòâó

Rσ × Sν′

k′,σ ïðè íåêîòîðîì (k′, ν′) ̸= (k, ν); (ii) Dν
k,σ ïåðåñåêàåòñÿ ñ

òî÷êîé (λ, 0) ïðè íåêîòîðîì λ ∈ Rσ; (iii) ïðîåêöèÿ Dν
k,σ íà Rσ×{0}

íåîãðàíè÷åí.

Êîãäà îáà óñëîâèÿ (2) è (3) âûïîëíÿþòñÿ, òî âîçíèêàåò åñòåñòâåí-
íûé âîïðîñ: ïåðåñåêàþòñÿ ëè êîíòèíóóìû Cνk,σ è Dν

k,σ? Â ðàáîòå [4]
ïðèâåäåíû ïðèìåðû, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî îáà ñëó÷àÿ âîçìîæ-
íû. Îòìåòèì, ÷òî â [4] íåëèíåéíûé ÷ëåí çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ è êàæäîãî ν

êîíòèíóóìû Cνk,σ è Dν
k,σ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ñîâïàäàþò. Áîëåå

òîãî, îíè îòâåòâëÿþòñÿ îò òî÷åê (λσk , 0) è (λσk ,∞) è ñîäåðæàòñÿ
â Rσ × Sνk,σ ∪ {(λσk , 0)} ∪ {(λσk ,∞)}.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ
ÄËß ÎÄÍÎÉ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ

ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ
ÑÎ ÑËÀÁÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ

À.Â. Íåñòåðîâ (Ìîñêâà, ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà)
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Ñòðîÿòñÿ ïåðâûå ÷ëåíû ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ (ÀÐ) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñè-
ñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå [1]

ε3(Utt −KUxx) = AU + εF (U), |x| <∞, 0 < t < T, T > 0 (1)

çäåñü ðåøåíèå U(x, t, ϵ) ⊂ RM , M - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå, 0 <
ε << 1 - ìàëûé ïàðàìåòð, K = {diag(k2i ), i = 1, ...,M}, K,A = const,
ôóíêöèÿ F (U) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, F (0) = 0, ìàòðèöà A èìååò îä-
íîêðàòíîå íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 = 0, êîòîðîìó îòâå÷àåò
ñîáñòâåííûé âåêòîð (ñ.â.) h0,(F, h0∗) = 0, h0∗ - ñ.â. AT , îòâå÷àþùèé
λ0 = 0. Ê ñèñòåìå (1) ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà

U(x, 0) = U0(x/ϵ)h0, Ut(x, 0) = 0, (2)

Ôóíêöèÿ U0(z)-ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó áûñòðî óáûâàþùèõ
ôóíêöèé S̃(RM ) , íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä óçêîé ¾øàïî÷êè¿.

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [2]. Ïîñòðîåííîå ÀÐ äî
ïîðÿäêà N èìååò âèä

U(x, t, ϵ) =

N∑
i=0

ϵi
(
SIi (ς1, t) + SIIi (ς2, t)

)
+R. (3)

Çäåñü ς1,2 =
x± kt
ϵ

, k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç K,h0. Ãëàâíûå ñëàãàå-

ìûå â ÀÐ (3) SJ0 (ςj , t), J = I, II, j = 1, 2 èìåþò âèä SJ0 (ςj , t) =
φJ0 (ςj , t)h0, J = I, II, j = 1, 2, ãäå φJ0 (ςj , t) åñòü ðåøåíèå îáîáùåííîãî
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà - äå Âðèñà [3]

−φJ0,t +DφJ0 ςςς − (Feff (φ
J
0 ))ς = 0, J = I, II, ς = ςj , j = 1, 2 (4)

ñ áûñòðî óáûâàþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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Çäåñü D,Feff (z) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç äàííûå ñèñòåìû (1). Îöåíêà
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ÀÐ (3) äàíà ïî íåâÿçêå. Ïðè îöåíêå îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà ïî íåâÿçêå äëÿ îöåíêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4) èñïîëüçîâàëèñü
ðåçóëüòàòû ðàáîò [4]-[6].
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Õîðîøî èçâåñòíà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòå-
ãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñî-
çäàííàÿ À.Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëîé [1]. Îñíîâíîé çàäà÷åé â ðàì-
êàõ ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òîïîëîãèè ëèóâèëëåâà ñëîå-
íèÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû (òèïè÷íûå ñëîè êîòîðîãî � çàìûêàíèÿ
èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Ïîñòðîåíû ðàçëè÷-
íûå èíâàðèàíòû, äàþùèå ïîëíóþ ¾êàðòèíó¿ ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ â

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 24-71-10100).
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îêðåñòíîñòè òî÷êè (ëîêàëüíûå èíâàðèíàòû), îêðåñòíîñòè ñëîÿ (ïî-
ëóëîêàëüíûå èíâàðèàíòû) ëèáî íà èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ
(ãëîáàëüíûå èíâàðèàíòû). Âû÷èñëåíèå ýòèõ èíâàðèàíòîâ â êîíêðåò-
íûõ çàäà÷àõ ìîæåò áûòü ñîïðÿæåíî ñ ñóùåñòâåííûìè òåõíè÷åñêèìè
òðóäíîñòÿìè. Îäíàêî ìîæíî âûäåëèòü êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì,
äëÿ êîòîðûõ òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû âû÷èñëÿþòñÿ àëãîðèòìè-
÷åñêè, � òàê íàçûâàåìûå àëãåáðàè÷åñêè ðàçäåëèìûå ñèñòåìû [2]. Àë-
ãåáðàè÷åñêîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â òèïè÷íîì ñëó÷àå îçíà÷àåò,
÷òî:

1) íà êàæäîì ñëîå ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ
ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì Àáåëÿ � ßêîáè

u̇i =

√
P (ui)

u1 − u2
, i = 1, 2,

ãäå P � ìíîãî÷ëåí, çàâèñÿùèé îò êîíñòàíò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
ñèñòåìû;

2) èñõîäíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå âûðàæåíû ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàç-
äåëåíèÿ u1, u2 êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò ðàäèêàëîâ âèäà√
ui − αj , ãäå αj � êîðíè ìíîãî÷ëåíà P .

Âòîðîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü ñòðóêòóðó ïðîåê-
öèè êàæäîãî ñëîÿ ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ íà ïëîñêîñòü R2(u1, u2) è òåì
ñàìûì â ÿâíîì âèäå èçó÷àòü áèôóðêàöèè ñëî¼â. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ïðèâåä¼ì êëàññèôèêàöèþ ýëåìåíòàðíûõ áèôóðêàöèé, ò.å. áèôóðêà-
öèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ñîâïàäåíèè äâóõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P .

Òåîðåìà 1 ([3]). Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè-
÷åñêè óñòîé÷èâàÿ íåâûðîæäåííàÿ 3-ìåðíàÿ áèôóðêàöèÿ ëèóâèëëå-
âà ñëîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêè ðàçäåëèìîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû èìååò òèï îäíîãî èç àòîìîâ A, B, C2, P4, D1, A

∗, A∗∗

(ñì. [1]).
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×ÀÏËÛÃÈÍÀ Â ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ1
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ôàçîâîé òîïîëîãèè ñåìåéñòâà
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, çàäàâàåìûõ íà
êîàëãåáðå e(3)∗ ãàìèëüòîíèàíîì

H =M2
1 +M2

2 + 2M2
3 + γα1 + α2

1 − α2
2

(M = (M1,M2,M3), α = (α1, α2, α3) � ñòàíäàðòíûå ïåðåìåííûå
íà e(3)∗, γ � ïàðàìåòð ñåìåéñòâà). Íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå P 4,
âûäåëÿåìîì â e(3)∗ óñëîâèÿìè (M ,α) = 0, α2 = 1, äàííîå ñåìåéñòâî
èíòåãðèðóåìî ïî Ëèóâèëëþ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà

K = (M2
1 −M2

2 + α2
3 − γα1)

2 + (2M1M2 − γα2)
2.

Ýòîò èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ ñëó-
÷àåâ Êîâàëåâñêîé [1] è ×àïëûãèíà [2] â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îí âïèñûâàåòñÿ â áîëåå îáùåå ìíîãîïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (ñì. [3], [4]).

Îãðàíè÷åíèå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (H,K) : M4 → R2, êàê ïðàâèëî, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü íåñêîëüêèõ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû � òàê íàçûâàåìûõ êðèòè÷åñêèõ ïîäñèñòåì. Èõ èçó÷åíèå
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì íà ïóòè ê èññëåäîâàíèþ ôàçîâîé òîïîëî-
ãèè èñõîäíîé ñèñòåìû. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå
êðèòè÷åñêèõ ïîäñèñòåì äëÿ èíòåãðèðóåìîãî ñåìåéñòâà Êîâàëåâñêîé
� ×àïëûãèíà, à òàêæå èõ ðåøåíèå â ýëëèïòè÷åñêèõ êâàäðàòóðàõ.

Òåîðåìà 1 ([5]). Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé � ×àïëûãèíà èìååòñÿ
ïÿòü êðèòè÷åñêèõ ïîäñèñòåì M1 � M5, ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà
êîòîðûõ âûäåëÿþòñÿ â P 4 ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

M1: M2
1 −M2

2 + α2
3 − γα1 = 0, 2M1M2 − γα2 = 0;

M2: M2
1 +M2

2 − α2
3 + γα1 +

γ2

4
= 0, 2M1α3 + γα3 = 0;

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-21-00086).
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M3: M1 =M2 = α3 = 0;

M4: M1 = α2 =M3 = 0;

M5: M2 = 0, 2M1M3 − α3(2α1 + γ) = 0, 2M2
3 + α1(2α1 + γ) = 0.

Òåîðåìà 2 ([5]). ßâíûå ðåøåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïîäñèñòåìM1 �
M5 èìåþò ñëåäóþùèé âèä (h � çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà H):

M1: M2
1 = (h− 1)A(u)/2, α1 = (h+ 1− 2u2)A(u)/(2γ),

M2
2 = u2A(u), α2

2 = 2(h− 1)u2(A(u))2/γ2,

M2
3 = (h− 1)(h+ 1 + 2u2)2(A(u))2/(8γ2), α2

3 = A(u),

A(u) =
2γ2√

γ4 + γ2((2u2 + h+ 1)2 − 16u2) + γ2
;

u̇2 = (2u2 + h+ 1)2 − 16u2 + γ2, u ∈ [−∞,+∞];

M2: M2
1 = (1− κ)u2B(u)/κ, α1 = −((u2/κ− 1)B(u) + γ2/4)/γ,

M2
2 = u2B(u), α2

2 = (1− κ)((u2/κ+ 1)B(u) + γ2/4)/(γ2κ),

M2
3 = 4(1− κ)u2(B(u))2/(γ2κ), α2

3 = B(u),

ãäå κ = (4(h+ 1) + γ2)/8,

B(u) =
γ2(16κ− γ2)

4γ2(u2/κ+ 1) + 8
√
γ2(4κ(u2/κ+ 1)2 + (γ2 − 16κ)u2)

;

u̇2 = γ2u2 + 4κ((u2/κ+ 1)2 − 4u2), u ∈ [−∞,+∞];

M3: M1 = 0, α1 = u,

M2 = 0, α2
2 = 1− u2,

M2
3 = (h+ 1− γu− 2u2)/2, α3 = 0;

u̇2 = 8(1− u2)(h+ 1− γu− 2u2),

u ∈ [−1, 1] ∩ [χ−, χ+], χ± = (−γ ±
√
8(h+ 1) + γ2)/4;

M4: M1 = 0, α1 = u,

M2
2 = h− γu− u2, α2 = 0,

M3 = 0, α2
3 = 1− u2;

u̇2 = 4(1− u2)(h− γu− u2),

u ∈ [−1, 1] ∩ [ν−, ν+], ν± = (−γ ±
√

4h+ γ2)/2;
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M5: M2
1 = (h+ 1)(2u+ γ)/γ, α1 = u,

M2 = 0, α2
2 = 1 + 2(h+ 1)u/γ − u2,

M2
3 = −u2 − γu/2, α2

3 = −2(h+ 1)u/γ;

u̇2 = 8u(2u+ γ)(u2 − 2(h+ 1)u/γ − 1),

u ∈ [0, τ ] ïðè γ < 0, u ∈ [−τ, 0] ïðè γ > 0,

ãäå τ = min{|γ|/2, (
√

(h+ 1)2 + γ2 − (h+ 1))/|γ|}.
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Èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè Îëäðîéäîâñêî-
ãî òèïà, çàïîëíÿþùåé îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω â RN ñ ãðàíè-
öåé ∂Ω ∈ C2, N = 2, 3, íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè (−∞, T ], T > 0.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂v/∂t+

n∑
i=1

vi∂v/∂xi − µ0∆v−
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L∑
k=1

βkDiv

∫ t

T0

exp(λk(s− t)) E(v)(s, z(s; t, x))ds+

+∇p = f(t, x), (t, x) ∈ Q; div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ Q; (1)

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v(s, z(s; t, x)) ds, t, τ ∈ (−∞, T ], x ∈ Ω; (2)

v(t, x)|Γ = 0, (t, x) ∈ Γ = (−∞, T ]× ∂Ω. (3)

Çäåñü v(t, x) = (v1, . . . , vN ) âåêòîð ñêîðîñòè, p = p(t, x) � äàâëåíèå â
òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t, σ � äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé, f �
ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë. Çíàê Div îáîçíà÷àåò äèâåðãåíöèþ ìàòðèöû-
ôóíêöèè, ò.å. Div σ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ äèâåðãåíöèè âåêòîðîâ � ñòðîê ìàòðèöû σ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî −λ1, . . . ,−λL, λi > 0, à βi ⩾ 0, i = 1, . . . , L.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû æèäêîñòè, çàíèìàþùåé â ìîìåíò
âðåìåíè t ∈ [0, T ] ïîëîæåíèå x ∈ Ω, îïèñûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé
z(τ ; t, x) ïåðåìåííîé τ ∈ [0, T ], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè (2). Ðåøåíèå z(τ ; t, x) çàäà÷è Êîøè ïîíèìàåòñÿ êàê ðåãóëÿð-
íûé ëàãðàíæåâ ïîòîê (ÐËÏ), ïîðîæäåííûé v (ñì. [1]).

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

W1 ≡ L2(−∞, T ;V ) ∩ L∞(−∞, T ;H) ∩W 1
2 (−∞, T ;V −1) ïðè N = 2,

W2 ≡ L2(−∞, T ;V )∩L∞(−∞, T ;H)∩W 1
4/3,loc(−∞, T ;V

−1) ïðèN = 3.

Çäåñü H è V ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà (ñì. [2]). Ïóñòü W =W1 ïðè
N = 2 è W =W2 ïðè N = 3.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ L2(−∞, T ;V −1). Ñëàáûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1)-(3) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈W , óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæ-
äåñòâó

d(v, φ)/dt−
n∑
i=1

(viv, ∂φ/∂xi) + µ0(E(v), E(φ))+

+

L∑
k=1

βk(

∫ t

−∞
exp ((s− t)λk)E(v)(s, z(s; t, x)) ds, E(φ)) = ⟨f, φ⟩

ïðè ëþáîé φ ∈ V è ï.â. t ∈ (−∞, T ]. Çäåñü z � ÐËÏ, ïîðîæäåííûé
v.

×åðåç (·, ·) îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ L2(Ω) è L2(Ω)

N×N .
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L2(−∞, T ;V −1). Òîãäà çàäà÷à (1)-(3)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëàáîå ðåøåíèå.
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Î ÊÎÑÎÑÎÏÐßÆ�ÍÍÎÑÒÈ ËÈÍÅÀÐÈÇÎÂÀÍÍÎÃÎ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÝÉËÅÐÀ1

Å.Þ. Ïàíîâ (Âåëèêèé Íîâãîðîä, ÍîâÃÓ)
eugeny.panov@novsu.ru

Ïóñòü a(x) = (a1(x), . . . , an(x)) ∈ L2
loc(Rn,Rn) � ñîëåíîèäàëüíûé

âåêòîð, òî åñòü div a(x) = 0 â D′(Rn). Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííîå
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà

u+ λa · ∇u+∇p = v, div u = 0, (1)

ãäå ñîëåíîèäàëüíûé âåêòîð v = v(x) ∈ L2(Rn,Rn) è êîíñòàíòà λ ∈ R
çàäàíû. Ââåä¼ì âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H, ñîñòîÿ-
ùåå èç ñîëåíîèäàëüíûõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé íà Rn. Èçâåñòíî, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
L2(Rn,Rn) è ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå H⊥ ñîñòîèò èç ïîòåíöè-
àëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé u = ∇p(x) ∈ L2(Rn,Rn).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u(x) ∈ H íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì
ðåøåíèåì (î.ð.) ñèñòåìû (1), åñëè ∀f(x) ∈ C1

0 (Rn,Rn) ∩H

(u, f − λa · ∇f) =
∫
Rn

u(x) ·
(
f(x)− λ

n∑
j=1

aj(x)fxj (x)
)
dx = 0. (2)

Çäåñü u · v îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ
u, v ∈ Rn. Âûáîð ñîëåíîèäàëüíûõ ïðîáíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ïîçâî-
ëèë èñêëþ÷èòü äàâëåíèå p èç ñèñòåìû (1).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ãîñçàäà-
íèå, ïðîåêò ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ¿)
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Ïóñòü A = PB, ãäå B � çàìûêàíèå îïåðàòîðà ïåðåíîñà B0u(x) =
a(x) ·∇u(x), u ∈ C1

0 (Rn,Rn)∩H, à P � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîé ïðî-
åêöèè X

.
= L2(Rn,Rn) íà H. Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì

îïåðàòîðîì íà H è çíà÷èò −A ⊂ A∗, ãäå A∗ � ñîïðÿæ¼ííûé ê A
îïåðàòîð. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî u = u(x) ∈ H ÿâëÿåòñÿ î.ð. óðàâíåíèÿ
(1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u − λA∗u = v. Èç ýòîãî ñâîéñòâà
âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò î.ð. óðàâíåíèÿ (1). Ýòî ðåøåíèå åäèí-
ñòâåííî (ïðè ëþáîì λ ∈ R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð
A êîñîñîïðÿæ¼í, òî åñòü, êîãäà −A = A∗.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Ïðè óñëîâèè a(x) ∈W 1

∞(Rn,Rn) îïåðàòîð A êîñîñî-
ïðÿæ¼í â H.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå a(x) ∈
W 1

∞(Rn,Rn) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A = B + T , ãäå T � îãðàíè-
÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð íà X, çàäàííûé ðàâåíñòâàìè

F(Tu)l(ξ) = −
n∑
j=1

F
( n∑
k=1

(aj)xk
uk
)
(ξ)

ξlξj
|ξ|2

,

çäåñü F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà X.
Îïåðàòîð ïåðåíîñà Bu(x) = a(x) ·∇u(x) òàêæå ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ íà ïðîñòðàíñòâå X è ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îïåðàòîðà, èçíà-
÷àëüíî çàäàííîãî íà ãëàäêèõ âåêòîðàõ u ∈ C1

0 (Rn,Rn). Óñòàíàâëè-
âàåòñÿ êîñîñîïðÿæ¼ííîñòü ýòîãî îïåðàòîðà íà ïðîñòðàíñòâå X (îíà
âûòåêàåò èç êîñîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà ïåðåíîñà íà ïðîñòðàíñòâå
ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé). Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A ñîâïàäàåò ñ ñóæåíè-
åì îïåðàòîðà Ã = B + T íà åãî èíâàðèàíòíîå ïîäïðîcòàíñòâî H.
Ââèäó êîñîñîïðÿæ¼ííîñòè B îïåðàòîðû E + λB îáðàòèìû ïðè âñåõ
âåùåñòâåííûõ λ (çäåñü E îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé îïåðàòîð), ïðè÷¼ì
∥(E + λB)−1∥ ⩽ 1. Òàê êàê Ã = B + T � îãðàíè÷åííîå âîçìóùåíèå
B, òî îïåðàòîðû E + λÃ îáðàòèìû (è ïîòîìó ñþðúåêòèâíû) ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ |λ|. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî H èíâàðèàíòíî äëÿ ðåçîëüâåíòû (E + λÃ)−1, ãäå |λ|
äîñòàòî÷íî ìàëî. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû:

Ëåììà 1. Ïóñòü u + λÃu = v ∈ H è |λ|∥∇a∥∞ < 1. Òîãäà è
u ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ψ(x) ∈ C1
0 (Rn) è φ(x) � åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå ðåçîëüâåíòíîãî óðàâíåíèÿ φ−λa·∇φ = ψ. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè |λ| < 1/∥∇a∥∞ ýòî ðåøåíèå ëåæèò â ñîáîëåâñêîì êëàññå
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W 1
2 (Rn). Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè u =

u(x) ∈ C1
0 (Rn,Rn)

(Ãu,∇φ) = (Bu+ Tu,∇φ) =
∫
Rn

div u(x)a(x) · ∇φ(x)dx,

îòêóäà ñëåäóåò òîæäåñòâî

(u+ λÃu,∇φ) = −
∫
Rn

div u(x)(φ(x)− λa(x) · ∇φ(x))dx =

−
∫
Rn

div u(x)ψ(x)dx =

∫
Rn

u(x) · ∇ψ(x)dx. (3)

Ïîñêîëüêó C1
0 (Rn,Rn) ïëîòíî â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(Ã) = D(B)

îïåðàòîðà Ã ïî íîðìå ãðàôèêà ýòîãî îïåðàòîðà, òîæäåñòâî (3) ñïðà-
âåäëèâî ïðè âñåõ u ∈ D(Ã). Åñëè u+λÃu = v ∈ H, òî ëåâàÿ ÷àñòü (3)

ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó, è ïðàâàÿ ÷àñòü
∫
Rn

u(x) ·∇ψ(x)dx = 0 ïðè âñåõ

ψ(x) ∈ C1
0 (Rn). Èòàê, div u(x) = 0 â D′(Rn), òî åñòü u ∈ H. Ëåììà

äîêàçàíà.
Ó÷èòûâàÿ Ëåììó 1 è ñþðúåêòèâíîñòü E + λÃ, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè

äîñòàòî÷íî ìàëûõ |λ| è ëþáûõ v ∈ H ñóùåñòâóåò òàêîå u ∈ D(A) =
H ∩ D(B), ÷òî u + λAu = u + λÃu = v. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíäåê-
ñû äåôåêòà êîñîñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A íóëåâûå, òî åñòü, ýòîò
îïåðàòîð êîñîñîïðÿæ¼í. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.

Äàäèì ïðèëîæåíèå ê ðàçðåøèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííîé íåëèíåé-
íîé ñèñòåìû Ýéëåðà

u+ λuh · ∇u+∇p = v, div u = 0, (4)

ãäå uh(x) = h−n
∫
Rn u(x − y)ρ(y/h)dy, h > 0, � ñðåäíèå ôóíêöèè,

ïîñòðîåííûå ïî ÿäðó ρ(z) ∈ C1
0 (Rn) ñî ñòàíäàðòíûìè ñâîéñòâàìè

ρ ⩾ 0,
∫
ρ(z)dz = 1. Ïîíÿòèå î.ð. ñèñòåìû (4) îïðåäåëÿåòñÿ òîæäå-

ñòâîì, àíàëîãè÷íûì (2). Ñóùåñòâîâàíèå î.ð. ñèñòåìû (4) åñòåñòâåííî
äîêàçûâàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïóñòü K ýòî
çàìêíóòûé øàð ∥u∥ ⩽ R = ∥v∥ â ïðîñòðàíñòâå H. Îïðåäåëèì îòîá-
ðàæåíèå F : K 7→ K, ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó w = w(x) ∈ K åäèí-
ñòâåííîå î.ð. u = u(x) ñèñòåìû (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè a = wh(x). Ïî
ñâîéñòâàì ñðåäíèõ ôóíêöèé a(x) ∈ W 1

∞(Rn,Rn) ∩ H, çíà÷èò ñïðà-
âåäëèâî óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2 è ïî Òåîðåìå 1 îòîáðàæåíèå F êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíî. Òàê êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð Ýéëåðà Ah ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè a = wh(x) êîñîñîïðÿæ¼í, òî ∥u∥2 = (u, u) + λ(Ahu, u) =
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(v, u) ⩽ ∥v∥∥u∥, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∥u∥ ⩽ ∥v∥ = R è u = F (w) ∈ K.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F ñëàáî íåïðåðûâíî. Òàê êàê
øàðK ñëàáî êîìïàêòåí, òî ïî òåîðåìå Øàóäåðà-Òèõîíîâà ñóùåñòâó-
åò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà u ∈ K. ßñíî, ÷òî âåêòîð u = u(x) áóäåò òîãäà
î.ð. ñèñòåìû (4). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïðè ëþáûõ v ∈ L2(Rn,Rn) è λ ∈ R ñóùåñòâóåò î.ð.
ñèñòåìû (4).

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÏÓÒÈ ÍÀ ÃÐÀÔÅ
Ñ ÂÛÄÅËÅÍÍÎÉ ÂÅÐØÈÍÎÉ È ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÐÀÁÎÒÛ ÑÅÒÈ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÄÑÒÀÍÖÈÉ

Â.Å. Ïàðõîìåíêî (Áåëãîðîä, ÁÃÒÓ)
vlad.parhomenko-2013@yandex.ru

Â ñîîáùåíèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à ãåíåðàöèè è àíàëèçà ñåòè ïîä-
ñòàíöèé â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà îñíîâå ãðàôà ñ ôèêñèðî-
âàííûì íà÷àëüíûì óçëîì. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàðø-
ðóòîâ ðàçëè÷íîé äëèíû, âêëþ÷àþùèé êàê íåçàâèñèìûå ïóòè íà ãðà-
ôå, òàê è ïóòè ñ êîíòðîëèðóåìûìè ïåðåñå÷åíèÿìè è ïåòëÿìè. Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êîððåêòíîé êëàññèôèêàöèè ïóòåé ïî òèïó ñâÿ-
çàííîñòè âåðøèí ãðàôà è èñêëþ÷åíèþ ëîæíûõ ïåðåñå÷åíèéïóòåé,
îáóñëîâëåííûõ îáùèì íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì. Ðàçðàáîòàííûé àëãî-
ðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïóòè
äëÿ ðàñïðåäåë¼ííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì è àíàëèçà èõ ñòðóêòóð-
íûõ ñâîéñòâ.

Íà ïðàêòèêå ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîé ñåòè ðåäêî ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íîñòüþ ñâÿçíîé èëè îäíîðîäíîé. Íàïðîòèâ, îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ íà-
ëè÷èåì îáùèõ óçëîâ, àëüòåðíàòèâíûõ ìàðøðóòîâ, çàìêíóòûõ êîí-
òóðîâ è èçîëèðîâàííûõ âåòâåé. Ýòî óñëîæíÿåò åå ìîäåëèðîâàíèå
è àíàëèç, è ïîýòîìó òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ñïîñîáíûõ
ðàçëè÷àòü ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå òèïû ñâÿçàííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ
ïîäñòàíöèé: íåçàâèñèìûå è, íàáîðîò, ïåðåñåêàþùèåñÿ ìàðøðóòû, à
òàêæå ïåòëè, âîçíèêàþùèå ìåæäó îäèíàêîâûìè êîíå÷íûìè ïîäñòàí-
öèÿìè.

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ãåíåðàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýëåê-
òðè÷åñêèõ ñåòåé, îðèåíòèðîâàííûé íà ïîñòàíîâêó çàäà÷ ðàñ÷åòà íà-
äåæíîñòè èõ ðàáîòû [1]. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ
ãðàôîâ [2], ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ìîäåëè ãðàôîâ èìåþò âûäåëåí-
íóþ âåðøèíó äëÿ âñåõ àíàëèçèðóåìûõ ìàðøðóòîâ, ÷òî îòðàæàåò àð-

© Ïàðõîìåíêî Â.Å., 2026

214



õèòåêòóðó ðåàëüíûõ ýíåðãîñèñòåì, ãäå çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïîòîêîâ
èñõîäèò èç îäíîãî êðóïíîãî ðàñïðåäåëèòåëüíîãî öåíòðà.

Ïóñòü V = {1, 2, . . . , N}, N ∈ [50, 60] � ìíîæåñòâî âåðøèí,
ãäå êàæäàÿ èç íèõ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîäñòàíöèÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêîé ñåòè. Âñå ñâÿçè â ñèñòåìå ïðåäñòàâëåíû â âèäå óïîðÿäî÷åí-
íûõ íàáîðîâ âåðøèí (ìàðøðóòîâ), íà÷èíàþùèõñÿ â ôèêñèðîâàííîé-
âåðøèíå vs = 2. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìàðø-
ðóòîâ P = {P1, P2, . . . , PK}, ãäå êàæäûé ìàðøðóò èìååò âèä Pi =
(2, vi,1, vi,2, . . . , vi,m) òàê, ÷òî âåðøèíû âíóòðè îäíîãî ìàðøðóòà íå
ïîâòîðÿþòñÿ; âñå ìàðøðóòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ
óçëîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ôèêñèðîâàííîãî íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà.

Äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü íàëè÷èå â ñèñòåìå ñëåäó-
þùèõ òèïîâ ïóòåé:

1. Íåçàâèñèìûå ìàðøðóòû, íå èìåþùèå îáùèõ óçëîâ (êðîìå íà-
÷àëüíîãî).

2. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ìàðøðóòû, îáëàäàþùèå õîòÿ áû îäíèì îá-
ùèì âíóòðåííèì óçëîì.

3. Ïåòëè, îïðåäåëÿåìûå êàê ïàðû ìàðøðóòîâ ñ îäèíàêîâûìè íà-
÷àëüíûì è êîíå÷íûì óçëàìè, íî ðàçëè÷íûì íàáîðîì âíóòðåííèõ
âåðøèí.

Ïîñëå ãåíåðàöèè ãðàôà ñî ñâÿçÿìè,îáëàäàþùèìè ïåðå÷èñëåííû-
ìè ñâîéñòâàìè, òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè àíàëèç ìíîæåñòâà ìàðøðóòîâ,
êëàññèôèöèðîâàòü èõ ïî óêàçàííûì òèïàì è ñãðóïïèðîâàòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà ïóòåé.

Äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ñåòè èñïîëüçóåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, â êîòîðîé êàæäàÿ ñâÿçü ìîäåëèðóåòñÿ íå îòäåëüíûì ðåáðîì,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí, îáðàçóþùèõ ìàðøðóò. Òàêîé ïîä-
õîä ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ôàêò ñîåäèíåíèÿ ïîäñòàíöèé, íî
è ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ, ÷òî âàæíî ïðè àíàëèçå ïóòåé ïåðåäà÷è
ìîùíîñòè è âîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâíûõ ìàðøðóòîâ.

Âî âñåõ ìàðøðóòàõ ñåòè ôèêñèðóåòñÿ åäèíûé íà÷àëüíûé óçåë
vs = 2, êîòîðûé èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê öåíòðàëüíàÿ ïîäñòàíöèÿ èëè
ðàñïðåäåëèòåëüíûé óçåë. Ýòî äîïóùåíèå îòðàæàåò òèïè÷íóþ àðõè-
òåêòóðó ðåàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì, ãäå çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü
ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷è èñõîäèò èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ îïîðíûõ
öåíòðîâ.

Íàëè÷èå îáùåãî íà÷àëüíîãî óçëà ïðèâîäèò ê âàæíîìó ñëåäñòâèþ:
ñîâïàäåíèå ìàðøðóòîâ ïî äàííîé âåðøèíå íå äîëæíî ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå â ñòðóêòóðíîì ñìûñëå. Ïîýòîìó ïðè äàëü-
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íåéøåì àíàëèçå îáùèå ýëåìåíòû, ñîâïàäàþùèå ñ vs, èñêëþ÷àþòñÿ
èç ðàññìîòðåíèÿ ïðè ïîèñêå ïåðåñå÷åíèé è ïåòåëü.

Êàæäûé ìàðøðóò çàäà¼òñÿ óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì âåðøèí:
Pi = (vs, vi,1, vi,2, . . . , vi,k), ãäå k ⩾ 1, à âñå âåðøèíû ðàçëè÷íû. Ïîñëå
ãåíåðàöèè ìàðøðóò ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëèçîâàííîìó âèäó: íà÷àëü-
íûé óçåë vs ôèêñèðóåòñÿ íà ïåðâîé ïîçèöèè; âñå îñòàëüíûå âåðøèíû
óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ èõ íîìåðîâ.

Òàêîå óïîðÿäî÷èâàíèå íå ìåíÿåò ñîñòàâà ìàðøðóòà, íî ïîçâîëÿ-
åò: óïðîñòèòü ñðàâíåíèå ìàðøðóòîâ ìåæäó ñîáîé; èçáåæàòü íåîäíî-
çíà÷íîñòè ïðè àíàëèçå ïåðåñå÷åíèé; îáåñïå÷èòü âîñïðîèçâîäèìîñòü
ðåçóëüòàòîâ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â îïèñàííîé ìîäåëè ïîðÿäîê âíóòðåííèõ
âåðøèí èíòåðïðåòèðóåòñÿ íå êàê âðåìåííàÿ èëè ôèçè÷åñêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, à êàê êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà
âåðøèí ìàðøðóòà.

Âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå âåðøèíû. Äëÿ êàæäîãî ìàðøðóòà âû-
äåëÿþòñÿ òðè òèïà âåðøèí: íà÷àëüíàÿ âåðøèíà � ôèêñèðîâàííûé
óçåë vs; êîíå÷íàÿ âåðøèíà � ïîñëåäíèé ýëåìåíò ìàðøðóòà; âíóò-
ðåííèå âåðøèíû � âñå îñòàëüíûå óçëû ìàðøðóòà.Òàêîå ðàçäåëåíèå
íåîáõîäèìî äëÿ êîððåêòíîé êëàññèôèêàöèè ñâÿçåé. Â ÷àñòíîñòè,
• ïåðåñå÷åíèå ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì ñâèäåòåëüñòâóåò î ñòðóê-

òóðíîé çàâèñèìîñòè ìàðøðóòîâ;
• ñîâïàäåíèå òîëüêî ïî êîíå÷íîé âåðøèíå ïðè îáùåì ñòàðòå èí-

òåðïðåòèðóåòñÿ êàê íàëè÷èå ïåòëè;
• îòñóòñòâèå îáùèõ âåðøèí (êðîìå íà÷àëüíîé) îçíà÷àåò íåçàâè-

ñèìîñòü ìàðøðóòîâ.
Ôîðìèðîâàíèå ïåòåëü. Ïîä ïåòë¼é â êîíñòðóèðóåìîé ìîäåëè ïîíè-

ìàåòñÿ ïàðà ìàðøðóòîâ, èìåþùèõ: îáùèé íà÷àëüíûé óçåë vs; îäèíà-
êîâóþ êîíå÷íóþ âåðøèíó; ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà âíóòðåííèõ óçëîâ.

Ôîðìàëüíî äâà ìàðøðóòà Pi è Pj îáðàçóþò ïåòëþ, åñëè:

Pi = (vs, A, ve), Pj = (vs, B, ve), A ̸= B,

ãäå A è B � íàáîðû âíóòðåííèõ âåðøèí, à ve � îáùèé êîíå÷íûé
óçåë.

Ïðè ãåíåðàöèè òàêèõ ìàðøðóòîâ êîíå÷íàÿ âåðøèíà âûáèðàåòñÿ
çàðàíåå, ïîñëå ÷åãî ôîðìèðóþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ íàáîðà âíóòðåí-
íèõ óçëîâ. Ýòî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé
ìåæäó îäíèìè è òåìè æå ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè ñåòè, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðèíöèïó ðåçåðâèðîâàíèÿ ëèíèé â ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.
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Îòäåëüíîå êîíñòðóèðîâàíèå ïåòåëü ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ñèòóàöèè,
êîãäà êîãëà òàêîãî ðîäà ñòðóêòóðû ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü ñëó÷àéíî.

Ïåðåñå÷åíèÿ ïî âíóòðåííèì óçëàì ìîäåëèðóþò ñèòóàöèþ, ïðè
êîòîðîé ðàçëè÷íûå ìàðøðóòû èñïîëüçóþò îáùèå ïðîìåæóòî÷íûå
ïîäñòàíöèè. Òàêèå ñòðóêòóðû õàðàêòåðíû äëÿ ñåòåé ñ îãðàíè÷åííûì
÷èñëîì òðàíçèòíûõ óçëîâ èëè äëÿ ðåãèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëèòåëüíûõ
öåíòðîâ. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ âûáèðàåò-
ñÿ ôèêñèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà vc ̸= vs, êîòîðàÿ âêëþ÷àåòñÿ
â íåñêîëüêî ìàðøðóòîâ. Ïðè ýòîì: êîíå÷íûå âåðøèíû ìàðøðóòîâ
ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ; äîïîëíèòåëüíûå âíóòðåííèå óçëû âûáèðàþòñÿ
ñëó÷àéíûì îáðàçîì è íå ïîâòîðÿþòñÿ âíóòðè îäíîãî ìàðøðóòà. Òà-
êèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå âîçíèêàåò ñòðîãî ïî âíóòðåííåìó óçëó è
íå ñâÿçàíî ñ îáùèì ñòàðòîì èëè ñîâïàäåíèåì êîíå÷íûõ òî÷åê. Ýòî
ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îòëè÷àòü ïîäîáíûå ñëó÷àè îò ïåòåëü è íåçàâè-
ñèìûõ ñâÿçåé.
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Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
X∗ � äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ òà-
êîãî ýëåìåíòà u ∈ X, ÷òî

Au = h, h ∈ X∗, (1)

ãäå A : X → X∗ � îãðàíè÷åííûé êîýðöèòèâíûé ñåìèíåïðåðûâíûé
ñòðîãî ìîíîòîííûé îïåðàòîð. Õîðîøî èçâåñòíî [1], ÷òî îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îíî ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì
ñìûñëå, ò.å. ðåøåíèå u óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

⟨Au− h,w⟩ = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ X, (2)
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ãäå ⟨f, w⟩ � äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗ íà ýëåìåíòå w ∈ X.
×àñòî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî Ãàòî íåêîòîðîãî âû-

ïóêëîãî ôóíêöèîíàëà J , îïðåäåë¼ííîãî íà X. Òîãäà îïåðàòîð A íà-
çûâàþò ïîòåíöèàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà ìè-
íèìèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå X ôóíêöèîíàëà F (v)=J(v)−⟨h, v⟩ è äëÿ
èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ïðèâëå÷ü ñðåäñòâà âàðèàöèîííî-
ãî èñ÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè.

Ðåøåíèå u çàäà÷è (1) (èëè (2)) íàõîäèòñÿ ÿâíî â ðåäêèõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
v ∈ X, âûñòóïàþùåé êàê ïðèáëèæåíèå ê u, îöåíèòü êàêóþ-ëèáî ìå-
ðó îòêëîíåíèÿ å¼ îò u ëèøü â òåðìèíàõ v è äàííûõ ñàìîé çàäà÷è?
Îöåíêè òàêîãî ðîäà íàçûâàþò àïîñòåðèîðíûìè. Èì ïîñâÿùåíà îá-
øèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì. [2�4] è óêàçàííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ).

Â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ v îò u ìîæíî âçÿòü íîðìó ∥u−v∥X .
Òîãäà àïîñòåðèîðíîé ñ÷èòàåì îöåíêó ∥u−v∥ ⩽M(v), v∈X, ñ ëþáûì
ìàæîðèðóþùèì ôóíêöèîíàëîì M : X → R, êîòîðûé ìîæåò çàâè-
ñåòü îò äàííûõ çàäà÷è (îò ïðàâîé ÷àñòè h, õàðàêòåðèñòèê îïåðàòî-
ðà A, ãåîìåòðèè îáëàñòè, åñëè óðàâíåíèþ (1) ñîîòâåòñòâóåò êðàåâàÿ
çàäà÷à â îáëàñòè, è ò.ä.) ïîìèìî v, íî íå îò ñàìîãî ðåøåíèÿ u. Æå-
ëàòåëüíî èìåòü ñâîéñòâà

M(v) = 0 ⇐⇒ v = u; M(v)→ 0 ïðè v → u â X.

Íàëè÷èå òàêîé ìàæîðàíòû, âû÷èñëÿåìîé ÿâíî, ïîçâîëÿåò îöåíèòü
êà÷åñòâî ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé v, èõ áëèçîñòü ê ðåøåíèþ u.

Íàñ èíòåðåñóþò ïîäîáíûå îöåíêè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òè-
ïà p-Ïóàññîíà. Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå{

−div (|∇u|p∇u) = h â Ω,

u = 0 íà ∂Ω
(3)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ RN ñ p-ëàïëàñèàíîì ∆p è h∈Lp′(Ω).
Íàïîìíèì, ÷òî íà ãëàäêîé ôóíêöèè u äåéñòâèå ∆p îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
òî÷å÷íûì ðàâåíñòâîì ∆pu=div(|∇u|p−2∇u). Ôîðìàò çàäà÷è (1) òðå-
áóåò ââåñòè ïðîñòðàíñòâî X òàê, ÷òîáû îïåðàòîð A=−∆p : X→X∗

îáëàäàë ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè å¼
îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü. Ýòî áóäåò ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî
X=W 1,p

0 (Ω) îáîáùåííûõ ôóíêöèé â îáëàñòè Ω (ò.å. èíòåãðèðóåìûõ
ïî îáëàñòè Ω âìåñòå ñî ñâîèì ãðàäèåíòîì â ñòåïåíè p è èìåþùèõ
íóëåâîé ñëåä íà ãðàíèöå ∂Ω), òàê ÷òî X∗ =W−1,p′(Ω), p′:=p/(p− 1),
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à â êà÷åñòâå (2) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ξ dx =

∫
Ω

hξ dx äëÿ ëþáîãî ξ ∈W 1,p
0 (Ω).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h ∈ Lp′(Ω) ïðèíàäëåæèò W−1,p′(Ω).
Îïåðàòîð çàäà÷è (3) ìîæíî óñëîæíèòü, ïåðåõîäÿ ê ëàïëàñèàíó

∆p(·) ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà íåëèíåéíîñòè p(·) (êàê â [4]) èëè (êàê â
[5]) ê àíèçîòðîïíîìó p(·)-ëàïëàñèàíó âèäà div (|∇u|p(·)−2A∇u), ãäå
ìàòðèöà A=A(·) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé, ñèììåòðè÷íîé è ïîä÷èí¼í-
íîé óñëîâèþ òèïà Êîðäåñà. Äëÿ ïîñëåäíåãî îïåðàòîðà óñëîâèå òèïà
Êîðäåñà îáåñïå÷èâàåò åãî ñòðîãóþ ìîíîòîííîñòü; ýòî íå ïîòåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð, äëÿ íåãî íå ïðèåìëåì âàðèàöèîííûé ïîäõîä ïîëó÷å-
íèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, èñïîëüçóþùèé òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè.
Çäåñü ïðèìåíèì ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ, ñì. [7].

Ñôîðìóëèðóåì îäíó èç ïîëó÷åííûõ íàìè òåîðåì îá àïîñòåðèîð-
íûõ îöåíêàõ äëÿ çàäà÷è ñ ïåðåìåííûì ïîðÿäêîì íåëèíåéíîñòè{

−div (|∇u|p(·)−2∇u) = h â Ω,

u = 0 íà ∂Ω,
(4)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü h èç ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà
Lp

′(·)(Ω) ñ íîðìîé ∥·∥p′(·). Äëÿ ñëàáîé ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è èìååì
îïåðàòîð A=−∆p(·) : X→X∗, ãäå X=W

1,p(·)
0 (Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáî-

ëåâà ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà îáåñïå-
÷èâàþò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (4). Íåîáõîäèìûå ñâåäå-
íèÿ î ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà è Ñîáîëåâà ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà ìîæíî
ïî÷åðïíóòü â [6].

Ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî Q∗={η∈Lp′(·)(Ω;RN ) : div η∈Lp′(·)(Ω)}, à
òàêæå íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà ∥v∥p(·)⩽CF ∥∇v∥p(·) ∀v∈W

1,p(·)
0 (Ω) (F),

ãäå CF=const(N, p(·),Ω), êîòîðîå âåðíî, íàïðèìåð, åñëè p∈C(Ω).
Òåîðåìà. Ïóñòü 2⩽α⩽p(·)⩽β<∞ â îáëàñòè Ω è âåðíî íåðà-

âåíñòâî (F); u � ðåøåíèå çàäà÷è (4). Òîãäà äëÿ ëþáûõ v∈W 1,p(·)
0 (Ω)

âûïîëíåíà îöåíêà: min{∥∇(u− v)∥α−1
p(·) , ∥∇(u− v)∥

β−1
p(·) } ⩽

2β−1 inf
η∗∈Q∗

(
∥(|∇v|p(·)−2∇v − η∗∥p′(·) + CF ∥div η∗ + h∥p′(·)

)
.

Òåìàòèêà àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ðàçðà-
áàòûâàåòñÿ ñîâìåñòíî ñ Â.Å. Áîáêîâûì èç Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ñ
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âû÷èñëèòåëüíûì öåíòðîì Óôèìñêîãî ôåäåðàëüíîãî èññëåäîâàòåëü-
ñêîãî öåíòðà ÐÀÍ (ã. Óôà, ÐÔ), ñì. [7].
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ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß
ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÏÅÐÊÎËßÖÈÈ ÍÀ ÄÅÐÅÂÅ ÊÝÉËÈ
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Ïîëó÷åíèå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ íà îñíîâå àíàëè-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðêîëÿöèîííûõ ìîäåëåé ñâÿçàíî,
ãëàâíûì îáðàçîì, ñ âû÷èñëåíèåì âåðîÿòíîñòè ïåðêîëÿöèè P (c) áåð-
íóëëèåâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ íà ïëîñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôàõ,
èñïîëüçóÿ ò.í. êëàñòåðíîå ðàçëîæåíèå. Îäíàêî îöåíêà òî÷íîñòè ïî-
ëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé, ñâÿçàííàÿ ñ ðåøåíèåì êîìáèíàòîðíîé çàäà-
÷è îöåíêè ÷èñëà êëàñòåðîâ ñ çàäàííîé äëèíîé ãðàíèöû, ñîäåðæàùèõ
ôèêñèðîâàííóþ âåðøèíó (ñì., íàïðèìåð, [1]), îêàçûâàåòñÿ íàñòîëü-
êî ãðóáîé, ÷òî îíà íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îöåíêó îñòàòêà ðÿäà, ïî-
ðîæäàåìîãî êëàñòåðíûì ðàçëîæåíèåì âî âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ
âåðîÿòíîñòè c ∈ (0, 1). Â ïðåäñòàâëåííîì ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ
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ðåøåíèå çàäà÷è îá îöåíêå òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé âåðîÿòíîñòè P (c),
ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå êëàñòåðíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ãðàôîâ òèïà äå-
ðåâüåâ Êýéëè.

Ïóñòü G = ⟨V,Φ⟩ � áåñêîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, |V | =
∞ òèïà äåðåâà Êýéëè ñî ñòåïåíüþ âåðøèí s. Íà ýòîì ãðàôå çàäàíî
áåðíóëëèåâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå {ρ̃(x) ∈ {0, 1};x ∈ V } c âåðîÿòíîñòüþ
çàïîëíåíèÿ âåðøèí ãðàôà Pr{ρ̃(x) = 1} = c. Ãðàô G îáðàçóåòñÿ
ñêëåéêîé s ãðàôîâ Gj , j = 1 ÷ s â ¾íà÷àëüíîé¿ âåðøèíå 0. Âåðî-
ÿòíîñòü ïåðêîëÿöèè P (c) äëÿ òàêîãî ãðàôà íå çàâèñèò îò âûáîðà
âåðøèíû x0. Ýòà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

P (ñ) = (ñ(1−Qs(ñ)) ,

ãäå Q(c) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
W , ðåàëèçóþùåå ïåðêîëÿöèþ, íå èìååò áåñêîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
ìíîæåñòâîì Vj âåðøèí ïîäãðàôà Gj ïðè óñëîâèè, ÷òî {ρ̃(0) = 1}.

Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü Q(c) îòñóòñòâèÿ ¾ïåðêîëÿ-
öèè¿ íà êàêîì-òî îäíîì èç ãðàôîâ Gj . Ýòà âåðîÿòíîñòü óäîâëåòâî-
ðÿåò àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

Q(c) = 1− c+ cQs(c) .

Îíî èìååò íå áîëåå äâóõ êîðíåé Q ∈ [0, 1], ãäå îäèí èç íèõ âñåãäà
ðàâåí 1. Íàñ â ýòîé ðàáîòå èíòåðåñóåò, ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé äëÿ
êîðíÿ Q ̸= 1, êàæäîå èç êîòîðûõ çàêëþ÷åíî â [0, 1]. Òàêèå ïðèáëè-
æåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå êëàñòåðíîãî ðàçëîæåíèÿ

Q(c) = (1− c)2
∞∑
n=1

Qn , (1)

ãäå Qn � âåðîÿòíîñòü ïåðêîëÿöèè èç âåðøèíû 0 íà ðàññòîÿíèå n.
Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âåðîÿòíîñòåé Qn, n ⩾ 2 ïðè s = 3 ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

Qn <
(8
3
η
)n−2

η2
(
2(1 + η)(2 + η) + (1 + η2)2 − 1

)
, (2)

ãäå η = c(1− c).
Ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííîé îöåíêè òî÷íîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Âåðîÿòíîñòü ïåðêîëÿöèè P (c) áåðíóëëèåâñêîãî ñëó-

÷àéíîãî ïîëÿ {ρ̃(x);x ∈ V } íà äåðåâå Êýéëè ñî ñòåïåíüþ âåðøèí
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s = 3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå P (c) = c(1−Q3(c)), ãäå äëÿ ôóíêöèè
Q(c) èìååò ìåñòî ñõîäÿùååñÿ ïðè c ∈ (0, 1) ðàçëîæåíèå, â êîòî-
ðîìäëÿ âåðîÿòíîñòåé Qn ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2).
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÌ ÔÓÍÊÖÈÉ ËßÏÓÍÎÂÀ
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Â ðàáîòå àíàëèòè÷åñêè âòîðûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà èçó÷àþòñÿ
âîïðîñû ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
äâóõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçìóùåííûõ áå-
ëûì øóìîì, ìîäåëèðóþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ðîñòîì îïóõî-
ëåâûõ êëåòîê è àêòèâíîñòüþ èììóííîé ñèñòåìû âî âðåìÿ ðàçâèòèÿ
ðàêà. Ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îáîáùàþò
îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [1-4]. Ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû èíòåð-
ïðåòèðóþòñÿ êàê ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ñìûñëå Èòî. Âûâîäû îñíîâàíû íà òåîðåìàõ èç ìîíîãðàôèé
[5, 6]. Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ìîäåëü Ñòåïàíîâîé,
çàäàííóþ ñèñòåìîé â ôîðìå Èòî:

dx(t) = x(1− y − ν/k) dt,
dy(t) = µ

[
(x− x2 − k)(y − ν/k) + ν

]
dt+

+σ
[
(x− x2 − k)(y − ν/k) + ν

]
dWt,

(1)

ãäå x(t) � êîíöåíòðàöèÿ îïóõîëåâûõ êëåòîê, y(t) � àêòèâíîñòü
èììóííûõ êëåòîê; µ � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÷àñòü êîýôôèöèåíòà
èììóííîé ðåàêöèè, σ ⩾ 0 � èíòåíñèâíîñòü øóìà, Wt � ñòàí-
äàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, k, ν > 0 � ïàðàìåòðû ìîäåëè. Òîãäà
ñîñòîÿíèå (x∗ = 0, y∗ = ν/k) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ν > k, à èíòåíñèâíîñòü øóìà σ
äîñòàòî÷íî ìàëà, òî äàííîå ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè (èëè ïî÷òè íàâåðíîå) äëÿ ñèñòåìû
(1).
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Îòìåòèì, ÷òî øóì ìîæåò ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó, äàæå åñëè
äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé íåóñòîé÷èâ. Íî ýòî âåñüìà ðåäêîå ñîáû-
òèå äëÿ àääèòèâíîãî øóìà. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
øóìà (σ óìíîæàåòñÿ íà ñîñòîÿíèå) ìîæåò âîçíèêàòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ
áèôóðêàöèÿ, êîãäà ïðè èíòåíñèâíîñòè øóìà âûøå íåêîòîðîãî êðè-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñèñòåìà ìåíÿåò ñâîå ïîâåäåíèå.
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Êîìáèíàòîðíûé ïîòîê Ðè÷÷è [1] äëÿ ìåòðèêè óïàêîâêè êðóãîâ
Ò¼ðñòîíà ïîëó÷èë ñâî¼ ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [2,3,4]. Íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî óäàëîñü îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ×îó è Ëóî äëÿ ñëó÷àåâ åâêëèäîâîé
è ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèê [5,6], íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïî-ïðåæíåìó
îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â îáùåì âèäå
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êîìáèíàòîðíîãî ïîòîêà Ðè÷÷è äëÿ ïîâåðõíîñòè ñî ñôåðè÷åñêîé ìåò-
ðèêîé.

Ïóñòü T òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû S2, V = v1, v2, . . . , vN � ìíîæå-
ñòâî âåðøèí, òðèàíãóëÿöèè T. Ôóíêöèÿ Φ : E → [0, π/2], ãäå E
� ìíîæåñòâî ðåáåð òðèàíãóëÿöèè T, çàäàåò íàáîð âåñîâ íà wij =
cos
(
Φ(eij)

)
, ∀eij ∈ E. Òàêèì îáðàçîì ïàðà (T,Φ) îïðåäåëÿåò óïà-

êîâêó êðóãîâ Ò¼ðñòîíà [7] íà S2. Äàëåå, êàæäîé âåðøèíå vi òðèàíãó-
ëÿöèè T ñîïîñòàâèâ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ri. Äëèíó ðåáðà eij , ñîåäè-
íÿþùóþ âåðøèíû vi, vj , âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêîé òåîðåìû
êîñèíóñîâ

cos(lij) = cos(ri) cos(rj) + sin(ri) sin(rj)wij .

Òîãäà íàáîð ri, i = 1, . . . , N çàäàåò ìåòðèêó äëÿ òðèàíãóëÿöèè ñôå-
ðû S2. Îáîçíà÷èì çà ai =

∑
∆vjvivk∈F

∠vjvivk, i = 1, . . . , N ñóììó âñåõ

ïëîñêèõ óãëîâ âåðøèíû vi, ãäå F � ìíîæåñòâî ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè
T. Ãàóññîâà êðèâèçíà Ki â âåðøèíå vi îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Ki = 2π− ai. Äàëåå, êîìáèíàòîðíûì ïîòîêîì Ðè÷÷è äëÿ òðèàíãóëÿ-
öèè S2 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dri
dt

= −Ki sin ri, i = 1, . . . , N.

Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà ãðàíè òðèàí-
ãóëèðîâàííîé ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñòðåìÿòñÿ ñòàòü ïëîñêèìè,
à êðèâèçíû â âåðøèíàõ ñòðåìÿòñÿ ê Ki =

4πχ(S2)
N , i = 1, . . . , N .
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ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ
ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÃÎ
ÎÑÖÈËËßÒÎÐÀ ÂÁËÈÇÈ ÂÅÐÕÍÈÕ ÃÐÀÍÈÖ

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÒÅÐÎÂ1

À.Â. Ïåðåñêîêîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ, ÍÈÓ ÂØÝ)
pereskokov62@mail.ru

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
L2(R2)

(H0 + ℏ2(q21q22 +Qq1q2))ψ = λψ, ∥ψ∥L2(R2) = 1, (1)

ãäå

H0 = −ℏ2

2

(
∂2

∂q21
+

∂2

∂q22

)
+
q21 + q22

2

� äâóìåðíûé îñöèëëÿòîð, ℏ > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, Q � âåùå-
ñòâåííûé ïàðàìåòð. Çàäà÷à (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ðåçîíàíñíûõ: îáå
÷àñòîòû äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà H0 ðàâíû 1.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ àñèìïòîòèê äëÿ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòîòíûìè ðåçîíàíñàìè áûë ðàçðàáîòàí â ñåðèè ðàáîò Ì.Â. Êà-
ðàñåâà. Îí îñíîâàí íà êâàíòîâîì óñðåäíåíèè âîçìóùåíèÿ, ïîñëåäó-
þùåì ïåðåõîäå íà àëãåáðó ñèììåòðèé è êîãåðåíòíîì ïðåîáðàçîâà-
íèè îò èñõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé àëãåáðû ê åå íåïðèâîäèìîìó
ïðåäñòàâëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íàä ëàãðàíæåâûì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì â ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå.

Â ðàáîòå [1] íà ïðèìåðå çàäà÷è (1) áûë ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä
íàõîæäåíèÿ ñåðèé àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âáëèçè
ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ. Îí îñíîâàí íà íîâîì èíòåãðàëüíîì

1 Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäà-
íèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF-2026-0010).
© Ïåðåñêîêîâ À.Â., 2026

225



ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà â [1] ïðè ℓ → ∞ áûëà íàéäå-
íà àñèìïòîòèêà ñïåêòðàëüíîé ñåðèè λk,ℓ, k = 0, 1, 2, . . . è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψk,ℓ(q1, q2) âáëèçè
âåðõíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåò èçó÷åíî ïîâåäåíèå ôóíêöèé ψk,ℓ(q1, q2) ïðè
(q1, q2) ∈ R2. Êðîìå òîãî áóäåò íàéäåíî íîâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé. ×òîáû îïðåäåëèòü ψk,ℓ, âîñïîëüçóåìñÿ
êîãåðåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

Iℓ(g) =
ℓ+ 1

2π

∫
g(z)Hz

dz dz

(1+ | z |2)ℓ+2
.

Òîãäà ψk,ℓ ïðåäñòàâèìû â âèäå ψk,ℓ(q1, q2) = Iℓ(Φk,ℓ(z))+O(ℏ), ℏ→ 0.
Çäåñü z ∈ C, g(z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå ℓ, ℓ = 0, 1, 2, . . . , Hz
� êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ àëãåáðû su(2), êîòîðûå èìåþò âèä

Hz =
(1− z2)ℓ/2√

π2ℓℓ!ℏ
Hℓ

( q1 − izq2√
ℏ(1− z2)

)
exp

(
−q

2
1 + q22
2ℏ

)
,

Hℓ(q), ℓ = 0, 1, 2, . . . � ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà. Êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåí
Φk,ℓ(z) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Φk,ℓ(z) = −
1

2πi

∮
γ

uℓ+1 − zℓ+1

uℓ+1(u− z)
p(u)du, k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå u ∈ C, p(u) � àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ìíîãîòî÷å÷íîé ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷è ( ñì. [1] ), à γ � öèêë âîêðóã òî÷êè u = 0, îðèåíòè-
ðîâàííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Â ðàáîòå [2] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïåðåâàëà áûëî íàéäåíî êâàçèêëàñ-
ñè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé Hz, à òàêæå ïîëó÷åíî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå Hz ïðè ℏ → 0, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî
âáëèçè z = 1,

|q| =
√
2a. (2)

Çäåñü ÷èñëî a îïðåäåëåíî ôîðìóëîé a = ℓℏ/2, ℓ = 0, 1, 2, . . . .
Âûáåðåì ïàðàìåòð Q â óðàâíåíèè (1) â âèäå Q = b

√
a(a+ ℏ),

ãäå b >
√
6. Ïóñòü (r, φ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â R2. Ââåäåì íî-

âóþ ïåðåìåííóþ ξ = (r −
√
2a)/
√
ℏ. Â äàííîé ðàáîòå ïðè ℓ ïîðÿäêà

ℏ−1, ℏ→ 0 ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ
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ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψk,ℓ âáëèçè îêðóæíîñòè (2) â R2, ãäå ëîêàëè-
çîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Îíî èìååò âèä

ψk,ℓ =
(aβ)2α1µ

π3/2
√
ℓ!ℏ(ℓ+1)/2

(a
e

)ℓ/2
e−iℓφe−ξ

2
(∫

R2

exp(Θ0 +Θ1 + iΘ2)

×Hk(it− y)dtdy(1 +O(ℏ) +O(ℏξ6)) +
√
ℏ
∫
R2

( ξ3

3
√
2a
− β(t− iy)√

2

×(1− 3ξ2)e2iφ +
√
2aβ2(t− iy)2ξ(e2iφ + 2e4iφ)− 4

√
2aβ3(t− iy)3

×g(φ)− 2
√
2βt− 2

√
2

3
β3at(t2 − 3y2) +

β√
2

(
2aβ2(8 + 3b)

3
− 1

)
×(t+ iy)3

)
exp(Θ0 +Θ1 + iΘ2)Hk(it− y)dtdy −

√
ℏ iβ√
2

∫
R2

(t+ iy)2

× exp(Θ0 +Θ1 + iΘ2)H
′
k(it− y)dtdy(1 +O(

√
ℏ) +O(

√
ℏξ3))

)
. (3)

Çäåñü α1, µ � êîíñòàíòû ( ñì. [1] ), ÷èñëî β îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
β = 1/(

√
2a 4
√
b2 + 5b+ 6),

Θ0 = −
√
2ξ

4
√
(b+ 2)(b+ 3)

[t cos 2φ+ y sin 2φ+ i(t sin 2φ− y cos 2φ)],

Θ1 = − 1

2
√
(b+ 2)(b+ 3)

(
t2
[ √

b+ 3√
b+ 2 +

√
b+ 3

+ cos2 2φ

]

+2ty cos 2φ sin 2φ+ y2
[ √

b+ 2√
b+ 2 +

√
b+ 3

+ sin2 2φ

])
,

Θ2 =
1

2
√
(b+ 2)(b+ 3)

(
(−t2 + y2) cos 2φ sin 2φ

+2ty

[
−

√
b+ 3√

b+ 2 +
√
b+ 3

+ cos2 2φ

])
,

g(φ) = − i
3
sin3 φ e3iφ − sinφ

2
(i cosφ− 2 sinφ)e4iφ

+
1

2
(cosφ+ 3i sinφ)e5iφ − 5

6
e6iφ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå (3) çíà÷èòåëüíî ïðîùå íàéäåííûõ ðà-
íåå â [1] ôîðìóë äëÿ ψk,ℓ, ñïðàâåäëèâûõ ãëîáàëüíî, ò.å. âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå R2.
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Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ñàðäà, åñëè ôóíêöèÿ f : R2 → R
ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(R2), òî ìíîæåñòâî å¼ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
èìååò ìåðó íóëü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå óëó÷øèòü
ýòîò ðåçóëüòàò íåëüçÿ.

Ãðèíáåðã ïîñòðîèë ïðèìåð ôóíêöèè èç êëàññà C1(R2), ó êîòîðîé
ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó [1]. Â
[2] Ôåððåðà ïîñòðîèë ïðèìåð ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé C1,1/2(R2),
ó êîòîðîé ìåðà ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïîëîæèòåëüíà. Â
ñòàòüå Íîðòîíà [3] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ êëàññà C1,α(R2), ó êîòîðîé ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó. Ìû ïîñòðîèëè ïðèìåð ôóíê-
öèè, ïðè ëþáîì α ∈ (0, 1) ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó Ã¼ëüäåðà
C1,α(R2), ó êîòîðîé ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èìååò ïîëî-
æèòåëüíóþ ìåðó.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Í.À. Ãóñåâûì.
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ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
È ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß1

Ã.Ã. Ïåòðîñÿí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ, ÂÃÏÓ)
garikpetrosyan@yandex.ru

Â äîêëàäå âíà÷àëå ìû ðàññìàòðèâàåì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
E ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

GCDα
0 x(t) + x′(t) = Ax(t) + f(t), t ⩾ 0,

x(0) = x0,

ãäå GCDα
0 � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî ïîðÿäêà 0 <

α < 1, x0 ∈ E íàïåðåä çàäàíî, A : D(A) ⊂ E → E � ëèíåéíûé
çàìêíóòûé îïåðàòîð (íåîáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûé), ïîðîæäàþùèé
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ C0-ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ {T (t), t ⩾ 0}.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f : [0,+∞)→ E � íåïðåðûâíàÿ èëè ñóùåñòâåí-
íî îãðàíè÷åííàÿ íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ. Îòìå-
òèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå óäàåòñÿ âûïèñàòü ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå:

x(t) =
(
σ(t) + I1−α0 σ(t)

)
x0 +

∫ t

0

σ(t− s)f(s)ds,

ãäå I1−α0 îáîçíà÷àåò äðîáíûé èíòåãðàë ïîðÿäêà 1 − α, îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ

σ(t) =

∫ t
1
α

0

αsα−2Φα

(
t− sα

s

)
T (sα)ds,

è Φα � ôóíêöèÿ Ðàéòà-Ìàèíàðäè.
Çàòåì íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è,

ìû èññëåäóåì â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàäà÷ó
Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

GCDα
0 x(t) + x′(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, a],

x(0) = x0,

òàêæå ïîëàãàÿ, ÷òî x0 ∈ E íàïåðåä çàäàíî, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð,
ïîðîæäàþùèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ C0-ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêòû � 23-71-
10026, � 25-11-00056).
© Ïåòðîñÿí Ã.Ã., 2026
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{T (t), t ⩾ 0}, à òàêæå, ÷òî F : [0, a] × E ⊸ E � ìíîãîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïðèâîäèòñÿ ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
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Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. ÏóñòüX � íåïóñòîå îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, n ⩾ 2. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì F : X → Rn ñîõðàíÿåò ìåðó, åñëè
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A ⊂ X åãî n�ìåðíàÿ
ëåáåãîâà ìåðà mn(A) ñîâïàäàåò ñ mn(F (A)), ãäå

F (A) = {x ∈ Rn : F−1(x) ∈ A}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç MP (X) ìíîæåñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ F :
X → Rn, ñîõðàíÿþùèõ ìåðó. Îòîáðàæåíèÿ ñî ñâîéñòâîì ñîõðàíå-
íèÿ ìåðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè èíôîðìàöèè, ýðãîäè÷åñêîé
òåîðèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 5,�7]).

Â ìîíîãðàôèè [1, ãë. 5,�7] ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà 1.
Ïðîáëåìà 1. Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ

ïîäìíîæåñòâ X. Ïóñòü òàêæå ãîìåîìîðôèçì F : X → Rn óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

mn(A) = mn(F (A)) äëÿ ëþáîãî A ∈ A. (1)

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà A ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî F ∈MP (X)?
Íàïðèìåð, åñëè A ñîñòîèò èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ X íóëåâîé ìåðû,

òî ýòîãî óòâåðæäàòü íåëüçÿ (óñëîâèå (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî
C1� äèôôåîìîðôèçìà F : X → Rn ). Â ýòîì ñëó÷àå (1) ÿâëÿåòñÿ
èçâåñòíûì N -óñëîâèåì Ëóçèíà, ââåä¼ííûì â 1915 ã.

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç HN(X) ìíîæåñòâî âñåõ ãîìåîìîð-
ôèçìîâ F : X → Rn , óäîâëåòâîðÿþùèõ N�óñëîâèþ. Î÷åâèäíî,
MP (X) ⊂ HN(X).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé , êîãäà n = 2, à A ñî-
ñòîèò èç âñåõ çàìêíóòûõ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ è âñåõ çàìêíóòûõ
åäèíè÷íûõ ïîëóêðóãîâ, ëåæàùèõ â îáëàñòè X ⊂ R2.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü.Ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëèðîâêàì îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ ðàáîòû. Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü r1, r2 > 0. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂
Rn áóäåì íàçûâàòü (r1, r2)-îáëàñòüþ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1. G ñîäåðæèò çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà r1;

2. G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ øàðîâ ðàäèóñà r2;

3. öåíòðû äâóõ ëþáûõ çàìêíóòûõ øàðîâ ðàäèóñà r2, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â G, ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé òàê, ÷òî âñÿêèé çà-
ìêíóòûé øàð ðàäèóñà r2 ñ öåíòðîì íà ýòîé ëîìàíîé ñîäåð-
æèòñÿ â G.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ R2 ÿâëÿåòñÿ (r1, r2)-

îáëàñòüþ ïðè r1 =
√
65
8 , r2 =

√
2
2 . Ïóñòü òàêæå F ∈ HN(X)

è óñëîâèå (1) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ åäèíè÷íûõ êâàäðà-
òîâ è âñåõ çàìêíóòûõ åäèíè÷íûõ ïîëóêðóãîâ, ëåæàùèõ â X. Òîãäà
F ∈MP (X).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü r1 > 0, r2 =
√
2
2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò îáëàñòü

X ⊂ R2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. X ñîäåðæèò çàìêíóòûé êðóã ðàäèóñà r1;

2. X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ êðóãîâ ðàäèóñà r2;

3. äëÿ îáëàñòè X óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 íå âûïîëíÿþòñÿ äà-
æå äëÿ C∞-äèôôåîìîðôèçìîâ F .

Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ íà
îòêðûòîå ìíîæåñòâî X ⊂ R2, ïðè êîòîðûõ ãîìåîìîðôèçì F : X →
R2, ñîõðàíÿþùèé ìåðó ëþáîãî çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êâàäðàòà è
çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî ïîëóêðóãà èç X, áóäåò ñîõðàíÿòü ìåðó ëþ-
áîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâà X. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî
óñòàíîâëåííûå óñëîâèÿ ñóùåñòâåííî îñëàáèòü íåëüçÿ.
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Â äîêëàäå èçó÷àåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ êàê ïî ïðîñòðàíñòâó, òàê è
ïî âðåìåíè, òðàåêòîðèé àáñòðàêòíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ Êîøè

Dα
t u(t) = Au(t), t ⩾ 0, u(0) = u0 ∈ E

ñ äðîáíîé ïî âðåìåíè [1] ïðîèçâîäíîé ïî Êàïóòî�Äæðáàøÿíó. Ïî-
äðîáíî îáñóæäàåòñÿ [1] êîýöèòèâíàÿ êîððåêòíîñòü çàäà÷

Dα
t u(t) = Au(t) + f(t), t ⩾ 0, u(0) = u0 ∈ E

â ðÿäå àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàêîíåö, â îêðåñòíîñòè ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàòåíåíèå [2-4] äëÿ
çàäà÷

Dα
t u(t) = Au(t) + f(u(t)), t ⩾ 0, u(0) = u0 ∈ Eβ .

Áóäóò çàòðîíóòû âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äðîáíûõ óðàâíå-
íèé ÷åðåç ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ öåëîé ïðîèçâîäíîé.
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Áóäåì èññëåäîâàòü ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∂υ

∂t
= − ∂2

∂x2

[
α
∂2υ

∂x2
+ λ

∂υ

∂x
+ βυ + γυ2 − υ3

]
, (1)

υ(t, x+ 2π) ≡ υ(t, x), (2)

M(υ(t, x)) ≡ 1

2π

2π∫
0

υ(t, x)dx = 0 (3)

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà |λ|.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð λ îòðèöàòå-

ëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: −λ≫ 1.
Â (1) ïîäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà (−λ). Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó

t → (−λ)−1t è ïîëîæèì ε = (−λ)−1, ò. å. 0 < ε ≪ 1. Â ðåçóëüòàòå
ïðèõîäèì ê êðàåâîé çàäà÷å

∂υ

∂t
=
∂3υ

∂x3
− ε ∂

2

∂x2

(
α
∂2υ

∂x2
+ βυ + γυ2 − υ3

)
, (4)

υ(t, x+ 2π) ≡ υ(t, x), M(υ) = 0. (5)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýòîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè ìàëûõ ε
è ïðè t→∞.

Â ñëó÷àå ε = 0 ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

∂υ

∂t
=
∂3υ

∂x3
, υ(t, x+ 2π) ≡ υ(t, x), M(υ) = 0. (6)

Âñå êîðíè λk õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ (6) ÿâëÿþòñÿ
÷èñòî ìíèìûìè: λk =−ik3 (k = ±1,±2, . . .). Òåì ñàìûì â (4), (5) ðåà-
ëèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèé â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè. Ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ òàêîãî òèïà êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ
ðàçðàáîòàíà â (1,2). Ïðèìåíèì å¼ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ïîëîæèì â (4), (5)

υ = υ0(t, τ, x) + ευ1(t, τ, x) + . . . , τ = εt, (7)

υ0(t, τ, x) =

∞∑
k=−∞, k ̸=0

ξk(τ) exp(ikx− ik3t). (8)
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Çàâèñèìîñòü îò t è x â (7) ïðåäïîëàãàåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé è
M(υ0(t, τ, x)) = 0. Ïîäñòàâèì (7) â (4). Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
υ1(t, τ, x) ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

∂υ1
∂t

=
∂3υ1
∂x3

− ∂υ0
∂τ
− ∂2

∂x2

(
α
∂2υ0
∂x2

+ βυ0 + γυ20 − υ30
)
. (9)

Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (9) â óêàçàííîì êëàññå ôóíêöèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ξk(τ) ôîðìàëüíîãî ðÿäà (8) ïðèõîäèì ê áåñ-
êîíå÷íîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dξk
dτ

= −αk4ξk + k2βξk − 3k2ξk

2

∞∑
j=−∞, j ̸=0

|ξj |2 − |ξk|2
 , (10)

k = ±1,±2, . . . .
Ñèñòåìà (10) èãðàåò ðîëü íîðìàëüíîé ôîðìû. Å¼ íåëîêàëüíàÿ

äèíàìèêà îïðåäåëÿåò, íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (8), ïîâåäåíèå ðåøå-
íèé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (2), (3) â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñèñòåìó (10) ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî
ââåä¼ì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî

∞∑
j=−∞, j ̸=0

|ξj |2 =M(υ20(t, τ, x)). (11)

×åðåç ω(τ, x) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ

ω(τ, x) =

∞∑
k=−∞, k ̸=0

ξk(τ) exp(ikx), (12)

ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ξk òå æå, ÷òî è â ôîðìóëå (8). Ïîýòîìó

∞∑
j=−∞, j ̸=0

|ξj |2 =M([ω(τ, x)]2). (13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(ω) áåñêîíå÷íîìåðíûé âåêòîð

N(ω) = (. . . , ξ−2 exp(−2ikx), ξ−1 exp(−ikx), ξ1 exp(ikx), ξ2 exp(2ikx), . . .).

Òîãäà

N̄(ω) = (. . . , ξ2 exp(2ikx), ξ1 exp(ikx), ξ−1 exp(−ikx), ξ−2 exp(−2ikx), . . .).
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Óìíîæåíèå âåêòîðîâ ñ÷èòàåì íèæå ïîêîîðäèíàòíûì. Ïîýòîìó

N(ω)N̄(ω) = (. . . , |ξ2|2, |ξ1|2, |ξ1|2, |ξ2|2, . . .).

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (N(ω)N̄(ω), N(ω)) â èòîãå ïðèõî-
äèì ê ôîðìóëå

(N(ω)N̄(ω), N(ω)) =

∞∑
k=−∞, k ̸=0

ξk|ξk|2 exp(ikx).

Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìó (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∂ω

∂τ
= −α∂

4ω

∂x4
− β ∂

2ω

∂x2
+ 3

[
2M(ω2)− 3

(
N(ω)N̄(ω), N

(
∂2ω

∂x2

))]
.

(14)

Ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò äîïîëíèòü ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè

ω(τ, x+ 2π) ≡ ω(τ, x). (15)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (14), (15) èìååò ðåøåíèå

ω(τ, x), êîòîðîå îãðàíè÷åíî ïðè τ →∞, x ∈ [0, 2π] âìåñòå ñ ∂2ω(τ,x)
∂x2 .

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1)� (3) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èìå-
åò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε) ðåøåíèå
υ(t, x, ε) = υ0(t, τ, x) + O(ε), ãäå υ0(t, τ, x) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé äëÿ ω(τ, x).
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Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ìåòîä ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè (MOR �
method of order reduction). Äàííûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê
çàäà÷å ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, íî îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè èçíà÷àëü-
íîé ñèñòåìû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îäèíàêîâîé òî÷íîñòè ïðèìåíåíèå
MOR-ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèþ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êîëåáà-
íèé ìåìáðàíû òðåáóåò íà ïîðÿäîê ìåíüøå âû÷èñëåíèé, ÷åì ñòàí-
äàðòíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.

Ïóñòü èìååòñÿ ñåòêà èç ñòðóí ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè, íàòÿ-
íóòàÿ â ïëîñêîñòè xOy è çàêðåïë¼ííàÿ ïî êîíòóðó êâàäðàòà Q =
[0; l]× [0; l].

Óçëû ñåòêè � òî÷êè ïðèìûêàíèÿ ñòðóí äðóã ê äðóãó � èìåþò
êîîðäèíàòû (ih; jh), ãäå i, j ∈ N ìåíÿþòñÿ îò 0 äî n = l/h (ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî l íàöåëî äåëèòñÿ íà h). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ê âíóòðåííèì
óçëàì ñåòêè ïðèêðåïëåíû ãðóçû îäèíàêîâîé ìàññû µ; âäîëü ñòðóí
ðàñïðåäåëåíà ìàññà ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ è îíè èìåþò ïîñòîÿí-
íîå íàòÿæåíèå τ . Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ýòó ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó
ìåòðè÷åñêèì ãðàôîì G, ñîñòàâëåííûì èç ð¼áåð ei è âåðøèí vj , èçîá-
ðàæàþùèõ ñîîòâåòñòâåííî ñòðóíû è ìåñòà èõ ñòûêîâêè. Ìíîæåñòâî
âåðøèí vj , ëåæàùèõ íà ãðàíèöå êâàäðàòà Q, îáîçíà÷èì ∂G0. Ýòè
âåðøèíû áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûìè, à îñòàëüíûå � âíóòðåííè-
ìè. Ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç âíóòðåííèõ âåðøèí è òî÷åê âñåõ
ð¼áåð, îáîçíà÷èì ÷åðåç G◦.

Êâàäðàòû ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñëåäóþùåé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà
ãðàôå G:

τu′′(x) + λρu(x) = 0, (1)

∑
j∈I(vi)

τu′νj (vi) + λµu(vi) = 0, (2)

u
∣∣
∂G0

= 0. (3)

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàçìåðàõ ÿ÷ååê äàííàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê ìåìáðàíå(â ñìûñëå áëèçîñòè
ñïåêòðîâ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé), ðàñòÿíóòîé â êâàäðàòå
Q = [0, l] × [0, l], åñëè å¼ íàïðÿæåíèå σ0 ñâÿçàíî ñ íàòÿæåíèåì τ
ôîðìóëîé τ = σ0h, à ïëîòíîñòü ρ0 ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ ñåòêè ρ
ôîðìóëîé 2ρh+ µ = ρ0h

2.
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Ìû èçó÷èì ïîâåäåíèå ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 ïðè èç-
ìåíåíèè ρ îò åãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ � ρ = h2/2 äî ìèíè-
ìàëüíîãî � ρ = 0. Âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ áóäåì
îáîçíà÷àòü ïàðîé (ρ, µ). Êðàéíèå ñëó÷àè òîãäà îïèñûâàþòñÿ ïàðàìè:
(0, ρ0h2) è (ρ0h/2, 0).

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòû ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìåìáðà-
íû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

σ0∆u+ λρ0u = 0, (4)

u
∣∣∣
∂Q

= 0. (5)

Ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (1) - (3) ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï
Ðýëåÿ.

λ(ρ) = inf
U

∫
G

τu′2dl∫
G

ρu2dl +
∑
vi∈V

µu2(vi)
= inf Φu(ρ),

çäåñü λ(ρ) - ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (1) - (3), U - íàáîð
ôóíêöèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà
G è îáíóëÿþùèõñÿ íà ãðàíèöå ∂G0.

Òåîðåìà 1. Ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ(ρ) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñ-
òàþùåé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé ρ íà îòðåçêå [0, ρ0h/2]

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñàìîå áîëüøîå îòêëîíåíèå λ0(ρ) îò òî÷íîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 çàäà÷è (4) - (5) ïîëó÷à-
åòñÿ ïðè ðàñïðåäåëåíèè ìàññ (0,ρ0h2), à ñàìîå ìàëåíüêîå � ðàâíîå
íóëþ � ïðè ðàñïðåäåëåíèè (ρ0h/2, 0).

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò äîâîëüíî áûñòðî ïîëó÷èòü îöåíêó ýòîãî îò-
êëîíåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, èìååì:

δ = λ0 − λ(0) =
2σ0π

2

ρ0l2
−

8σ0 sin
2( π2n )

ρ0h2
=

π4σ0
6ρ0l2n2

+ o

(
1

n2

)
Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó òðåáóåìîãî ÷èñëà óçëîâ äëÿ îáåñïå÷å-

íèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè (ïîãðåøíîñòè) ϵ Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàïåð¼ä
çàäàííîé ïîãðåøíîñòè ϵ íóæíî âçÿòü ÷èñëî ÷àñòåé n, íà êîòîðûå
ðàçáèâàåòñÿ îòðåçîê äëèíû l öåëóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ÷èñëà, èñõîäÿ
èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

n2 ≈ 1

ϵ

π4σ0
6ρ0l2

.
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Îäíàêî, MOR-ýôôåêò âîçíèêàåò ïðè ñëåäóþùåì ïîäõîäå ê âû-
÷èñëåíèÿì: ñíà÷àëà ìåìáðàíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñåòêîé èç ñòðóí, à
çàòåì ê ïîëó÷åííîé ñåòêå ïðèìåíÿåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ λ0
ðàçíîñòíûì ìåòîäîì c äâóõìàñøòàáíîé ñõåìîé áóäåò ñîäåðæàòü â
k2 ðàç ìåíüøå óðàâíåíèé, ÷åì ýòî èìååò ìåñòî â îáû÷íîé ñõåìå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ λ0 ñ òîé æå òî÷íîñòüþ.
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1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-71-10087).
© Ïóñòîâîéòîâ Ñ.Å., 2026
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Áèðêãîôîì [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïëîñêèé áèëëèàðä, îãðàíè÷åííûé
ýëëèïñîì, áåç äåéñòâèÿ ñòîðîííèõ ñèë ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóå-
ìîé ñèñòåìîé, ò.å. îí äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ,
íåçàâèñèìûé ñ ãàìèëüòîíèàíîì. Äîáàâëåíèå ñòîðîííèõ ñèë èçìåíÿ-
åò äèíàìèêó ñèñòåìû è ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íàðóøèòü èíòåãðèðóå-
ìîñòü. Â.Â. Êîçëîâûì [2] áûë ïðåäëîæåí êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè
áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì.

Êðèòåðèé (Êîçëîâ). Áèëëèàðä â ýëëèïñå ñ ïîëóîñÿìè
√
a è
√
b,

ñíàáæåííûé ïîòåíöèàëîìW ∈ C∞(B), äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë
âèäà

F =
p2x
a

+
p2y
b
− (xpy − pxy)2

ab
+ f(x, y),

åñëè è òîëüêî åñëè ïîòåíöèàë W óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(a− b)Wxy + 3(yWx − xWy) +Wxy(y
2 − x2) + xy(Wxx −Wyy) = 0

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êîçëîâà â êëàññå ìíîãî÷ëåíîâ áûëî ïðåäëîæåíî
Ñ.Å. Ïóñòîâîéòîâûì [3].

Òåîðåìà (Ïóñòîâîéòîâ). Óðàâíåíèå Êîçëîâà â ýëëèïòè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

x(λ1, λ2)y(λ1, λ2)(
W1 −W2

λ1 − λ2
−W12) = 0,

ãäå Wi � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè W ïî λi.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â êëàññå ïîëèíîìîâ èìååò âèä

W =
P (λ1)− P (λ2)

λ1 − λ2
,

ãäå P � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ò.å. òàêîé, ÷òîáû

ïðè ëþáîì C = const ôóíêöèÿ P (t) + Ct íå ïðèíèìàëà ðàâíûå çíà-
÷åíèÿ â òðåõ ñâîèõ ýêñòðåìóìàõ. Äëÿ áèëëèàðäîâ ñ òàêèì ïîòåí-
öèàëîì èçó÷èì îñîáåííîñòè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ñîäåðæàùèå íåâû-
ðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ ïî÷òè
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìîâ, îïèñàííóþ â [4].

Òåîðåìà. Íåâûðîæäåííûå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 ýëëèïòè÷åñêî-
ãî áèëëèàðäà ñ ïîëèíîìèàëüíûì ïîòåíöèàëîì èìåþò òèï öåíòð-
öåíòð, öåíòð-ñåäëî èëè ñåäëî-ñåäëî. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ÷åòûðåõ-
ìåðíîé îêðåñòíîñòè òî÷åê öåíòð-öåíòð ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî
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ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ 2-àòîìîâ A. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ îêðåñò-
íîñòåé ñëîåâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè öåíòð-ñåäëî, ïîñëîéíî ãîìåî-
ìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 2-àòîìà A è îäíîãî èç 2-àòîìîâ B,
B2, C2 èëè C4. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ îêðåñòíîñòåé ñëîåâ, ñîäåðæàùèõ
òî÷êè ñåäëî-ñåäëî, ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî ïî÷òè ïðÿìîìó ïðîèçâå-
äåíèþ B×B, B×B2, B×C2, B×C4, B2×B2, B×B2/Z2, B×C2/Z2,
B2 × C2/Z2 èëè B × C4/Z2.

Ëèòåðàòóðà
1. Áèðêãîô Äæ. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû / Äæ. Áèðêãîô �

Èæåâñê: Èçäàòåëüñêèé äîì ¾Óäìóðòñêèé óíèâåðñèòåò¿, 1999
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ñèñòåìû. Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, êëàññèôèêàöèÿ. / À.Â. Áîëñèíîâ,
À.Ò. Ôîìåíêî � Èæåâñê: ÐÕÄ, 1999.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ
ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ
Å.Â. Ðàåöêàÿ (Âîðîíåæ, ÂÃËÒÓ)

raetskaya@inbox.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà

ε
∂x(t, s, ε)

∂t
= B

∂x(t, s, ε)

∂s
+Du(t, s, ε) (1)

ñ óñëîâèÿìè
x(0, s, ε) = α0(s), (2)

x(
T

2
, s, ε) = β0(s), (3)

x(T, s, ε) = γ0(s), (4)

ãäå t ∈ [0, T ], s ∈ [0, S], ε ∈ (0, ε0); x(t, s, ε) ∈ Rn; u(t, s, ε) ∈ Rm;
B, D � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.

© Ðàåöêàÿ Å.Â., 2026
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Íàðÿäó ñ âîçìóùåííîé ñèñòåìîé (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ
ñèñòåìà (ε = 0)

B
∂x(t, s)

∂s
+Du(t, s) = 0, (5)

ñ óñëîâèÿìè

x(0, s) = α0(s), x(
T

2
, s) = β0(s), x(T, s) = γ0(s). (6)

Îäíîé èç öåëåé èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå âëèÿíèÿ ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà íà âîçìîæíîñòü ïåðåâîäà ñèñòåìû (1) èç ïðîèçâîëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ (2) â ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå (4) ïîä âëèÿíèåì êàêîãî
ëèáî óïðàâëåíèÿ u(t, s, ε), ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (3).

Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì êàñêàäíîé äåêîìïîçèöèè [1]-
[7], áàçèðóþùåìñÿ íà ñâîéñòâàõ íåòåðîâîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ìàò-
ðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà D. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ äåêîìïîçèöèè
ïîëíîñòüþ çàâåðøàåòñÿ çà ÷èñëî øàãîâ p, íå ïðåâûøàþùåå ðàçìåð-
íîñòè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà (0 ⩽ p ⩽ n).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé p = 1.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå ïàðû ôóíêöèé

x(t, s, ε), u(t, s, ε) - ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (1)-(4).
Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè â

óñëîâèÿõ (2)-(4) è (6). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ïðå-
äåëüíîé çàäà÷è (5), (6), ñòðîèòñÿ ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è - ïàðà
ôóíêöèé x(t, s), u(t, s).

Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòå-
ìû (1) ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèÿ, ãåíåðèðóþùåãî ÿâëåíèå ïî-
ãðàíñëîÿ. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ òàêîå
ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è, ÷òî ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

x(t, s, ε) = x(t, s) + v(t, s, ε), (7)

ãäå v(t, s, ε) - ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîÿ âáëèçè ãðàíèö t = 0, t = T
2 , t = T .

Îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïåðâîãî øàãà
òàêæå ñòðîèòñÿ â âèäå

x1(t, s, ε) = x1(t, s) + v1(t, s, ε), (8)

ãäå x1(t, s) - îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäåëüíîé ñèñòåìû ïåðâîãî
øàãà äåêîìïîçèöèè.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèé ïîäðîáíî èçëîæåí â
ðàáîòå [7].
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Ñëàãàåìîå v1 = v1(t, s, ε) â (8) - ýòî ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîÿ âáëèçè
ãðàíèö t = 0, t = T

2 , t = T , óäîâëåòâîðÿþùàÿ øåñòè, ïîëó÷åííûì â
ïðîöåññå äåêîìïîçèöèè, óñëîâèÿì âèäà

∂jv1
∂tj
|t=0 =

1

εj
µj ,

∂jv1
∂tj
|t=T

2
=

1

εj
νj ,

∂jv1
∂tj
|t=T =

1

εj
ηj , (9)

ãäå µj = µj(0, s), νj = νj(
T
2 , s), ηj = ηj(T, s), j = 0, 1.

Ôóíêöèÿ v1(t, s, ε) ñòðîèòñÿ â âèäå

v1(t, s, ε) =

3∑
i=1

ci(s, ε) · eqi(t,ε) +
3∑
i=1

ci+3(s, ε) · φi(t, ε) · eqi(t,ε), (10)

ñ ïîêàçàòåëÿìè q1(t, ε) = − t
2

ε , q2(t, ε) = −
(t−T

2 )2

ε , q3(t, ε) = − (t−T )2

ε ;

ñ êîýôôèöèåíòàìè φ1(t, ε) =
t
ε , φ2(t, ε) =

(t−T
2 )

ε , φ3(t, ε) =
(t−T )
ε .

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (10) â óñëîâèÿ (9) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ cj(s, ε), j = 1, 6.

Â ïðîöåññå îáðàòíîãî õîäà äåêîìïîçèöèè âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) â âèäå (7). Çàòåì ñòðî-
èòñÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è â âèäå

u(t, s, ε) = u(t, s) + w(t, s, ε), (11)

ãäå w(t, s, ε) â (11) - ýòî ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîÿ âáëèçè ãðàíèö t = 0,
t = T

2 , t = T .
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Ê ÒÅÎÐÈÈ ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÊÎØÈ�ÐÈÌÀÍÀ Ñ ÑÈËÜÍÎÉ ÏÎËßÐÍÎÉ

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ Â ÌËÀÄØÈÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÕ
À.Á. Ðàñóëîâ (Ìîñêâà, ÌÝÈ)

rasulzoda55@gmail.com

Îáùåèçâåñòíî, íàñêîëüêî âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ èãðàåò
òåîðèÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîçäàííàÿ È.Í. Âåêóà
[1]. Îíà èìååò ãëóáîêèå ñâÿçè ñî ìíîãèìè ðàçäåëàìè àíàëèçà, ãåîìåò-
ðèè è ìåõàíèêè, âêëþ÷àÿ êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, òåîðèþ
ïîâåðõíîñòåé, òåîðèþ îáîëî÷åê è ãàçîâóþ äèíàìèêó.

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, áûëè îáîáùåíû íà ñèñòåìû ñ íåñêîëü-
êèìè íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ïðè ðåãóëÿðíûõ êîýôôèöèåíòàõ
(ñì., íàïðèìåð, [2], [3]).

Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè, êîýôôè-
öèåíòû ìëàäøèõ ïîðÿäêîâ êîòîðûõ èìåþò ïîëÿðíûå îñîáåííîñòè,
èññëåäîâàíû íåäîñòàòî÷íî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îäíîé òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàéäåíû
èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è èññëåäîâàíû ãðàíè÷íûå çàäà÷è.

Ïóñòü îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü D ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò è îãðà-
íè÷åíà ïðîñòûì êóñî÷íî-ãëàäêèì ëÿïóíîâñêèì êîíòóðîì Γ.

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

ρ(z) = z̄ |z|n−1, n > 1.

© Ðàñóëîâ À.Á., 2026
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Â ñòàíäàðòíîé çàïèñè, ãäå 2∂z̄ = ∂x+i∂y, uk(z) = u1k(x, y)+iu2k(x, y),
k = 1, 2, . . . , n, â îáëàñòè D0 = D \{0} ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ ñèëüíîé îñîáîé òî÷êîé ñëåäóþùåãî âèäà:

∂uk
∂z̄
− a

ρ
uk + ak1(z)u1 + ak2(z)u2 + · · ·+ akn(z)un = fk,

k = 1, 2, . . . , n,

(1)

ãäå a � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à akl(z) ∈ C(D), k, l = 1, n, ÿâëÿþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z â îáëàñòè D.

Ïîëó÷åíî ÿâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ñèñòå-
ìû (1). Ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (1)
ïîëó÷åíî è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, à èìåííî, êîãäà êîýôôèöèåíò
a ∈ C(D) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à êîýôôèöèåíòû akl(z) ∈
Lp(D), p > 2, k, l = 1, n.
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evheny@yandex.ru

Ïóñòü C - êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü,D - åäèíè÷íûé êðóã íà C,H(D)
- ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D, a+ = max(0, a), a ∈
R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (r, f) õàðàêòåðèñòèêó Ð. Íåâàíëèííû ôóíêöèè
f ∈ H(D) [2], à ÷åðåç Tα(r, f) � α-õàðàêòåðèñòèêó Ì.Ì. Äæðáàøÿíà
[1]:

Tα(r, f) =
r−(α+1)

2π · Γ(α+ 1)

∫ π

−π

(∫ r

0

(r − t)α ln |f(teiφ)|dt
)+

dφ, α > −1,
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ãäå Γ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà, lim
α→−1

Tα(r, f) = T (r, f).

Ðàññìîòðèì êëàññ Ì.Ì. Äæðáàøÿíà (ñì. [1])

Nα :=

{
f ∈M(D) : sup

0<r<1
Tα(r, f) ⩽ C

}
, α > −1,

ãäå C > 0 - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé çàâèñÿò
ðàçâå ÷òî îò ôóíêöèè f .

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó êðàòíîé èíòåðïîëÿöèè â êëàññå Nα:
ïóñòü {zk}∞1 ⊂ D è {wk}∞1 ⊂ C; pj � êðàòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà zj
â {zk}∞1 , sj ⩾ 1 � êðàòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà zj íà îòðåçêå {zk}j1.
Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà {zk} è {wk} ìîæíî ïîñòðîèòü â
ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ f ∈ Nα, òàêóþ ÷òî

f (sk−1)(zk) = wk, k = 1, 2, . . .? (1)

Äëÿ ëþáîãî α > −1 ñèìâîëîì πα(z, zk) áóäåì îáîçíà÷àòü áåñêî-
íå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Ì.Ì. Äæðáàøÿíà ñ íóëÿìè â òî÷êàõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {zk}∞1 ⊂ D, 0 < |zk| ⩽ |zk+1| < 1, k = 1, 2, ... (ñì. [1]).
Îáîçíà÷èì πα,n(z, zk) ïðîèçâåäåíèå πα(z, zk) áåç n-ãî ôàêòîðà. Åñëè
α = m ∈ Z+ ïðîèçâåäåíèå Äæðáàøÿíà èìååò âèä:

πm(z, zk) =

+∞∏
k=1

zk(zk − z)
1− zkz

exp

m∑
j=0

1

j + 1

(
1− |zk|2

1− zkz

)j+1

.

Ïðîèçâåäåíèå πα(z, zk) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â D òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

+∞∑
k=1

(1− |zk|)α+2 < +∞. (2)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk}∞1 , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (2) è

sup
k⩾1
{pk} < +∞,

|πα,k(zk, zj)| ⩾ exp
−M

(1− |zk|)
1

α+2

,

ãäå M > 0, îòíåñåì ê êëàññó ∆.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü {zk}∞1 ⊂ D íàõîäèòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå óã-
ëîâ Øòîëüöà. Åñëè {zk}∞1 ∈ ∆, òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{wk}∞1 òàêîé, ÷òî

ln+ |wk| = O
(
(1− |zk|)−1/(α+2)

)
, k → +∞, (3)

ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f ∈ Nα, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(1) ïðè âñåõ sk ⩾ 1.

Îáðàòíî, åñëè çàäà÷à (1) ñ óñëîâèåì (3) ðàçðåøèìà, òî {zk}∞1 ∈
∆.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â êëàññàõ òèïà Íåâàíëèííû
áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [3-4].
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ÊÎÍÖÈÐÊÓËßÐÍÎ-ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎ ÊÅËÅÐÎÂÛ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß1

À.Ð. Ðóñòàíîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÃÑÓ)
aligadzhi@yandex.ru

Îïðåäåëåíèå 1. [1] Ïî÷òè ýðìèòîâîé (êîðî÷å, AH-) ñòðóêòó-
ðîé íà ìíîãîîáðàçèè Ì íàçûâàåòñÿ ïàðà (J,g), ãäå J � ïî÷òè êîì-
ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà Ì, g � (ïñåâäî) ðèìàíîâà ìåòðèêà íà Ì.
Ïðè ýòîì ⟨JX, JY ⟩ = ⟨X,Y ⟩ ; X,Y ∈ X (M). Ýíäîìîðôèçì J íàçû-
âàåòñÿ ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì. Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì
ôèêñèðîâàíà ïî÷òè ýðìèòîâàÿ ñòðóêòóðà, íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ýð-
ìèòîâûì (êîðî÷å, AH-) ìíîãîîáðàçèåì.

1
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Îïðåäåëåíèå 2. [1] AH-ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè Ì íàçû-
âàåòñÿ ïðèáëèæåííî (nearly) êåëåðîâîé (êîðî÷å, NK-) ñòðóêòó-
ðîé, åñëè íà Ì âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ∇X(J)Y + ∇Y (J)X = 0;
X,Y ∈ X (M).

Ëåììà 1. Íà NK-ìíîãîîáðàçèè èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
Bagbc Bdhg = −B

ag
dhBbcg.

Îñíîâíûì êîíöèðêóëÿðíûì èíâàðèàíòîì ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãî-
îáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû, âû÷èñëÿåìûé
ïî ôîðìóëå [2]:

Z(X,Y )Z = R(X,Y )Z − χ

n(n− 1)
(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ),

ãäå χ � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, n = dimM � ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðà-
çèÿ.

Äëÿ NK-ìíîãîîáðàçèÿ íå áîëåå äâóõ èç îñíîâíûõ êîíöèðêóëÿð-
íûõ èíâàðèàíòîâ ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ, à èìåííî, êîíöèðêó-
ëÿðíûå èíâàðèàíòû Z1 ñ êîìïîíåíòàìè

{
Zâbcd̂,Zab̂ĉd

}
è Z2 ñ êîìïî-

íåíòàìè
{
Zâb̂cd,Zabĉd̂

}
.

Ïðåäëîæåíèå 1. NK-ìíîãîîáðàçèå êîíöèðêóëÿðíî-ïëîñêî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Z1 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2. Êîíöèðêóëÿðíûé èíâàðèàíò Z2

NK-ìíîãîîáðàçèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Z2(X,Y )Z =
1
2 {Z(X,Y )Z −Z(JX, JY )Z} ; X,Y, Z ∈ X (M).

Îïðåäåëåíèå 3. NK-ìíîãîîáðàçèå, äëÿ êîòîðîãî Z2 =
0, íàçîâåì NK-ìíîãîîáðàçèåì êëàññà Z2, èëè êîíöèðêóëÿðíî-
ïàðàêåëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Òåîðåìà 1. Êîíöèðêóëÿðíî-ïàðàêåëåðîâî NK-ìíîãîîáðàçèå íó-
ëåâîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû èçîìåòðè÷íî êîìïëåêñíîìó åâêëèäîâó
ïðîñòðàíñòâó Cn, ñíàáæåííîìó ñòàíäàðòíîé ýðìèòîâîé ìåòðè-
êîé. Êëàññ êîíöèðêóëÿðíî-ïàðàêåëåðîâûõ NK-ìíîãîîáðàçèé íåíóëå-
âîãî ïîñòîÿííîãî òèïà ñîâïàäàåò ñ êëàññîì øåñòèìåðíûõ ñîá-
ñòâåííûõ NK-ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 2. Êîíöèðêóëÿðíî-ïàðàêåëåðîâî NK-ìíîãîîáðàçèå Ì
ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì ïîñòîÿííîé íåîòðèöàòåëüíîé
ñêàëÿðíîé êðèâèçíû. Ïðè ýòîì åãî ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà íóëþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ì � êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Òåîðåìà 3. Êîíöèðêóëÿðíî-ïëîñêîå øåñòèìåðíîå NK-
ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíû c = χ

2n(2n−1) , ðàâíîé ïîñòîÿííîé òèïà ìíîãîîáðàçèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå Ì íàçûâàåòñÿ
êîíöèðêóëÿðíî-ðåêóððåíòíûì, åñëè äëÿ åãî òåíçîðà êîíöèðêóëÿð-
íîé êðèâèçíû Z âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ∇Z = r⊗Z, ãäå r � êîâà-
ðèàíòíûé âåêòîð íà Ì. Ñëó÷àé r ̸= 0 íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì.
Â ñëó÷àå r = 0, ò.å. åñëè ∇Z = 0, ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ êîíöèð-
êóëÿðíî ñèììåòðè÷íûì.

Òåîðåìà 4. Êîíöèðêóëÿðíî-ðåêóððåíòíîå NK-ìíîãîîáðàçèå ÿâ-
ëÿåòñÿ êåëåðîâûì.

Òåîðåìà 5. Êîíöèðêóëÿðíî ðåêóððåíòíîå NK-ìíîãîîáðàçèå ëèáî
êîíöèðêóëÿðíî-ñèììåòðè÷íî, ëèáî ëîêàëüíî èçîìîðôíî ïðîèçâåäå-
íèþ êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Cn è äâóìåðíîãî êåëåðî-
âà ìíîãîîáðàçèÿ. Â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, óêàçàííûå
èçîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé-
Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-ßõüè â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà ñ íóëåâîé ïî-
ñòîÿííîé ïëîùàäåé. Äàííàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âïîëíå èí-
òåãðèðóåìóþ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

H =M2
1 +M2

2 + 2M2
3 + 2λM3 + a1α1 + a2α2−

−b1b2α1α2 − 1
4 (b

2
1 − b22)(α2

1 − α2
2) + cα

2

α2
3
.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîí-
äà (ïðîåêò � 25-21-00086) â Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå (íàöè-
îíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåðñèòåòå).
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Çäåñü p = {a1, a2, b1, b2, λ, c} � âåêòîð ïàðàìåòðîâ, M ,α ∈ R3 � ôà-
çîâûå ïåðåìåííûå. Ôóíêöèÿ

F =

[
M2

1 −M2
2 − a1α1 + a2α2 −

1

4
(b21 − b22)α2

3 − c
α2
1 − α2

2

α2
3

]2
+

+

[
2M1M2 − a1α2 − a2α1 −

1

2
b1b2α

2
3 − 2c

α1α2

α2
3

]2
−

−4λ(M3 + λ)

[
M2

1 +M2
2 + c

(
1 +

α2

α2
3

)]
+λα3

{[
4a1 − 2b1b2α2 − (b21 − b22)α1

]
+

+M2

[
4a2 − 2b1b2α1 + (b21 − b22)α2

]}
ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå,
îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè: (M ,α) = 0,α2 = 1 ([1], [2]). Êðîìå òîãî,
â ðàáîòå [2] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïåðåìåííûõ ðàçäå-
ëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âåêòîðà p.

Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ E(z, ζ), êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþò-
ñÿ ôóíêöèè H, F è α2, èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä [2], [3]:

E(z, ζ) = 0, (1)

ãäå

E(z, ζ) = ζ2 + d1ζ + d0,

d1 = z6 − 2(h+ λ2)z4+

+
[
f + 2(c+ λ2)(h+ λ2)− 1

2 (a
2
1 + a22)α

2 − (c− λ2)2
]
z2+

+ 1
2 (a

2
1 + a22)(c− λ2)α2,

d0 = 1
16 [(a1 − b1z)

2 + (a2 − b2z)2][(a1 + b1z)
2 + (a2 + b2z)

2]×

×[(z − λ)2 − c][(z + λ)2 − c]α4.

Êðèâóþ (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëåâîé óðîâåíü îòîáðàæåíèÿ
E : C × C → C. Äèñêðèìèíàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ̃ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî òàêèõ çíà÷åíèé èíòåãðàëüíûõ ïîñòîÿííûõ f , h è ïàðà-
ìåòðîâ âåêòîðà p, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

E(z, ζ) = 0,
∂

∂z
E(z, ζ) = 0,

∂

∂ζ
E(z, ζ) = 0.

èìååò ðåøåíèå â C × C, òî åñòü êîãäà 0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà-
÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ E .
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âïåðâûå ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
äèñêðèìèíàíòíîé ïîâåðõíîñòè Σ̃. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà c = 0,
ýòà ïîâåðõíîñòü ðàñïàäàåòñÿ íà òðè êîìïîíåíòû: ïàðàìåòðè÷åñêèå
ïîâåðõíîñòè Γ1,2 è Γ3 :f = a21 + a22. Ïîâåðõíîñòè Γi (i = 1, 2) çàäàþò-
ñÿ ôîðìóëàìè:

f(t) = (t− λ2)2 ±
[
(a2

1 + a2
2)

2 − [(a1b1 + a2b2)
2 − (a1b2 − a2b1)

2]t
]
(t− λ2)2

2t2
√

4(a1b2 − a2b1)2t+ [a2
1 + a2

2 − (b21 + b22)t]
2

+

+
(a2

1 + a2
2)[(t+ λ2)2 − 2λ4]

2t2
,

h(t) = t− λ2 +
(a2

1 + a2
2)λ

2

4t2
∓

∓ (b21 + b22)
2t3 + (a2

1 + a2
2)

2λ2 − [(a1b1 + a2b2)
2 − (a1b2 − a2b1)

2]t(t+ λ2)

4t2
√

4(a1b2 − a2b1)2t+ [a2
1 + a2

2 − (b21 + b22)t]
2

,

ãäå âåðõíèå çíàêè ñîîòâåòñòâóþò Γ1, à íèæíèå � Γ2.
Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà c ̸= 0, äèñêðèìèíàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ̃

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé Γ̃i (i = 1, 2). Ââå-
ä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

A = a21 + a22, B = b21 + b22, C = (a1b1 + a2b2)
2 − (a1b2 − a2b1)2,

R1 =
√
4(a1b2 − a2b1)2t+ (A−Bt)2,

R2 =
√
(c− t)2 − 2(c+ t)λ2 + λ4,

M = λ2(c+ t− λ2)2 + (c− t)R2
2, N = (c− λ2)2 − t(c+ λ2),

Ff =
4ct2[B2t− 4a1a2b1b2 − (a21 − a22)(b21 − b22)]λ2 + (A2 − Ct)M

2t2R1R2
,

Fh =
B2t3(c− t+ λ2) +A2N − Ct[(c− λ2)2 − t2]

4t2R1R2
.

Òîãäà ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé Γ̃1,2 ïðèíèìàåò âèä:

Γ̃1,2 :


f(t) = R2

2 +
A[(c− t)2 + 2tλ2 − λ4]

2t2
± Ff ,

h(t) = t− λ2 − A(c− λ2)
4t2

∓ Fh,

ãäå âåðõíèå çíàêè ñîîòâåòñòâóþò Γ̃1, à íèæíèå � Γ̃2.
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Äèñêðèìèíàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ̃ ìîæåò áûòü ïîëîæåíà â îñíî-
âó èññëåäîâàíèÿ ôàçîâîé òîïîëîãèè âñåãî èíòåãðèðóåìîãî ñåìåé-
ñòâà Êîâàëåâñêîé-Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-ßõüè, â ÷àñòíîñòè, àíàëèçà
áèôóðêàöèé òîðîâ Ëèóâèëëÿ â êîìïàêòíîì ñëó÷àå è öèëèíäðîâ � â
íåêîìïàêòíîì.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé î âçàèìîïðîíèêàþùèõ êîíòèíóóìàõ
ïðè îïèñàíèè ÿâëåíèé ïåðåíîñà â èçîòðîïíûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ [1]
ñèíòåçèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëàìèíàðíîãî ïðîñà÷èâàíèÿ â
ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå èäåàëüíîãî âûòåñíåíèÿ, ïðè÷åì ïîòîê
èìååò áîëåå âûñîêóþ òåìïåðàòóðó ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðèñòîé ìàòðè-
öåé ïðè âûïîëíåíèè ëîêàëüíîãî òåðìîðàâíîâåñèÿ ôàç:

∂T (X, θ) /∂θ + ∂T (X, θ) /∂X = ∂2T (X, θ)
/
∂X2; (1)

ñ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

T (X, θ) = 0, T (0, θ) = 1 (θ)− 1 (θ − θ0) , ∂T (∞, θ) /∂X = 0, (2)

ãäå θ0 - îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà; 1 (θ) - ôóíêöèÿ
Õýâèñàéäà

Ê ñèñòåìå (1), (2) ïðèìåíåíî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà [2] ïî ïåðåìåííîé θ:

d2TL (X, s)
/
dX2 − dTL (X, s) /dX − sTL (X, s) = 0; (3)
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TL (X, s) = s−1, dTL (0, s) /dX = 0, (4)

ãäå s, TL - èçîáðàæåíèÿ θ0 è T.
Èç (3) è (4) ñëåäóåò

TL (X, s) = s−1 [1− exp (−θ0s)] exp
(
−X

√
s+ 1/4

)
exp (X/2) . (5)

Îðèãèíàë èçîáðàæåíèÿ (5) ñ ó÷åòîì îïåðàöèè ñâåðòêè îðèãèíàëîâ
ïðèíèìàåò âèä

T (X, θ) =
X

2
√
π
exp

(
X

2

)∫ θ

0

exp

(
−ξ
4
− X2

4ξ

)
ξ−3/2dξ−

−
∫ θ

0

1 (θ − η − θ0) η−3/2 exp

(
−η
4
− X2

4η

)
dη

]

Ðèñ. 1: Áåçðàçìåðíûå ïðîôèëè òåìïåðàòóð â ïîðèñòîì ñëîå ïî ãëó-
áèíå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ θ (θ0): 1 - 2,5; 2 - 10; 3 - 25; 4 - 50

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî (ñì.ðèñ.1) ïîêàçûâàþò äèíàìèêó òðàíñ-
ôîðìàöèè òåìïåðàòóðû ïî ãëóáèíå ïîðèñòîãî ñëîÿ ñ íèâåëèðîâàíè-
åì òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Lu = uxxtt − Cu = f(x, t), (1)

â îáëàñòè D = {(x, t)| 0 < x < l, 0 < t < T}, ãäå l > 0, T > 0 è
C � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðÿìûå x = const è y = const
ÿâëÿþòñÿ äâóêðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1).

Çàäà÷à 1 (Ïåðâàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à). Íàéòè â
îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì:

u, utt, uxtt ∈ C(D), uxxtt ∈ C(D), (2)

Lu(x, t) ≡ f(x, t), (x, t) ∈ D; (3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, (4)

u(x, 0) = τ(x), ut(x, 0) = ν(x), 0 ⩽ x ⩽ l; (5)

ãäå f(x, t), τ(x) è ν(x) − çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè,
ïðè ýòîì

τ(0) = τ(l) = 0, ν(0) = ν(l) = 0.

Çàäà÷à 2 (Âòîðàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à). Íàéòè â
îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (2), (3), (5)
è

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,
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ïðè ýòîì
τ ′(0) = τ ′(l) = ν′(0) = ν(l) = 0.

Çàäà÷à 3 (Òðåòüÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à). Íàéòè â
îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (2), (3), (5)
è

ux(0, t)− h1u(0, t) = 0, ux(l, t) + h2u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,

ãäå h1, h2 � çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè ýòîì

τ ′(0)− h1τ(0) = 0, τ ′(l) + h2τ(l) = 0,

ν′(0)− h1ν(0) = 0, ν′(l) + h2ν(l) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è 1 è 3 èçó÷åíû â ìîíîãðàôèè [1, c. 87 � 90]
äëÿ îáùåãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èñõîäÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâ-
íåíèÿ ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôè-
öèåíòû, ïðàâóþ ÷àñòü, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñâåäåíû ê
ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà.

Çàäà÷è 1 è 2 èçó÷åíû â ðàáîòå [2] äëÿ óðàâíåíèÿ

uxxtt − utt + uxx = 0,

ãäå ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíû â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ.
Ïðèâåäåíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ñ óêàçàíèåì
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ ôóíêöèé áåç ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îáîñíîâàíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èçó÷åíû ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâ-
íåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â äàííîé ñòàòüå, ñëåäóÿ êíèãàì [3, ãë. 2], [4, �9, 10], ðåøåíèÿ çàäà÷
1 � 3 ïîñòðîåíû â âèäå ñóììû ðÿäîâ è äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåí-
íîñòè, ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòà C.
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Èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
âîñõîäèò ê ðàáîòàì Áåðíóëëè. Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè
ýòèõ óðàâíåíèé áûëè çàëîæåíû À.Ä.Ìûøêèñîì, Ñ.Á.Íîðêèíûì,
Ë.Ý.Ýëüñãîëüöåì è äðóãèìè. Îäíàêî âî âñåõ ðàáîòàõ ïîòåíöèàë áûë
ãëàäêèì. Â ðàáîòàõ Ñ.È. Ìèòðîõèíà ïîòåíöèàë ïðåäïîëàãàëñÿ óæå
ëèøü ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé.

Öåëü íàñòîÿùåé äîêëàäà � äàòü êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå îïåðà-
òîðà −y′′+ q(x)y(x− b) äëÿ ïîòåíöèàëîâ q ∈W−1

2 è èçó÷èòü áàçîâûå
ñâîéñòâà òàêèõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ℓ(y) =
−(y[1](x))′ − u(x)y[1](x − b) − u(x)u(x − b)y(x − 2b), ãäå y[1](x) =
y′(x) − u(x)y(x − b) ñâÿæåì ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð Lu,M ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(Lu,M ) =
{
y(x) ∈ AC[0, π] : y[1](x) ∈ AC[0, π], ℓ(y) ∈ L2[0, π]

}
è ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð Lu,m ñ îáëàñòüþ

D(Lu,m) = {y ∈ D(Lu,M ) : y(0) = y[1](0) = y(π) = y[1](π) = 0}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x) ∈ L2[0, π]. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ C è ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L1[0, π] óðàâíåíèå ℓ(y) = λ2y + f ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) = α, y[1](0) = β èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå â êëàññå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: y(x), y[1](x) ∈
AC[0, π]. Ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò â ìåòðèêå ïðîñòðàí-
ñòâà AC[0, π] × AC[0, π] îò ïàðàìåòðà λ, îò ÷èñåë α è β è îò
ôóíêöèè f (â ñìûñëå ∥f∥L1).
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Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû Lu,M è Lu,m ïëîòíî îïðåäåëåíû è çà-
ìêíóòû â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π]. Îïåðàòîðû Lu,m − λ è Lu,M − λ
ïðè ëþáîì λ ∈ C ÿâëÿþòñÿ ôðåäãîëüìîâûìè ñ èíäåêñàìè (ðàçìåð-
íîñòü ÿäðà è êîðàçìåðíîñòü îáðàçà) (0, 2) è (2, 0) ñîîòâåòñòâåííî,
òî åñòü íåïóñòîå ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî áóäóò èìåòü îïåðà-
òîðû, ïîëó÷åííûå äâóìåðíûì ðàñøèðåíèåì Lu,m (èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, äâóìåðíûì ñóæåíèåì Lu,M ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåãóëÿðíûì îïåðàòîðîì Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ
ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì è çàïàçäûâàíèåì â àðãóìåíòå íàçîâåì
îïåðàòîð L = Lu,U , ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-
åì ℓ(y) = −y′′ + q(x)y(x − b),

∫
q ∈ L2[0, π], íà îáëàñòè D(Lu,U ) =

{y ∈ D(Lu,M ) : U(y) = 0} ñ ðåãóëÿðíûìè ïî Áèðêãîôó êðàåâûìè
óñëîâèÿìè U .

Òåîðåìà 3. Ëþáîé ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð L èìååò íåïóñòîå ðå-
çîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî, ñïåêòð åãî äèñêðåòåí, à ðåçîëüâåíòà (â
òî÷êàõ ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà) êîìïàêòíà â L2[0, π].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ÷èñëî b è ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ U ôèê-
ñèðîâàíû. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L2 ôóíêöèé un ñõîäèòñÿ ïî
íîðìå L2 ê ôóíêöèè u. Îáîçíà÷èì L = Lu,U , à Ln = Lun,U . Ïóñòü
òî÷êà λ ëåæèò â ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå îïåðàòîðà L. Òîãäà,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , λ ïîïàäåò â ðåçîëüâåíòíûå ìíî-
æåñòâà âñåõ îïåðàòîðîâ Ln. Êðîìå òîãî, (Ln−λI)−1 → (L−λI)−1

â ñìûñëå ñèëüíîé îïåðàòîðíîé ñõîäèìîñòè â L2[0, π].
Òåîðåìà 5. Äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà L íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

a > 0, ÷òî âñå òî÷êè ñ |Imλ| > a îòíîñÿòñÿ ê ðåçîëüâåíòíîìó
ìíîæåñòâó (íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð ìû îáîçíà-
÷èëè λ2, ò.å. îáðàòèìûì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð L − λ2I). Ïðè ýòîì,
íîðìà ðåçîëüâåíòû äîïóñêàåò îöåíêè:

∥R(λ2)∥L2
⩽

C

|λ|2
, ∥R(λ2)∥L2→W 1

2
⩽

C

|λ|
, ∥R(λ2)∥W−1

2 →L2
⩽

C

|λ|
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð îïåðàòîðà L ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîé ïà-
ðàáîëû âäîëü âåùåñòâåííîé îñè.
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5. Ìèòðîõèí Ñ. È. Î ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ îäíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ñóììèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ çàïàçäû-
âàþùèì àðãóìåíòîì /Ñ.È. Ìèòðîõèí // Óôèìñê. ìàòåì. æóðí. �
2011. �Ò. 3, � 4. � Ñ. 95�115

6. Ñàâ÷óê À. Ì., Øêàëèêîâ À. À. Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè /Ñàâ÷óê À. Ì., Øêàëèêîâ À. À.//
Ìàòåì. çàìåòêè. � 1999. � Ò. 66. � 6. � Ñ. 741�753.

ÎÖÅÍÊÈ ÄËß ÏÅÐÂÎÎÁÐÀÇÍÛÕ ßÄÅÐ ÄÈÐÈÕËÅ
È ÓËÓ×ØÅÍÈÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÔÅÉÅÐÀ-ÒÓÐÀÍÀ

Ñ.Þ. Ñàäîâ (Ìîñêâà)
serge.sadov@gmail.com

Íàïîìíèì, ÷òî n-å ÿäðî Äèðèõëå � ýòî ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π

Dn(x) = 1 + 2

n∑
k=1

cos kx =
sin
(
n+ 1

2

)
x

sin x
2

.

Ðàññìîòðèì ïèëîîáðàçíóþ 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ
íà îñíîâíîì ïåðèîäå ôîðìóëîé

S(x) =
π − x
2

, 0 ⩽ x < 2π.

×àñòè÷íûå ñóììû åå ðÿäà Ôóðüå ñóòü

Sn(x) =

n∑
k=1

sin kx

k
=

1

2

∫ x

0

(Dn(y)− 1) dy.

Ðàâíîìåðíàÿ ïî nx àñèìïòîòèêà Sn(x) − S(x) ∼ si ((n+ 1/2)x) ïðè
n→∞ îáúÿñíÿåò ÿâëåíèå Ãèááñà â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå [1].

Ë. Ôåéåð â 1910 ã. çàìåòèë íåðàâåíñòâî Sn(x) ⩾ 0, 0 ⩽ x ⩽ π;
ïåðâûå äîêàçàòåëüñòâà îïóáëèêîâàëè Äæåêñîí è Ãðîíóîëë, ñì. [2].
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Ñ ýòîãî íåðàâåíñòâà íà÷àëàñü òåîðèÿ ïîëîæèòåëüíûõ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñì., íàïð. [3], Ch. XXI.

Òóðàí [4] äîïîëíèë îöåíêó Ôåéåðà ñèììåòðè÷íîé âåðõíåé:

|Sn(x)− S(x)| ⩽ S(x), 0 ⩽ x ⩽ π. (T)

Íåîäíîêðàòíî ïðåäëàãàëèñü óòî÷íåíèÿ, â îñíîâíîì � ñ ôîêóñîì íà
íèæíèå îöåíêè â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèé ïîëîæèòåëüíîñòè.

Ôåéåð [5] óëó÷øèë ñâîå èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðè π
n < x < π− π

n :

Sn ⩾
sinx

3
+

sinnx

3
, n ⩾ 3. (F)

Äåñÿòèëåòèÿ ñïóñòÿ, Àëöåð è Êóìàíäîñ [6] íàøëè íåðàâåíñòâî

Sn ⩾ x2
(
cot

x

2
− π − x

2

)
. (AK)

Áðàóí è Êóìàíäîñ [7] äîêàçàëè, ÷òî âíå O(1/n)-îêðåñòíîñòåé êîíöîâ
èíòåðâàëà (0, π) (âûïèñàíû êîíêðåòíûå ãðàíèöû) âûïîëíåíî

Sn(x) > sec
x

2
− tan

x

2
. (BK)

Íàø ðåçóëüòàò [8] äàåò òåñíóþ îãèáàþùóþ ôóíêöèè Sn(x):
Òåîðåìà 1. Ïðè 0 ⩽ x ⩽ π ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Sn(x)− S(x)| ⩽ arcctg
(
(2n+ 1) sin

x

2

)
. (∗)

Ãðàôè÷åñêîå ñðàâíåíèå îöåíîê (F), (AK), (BK) è íèæíåé îöåíêè
èç (∗) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.

Íàéäåíû è äðóãèå îöåíêè, îïèñûâàþùèå òåñíûå îãèáàþùèå îñ-
öèëëèðóþùèõ ôóíêöèé ñõîäíîé ïðèðîäû. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ t, φ è 0 < x < π/2 ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣t∫ x

0

cos(ty − φ)
cos y

dy − sinφ

∣∣∣∣ < 1

cosx
.
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S10(x)
(∗)

(F)

(AK)

(BK)

Ðèñ. 1:Ôóíêöèÿ S10(x) è åå íèæíèå îöåíêè
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ÅÙÅ Î ÐÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ×È ÑÅÃÅ È ÔÅÊÅÒÅ
Ã.Ä. Ñàäðèòäèíîâà (Òîìñê, ÍÈ ÒÃÓ)

dolina725@gmail.com

Íà êëàññå S ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ â åäèíè÷îì êðóãå E
ôóíêöèé f : E → C,

f(z) = z + c2z
2 + c3z

3 + . . .+ cnz
n + . . .

ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàë J = c3−γc22, γ ∈ C. Çàäà÷à î íàõîæäå-
íèè ìíîæåñòâà D çíà÷åíèé ýòîãî ôóíêöèîíàëà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé
Ôåêåòå è Ñåãå. Çàäà÷à ðåøåíà äëÿ íåêîòîðûõ çà÷åíèé γ, íî íå ðåøå-
íà äëÿ ∀γ ∈ C.

Òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà J � çà-
ìêíóòûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî äîñòàòî÷íî íàéòè
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé åãî âåùåñòâåííîé ÷àñòè

ReJ = Rec3 − γ1(Rec2)2 + γ1(Imc2)2 + 2γ2Rec2Imc2,

ãäå γ1 = Reγ, γ2 = Imγ. Âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé äðóãîãî ôóíêöèîíàëà I = S → R3,

I(f) = (Rec2, Imc2,Rec3).

Âàðèàöèîííûé ìåòîä äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ãðàíè÷íóþ
ôóíêöèþ ôóíêöèîíàëà I:

f ′
2

(z)

(
z

f(z)

)4

(1 + qf(z)) = 1 + qz + bz2 + q̄z3 + z4, (1)

ãäå

q = β1 − iβ2 + 2c2, b = β1Rec2 + β2Imc2 + 2Rec3, β1 =
α1

α3
, β2 =

α2

α3
,

α1, α2, α3 � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà ñ íà÷àëîì â ãðàíè÷íîé
òî÷êå ìíîæåñòâà D è ñ êîíöîì âî âíåøíåé òî÷êå ìíîæåñòâà D.

Èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä
(z − ζ1)2(z − ζ2)2, |ζ1| = 1, |ζ2| = 1, ζ1ζ2 = 1. Ïîëó÷åíî, ÷òî

Imc2 =
β2
2
,
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Rec2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(
β2
2

+ Rec2

)
ln

∣∣∣∣β14 +
Rec2
2

∣∣∣∣ = β1
2
,

è

Rec3 =
(Rec2)2

2
+

(β1)
2

2
− (β2)

2

4
+ 1.

Ïðè ýòîì

β1
2
< Rec2 < −2−

β1
2
ïðè − 2 <

β1
2
< −
√
e;

−2 < Rec2 <
β1
2
ïðè −

√
e <

β1
2
< 0;

β1
2
< Rec2 < 2 ïðè 0 <

β1
2
<
√
e;

2− β1
2
< Rec2 <

β1
2
ïðè
√
e <

β1
2
< 2;

Rec2 = ±
√
e ïðè

β1
2

= ±
√
e;

Rec2 ≈ ±1, 526 ïðè
β1
2

= ±2;

Rec2 = c
(
ln
c

2
± 1
)
ïðè

β1
2

= ±c ln c
2
, ãäå 0 < c < 2.

Ïðè β1

2 < −2e è 2 < β1

2 < 2e ðåàëüíàÿ ÷àñòü c2 ïîëîæèòåëüíà, ïðè
−2e < β1

2 < −2, è β1

2 > 2e � îòðèöàòåëüíà, Rec2 = 0 ïðè β1

2 = ±2e.
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Î ÇÀÄÀ×Å ÊÎØÈ ÄËß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÄÈÍÈ-ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
Ê.Â. Ñåìåíîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêîâñêèé öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè)
ksemen@mech.math.msu.su

Â ñëîå D = {(x, t) ∈ Rn+1 : 0 < t ⩽ T} (T > 0 ôèêñèðîâàíî)
ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî-ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

Lu ≡ ∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
−

n∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
− c(x, t)u = f(x, t), (1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

(a)
n∑

i,j=1

aij(x, t)σiσj ⩾ δ|σ|2, äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 è äëÿ âñåõ

(x, t) ∈ D̄, σ ∈ Rn, aij(x, t) = aji(x, t);
(b) aij , bi (i, j = 1, . . . , n) è c íåïðåðûâíû, îãðàíè÷åíû â D̄ è âûïîë-
íåíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|∆xaij(x, t)|, |∆xbi(x, t)|, |∆xc(x, t)| ⩽ ω(|∆x|), (x, t), (x+∆x, t) ∈ D̄,

ãäå ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Äèíè:
z∫
0

y−1ω(y)dy < +∞, z > 0.

Ìíîæåñòâî ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
Äèíè, îáîçíà÷èì D1.

Ìíîæåñòâî ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ äâîéíîìó

óñëîâèþ Äèíè
z∫
0

y−1dy
y∫
0

ω(ξ)ξ−1dξ < +∞, z > 0, îáîçíà÷èì D2.

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî åñëè ω ∈ D2, òî äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùå-
ñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû äâóõ ïî-
òåíöèàëîâ (ïîòåíöèàëà Ïóàññîíà è îáú¼ìíîãî ïîòåíöèàëà). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â [2] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ω /∈ D1, òî óðàâíåíèå Lu = 0 ìîæåò
íå èìåòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ïîòåíöèàëà
Ïóàññîíà.

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî óñëîâèå ω ∈ D1 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â âèäå ñóììû
äâóõ ïîòåíöèàëîâ.
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×åðåç C2(Rn) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé h : Rn → R,
íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî
âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ñ íîðìîé

∥h;Rn∥2 =

2∑
|k|=0

sup
x∈Rn

∣∣∣∣∂|k|h∂xk
(x)

∣∣∣∣ .
Çäåñü è äàëåå k = (k1, . . . , kn), ki ∈ N ∪ {0}, � ìóëüòèèíäåêñ, |k| =
k1 + . . .+ kn, ∂

|k|

∂xk = ∂|k|

∂x
k1
1 ...∂xkn

n

.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè: íàéòè îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ u, ÿâëÿ-
þùóþñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è óäîâëåòâîðÿþùóþ
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = h(x), x ∈ Rn. (2)

×åðåç Ĉ2,1(D̄) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u, íåïðåðûâ-
íûõ è îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïî xi, t è âòîðûìè
ïðîèçâîäíûìè ïî xi, xj (i, j = 1, . . . , n) â D̄, ñ íîðìîé:

∥u;D∥(2) =
2∑

|k|=0

sup
(x,t)∈D

∣∣∣∣∂|k|u∂xk
(x, t)

∣∣∣∣+ sup
(x,t)∈D

∣∣∣∣∂u∂t (x, t)
∣∣∣∣+

+ sup
(x, t),

(x, t+∆t) ∈ D
∆t ̸= 0, l = 1, . . . , n

1

|∆t|1/2
·
∣∣∣∣∆t

∂u

∂xl
(x, t)

∣∣∣∣ .

Ïðîñòðàíñòâî Ĉ2,1(D̄) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîìH2+α,1+α/2(D̄) ïðè
ïîäñòàíîâêå â îïðåäåëåíèå ïîñëåäíåãî α = 0, ïðè ýòîì íîðìû â ýòèõ
ïðîñòðàíñòâà ýêâèâàëåíòíû.

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë Ïóàññîíà Ph(x, t) =
∫
Rn

Γ(x, t; ξ, 0)h(ξ)dξ è

îáúåìíûé ïîòåíöèàë V f(x, t) =
t∫
0

dτ
∫
Rn

Γ(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)dξ,

(x, t) ∈ D̄, ãäå Γ � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ Lu = 0,
ïîñòðîåííîå â [3].

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì ω1 ̸≡ 0 � íåêîòîðûé ìîäóëü
íåïðåðûâíîñòè. ×åðåç Hω1(D̄) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-
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íûõ è îãðàíè÷åííûõ â D̄ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

∥f ; D∥ω1 = sup
(x,t)∈D

|f(x, t)|+ sup
(x, t), (x+∆x, t) ∈ D

∆x ̸= 0

|f(x+∆x, t)− f(x, t)|
ω1(|∆x|)

.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a), (b) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
îïåðàòîðà L. Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ Hω1(D̄), ãäå ω1 ∈ D1, è äëÿ ëþáîé
h ∈ C2(Rn) ñóììà ïîòåíöèàëîâ u(x, t) = Ph(x, t)+V f(x, t) ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2). Ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó Ĉ2,1(D̄), è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥u;D∥(2) ⩽ C
(
∥h;Rn∥2 + ∥f ;D∥ω1

)
.

Â ñëó÷àå ω ∈ D2 è n = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàáîòû
[4].
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Çàäà÷åé òðåõ òåë íàçûâàþò çàäà÷ó î äâèæåíèè â ñîîòâåòñòâèè
ñ çàêîíàìè Íüþòîíà òðåõ òî÷å÷íûõ ìàññ, èñïûòûâàþùèõ âçàèìíîå
ãðàâèòàöèîííîå ïðèòÿæåíèå. Èññëåäîâàíèå âåêîâîé ýâîëþöèè äâè-
æåíèÿ â çàäà÷å òðåõ òåë ñîñòîèò â èçó÷åíèè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ òåë íà âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ
õàðàêòåðíóþ âåëè÷èíó ïåðèîäîâ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïîäîáíûå
èññëåäîâàíèÿ âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ äîëãîâðåìåííîé äèíàìèêè ïëà-
íåò è ìàëûõ òåë êàê â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, òàê è â ïëàíåòíûõ ñèñòå-
ìàõ â îêðåñòíîñòè äðóãèõ çâåçä. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðè èññëåäîâà-
íèè âåêîâîé ýâîëþöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ¾óñðåäíåííàÿ çàäà÷à òðåõ
òåë¿, âîçíèêàþùàÿ ïîñëå óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé ñëàáîâîçìóùåííîé
êåïëåðîâñêîé äèíàìèêè ïî îðáèòàëüíûì äâèæåíèÿì. Â äîêëàäå áó-
äåò ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà äàòü îáçîð èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëíîé èëè
÷àñòíîé èíòåãðèðóåìîñòè óñðåäíåííîé çàäà÷è òðåõ òåë, îáíàðóæåí-
íûõ Õ.Öåéïåëåì, Ì.Ë.Ëèäîâûì, É.Êîçàè è äðóãèìè ñïåöèàëèñòàìè.
Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü îáîñíîâàíèå äàííîé ìîäåëè âåêîâîé
ýâîëþöèè ñ ïîìîùüþ ÊÀÌ-òåîðèè è èíòåðïðåòàöèþ îáíàðóæåííûõ
ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè â ðàìêàõ òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì.

ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ×ÅÒÍÎÃÎ

ÏÎÐßÄÊÀ1

À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé, Ð.À. Áàéðàø (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
alskubachevskii@yandex.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ïîðÿäêà 2m íà èíòåðâàëå (0, 1) ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì è ¾÷è-
ñòî èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè¿, ò.e. óñëîâèÿìè, ñîäåðæàùèìè ëèøü
èíòåãðàëû Ëåáåãà îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ñ íåêî-
òîðûìè âåñàìè. Âïåðâûå òàêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü A. Çîììåð-
ôåëüäîì â 1908ã. â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé òóðáóëåíòíîñòè. Îñíîâíàÿ
òðóäíîñòü â èññëåäîâàíèè ýòèõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé â L2(0, 1). Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè è ñïåê-
òðàëüíûõ ñâîéñòâàõ óêàçàííûõ çàäà÷ áûë ñôîðìóëèðîâàí â 1975ã.
èçâåñòíûì àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì À.Ì. Êðîëîì êàê íåðåøåí-
íàÿ ïðîáëåìà, ñì. [1]. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà âåñîâûå ôóíê-

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 24-11-00073,
https://rscf.ru/project/24-11-00073/).
© Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë., Áàéðàø Ð.À., 2026
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öèè, ñòîÿùèå â èíòåãðàëüíûõ óñëîâèÿõ, ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà
ðåøåíèé â ñîáîëåâñêèõ íîðìàõ, çàâèñÿùèõ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà è åãî ñåêòîðèàëüíàÿ ñòðóêòóðà, ñì.
[2]. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàðóøåíèè óïîìÿíóòûõ óñëîâèé íà âåñîâûå
ôóíêöèè ñïåêòð çàíèìàåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.
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Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ
ÊÐÛËÎÂÀ-ØÒÀÅÐÌÀÍÀ Ê ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÌÓ
ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÞ ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ

Þ.Ñ. Ñîëèåâ (Ìîñêâà, ÌÒÓÑÈ)
su1951@mail.ru

Ðàññìîòðèì ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè
ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë

If = I(f ;x) =

1∫
−1

p(t)
f(t)

t− x
dt, −1 < x < 1, (1)

ãäå p(x) = (1 − x)α(1 + x)β , α > −1, β > −1, à f(x) � çàäàííàÿ
ïëîòíîñòü èíòåãðàëà.

×åðåç K4n−1f = K4n−1(f ;x) îáîçíà÷èì ïîëèíîì Êðûëîâà
- Øòàåðìàíà [1],[2] ñòåïåíè 4n − 1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
K4n−1(f ;xk)

= f(xk), K
(j)
4n−1(f ;xk) = 0, k = 1, n, j = 1, 3, ãäå xk (k = 1, n) � íóëè

ïîëèíîìà ßêîáè ωn(x) = P
(α,β)
n (x). Òîãäà ïîëèíîì K4n−1f ìîæíî

ïðåäñòàâèòü [2] â âèäå

K4n−1f = K4n−1(f ;x) =

n∑
k=1

uk(x)(lk(x))
4f(xk),

© Ñîëèåâ Þ.Ñ., 2026
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ãäå

uk(x) =

3∑
i=0

α
(i)
k (x− xk)i, α(0)

k = 1, α
(1)
k = −4l′k(xk),

a
(2)
k = 10(l′k(xk))

2 − 2l′′k(xk),

a
(3)
k = 10l′k(xk)l

′′
k(xk)− 20(l′k(xk))

3 − 2

3
l′′′k (xk),

à lk(x) =
ωn(x)

ω′
n(xk)(x−xk)

� ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû èíòåðïîëèðî-

âàíèÿ Ëàãðàíæà ïî óçëàì xk (k = 1, n).
Àïïðîêñèìèðóÿ ïëîòíîñòü èíòåãðàëà (1) ïîëèíîìîì K4n−1f , ïî-

ëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

If = I(K4n−1f ;x) +Rnf =

n∑
k=1

Bk(x)f(xk) +Rnf, (2)

ãäå

Bk(x) =I(uk(x)(lk(x))
4) =

3∑
i=0

α
(i)
k I((t− xk)i(lk(t))4) =

=

3∑
i=0

α
(i)
k

(ω′
n(xk))

4
I((t− xk)i−4ω4

n(t)).

×åðåç cm îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà (x− xk)i−4ω4
n(x)

ñòåïåíè p = 4n + i − 4 è âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì [3] ñòåïåííîé
ôóíêöèè ïî ïîëèíîìàì ßêîáè. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (2) ïîëó÷èì ôîðìóëó

Bk(x) =

3∑
i=0

α
(i)
k

(ω′
n(xk))

4

p∑
m=0

cm

m∑
n=0

anQ
(α,β)
n (x),

an =
2nm!Γ (n+ α+ β + 1)

(m− n)!Γ (2n+ α+ β + 1)
F (n−m, α+n+1; 2n+α+β+2; 2),
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Γ (α) � ãàììà - ôóíêöèÿ, F (α, β, γ, δ) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, Q(α,β)

n (x) � ôóíêöèÿ ßêîáè âòîðîãî ðîäà [4],[5]

Q(α,β)
n (x) =

1∫
−1

p(t)
P

(α,β)
n (t)

t− x
dt = −πp(x)P (α,β)

n (x) ctg (πβ) + (−1)n×

× 2α+β
Γ (β)Γ (n+ α+ 1)

Γ (n+ α+ β + 1)
F (n+ 1, −n− α− β; 1− β; 1 + x

2
),

β ̸= 0;

Q(α,β)
n (x) = πp(x)P (α,β)

n (x) ctg (πα)−

− 2α+β
Γ (β)Γ (n+ α+ 1)

Γ (n+ α+ β + 1)
F (n+ 1, −n− α− β; 1− α; 1− x

2
),

α ̸= 0, |x| < 1.

×åðåç Hµ(M ; [−1; 1]) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f(x), îïðåäåëåí-
íûõ íà [−1, 1] è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà:

|f(x1)− f(x2)| ⩽M |x1 − x2|µ, x1, x2 ∈ [−1, 1], 0 < µ ⩽ 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) ∈ Hµ(M ; [−1, 1]), 0 < µ ⩽ 1, −3
4 < α,

β < − 1
4 . Òîãäà äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (2)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥Rnf∥C = O
(
n(2θ+0.5)µ lnn

)
, θ = max (α, β,−0.5).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿòñÿ äëÿ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èí-
òåãðàëà, ïîíèìàåìîãî â ñìûñëå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó.
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ÊÎËËÎÊÀÖÈÎÍÍÎ-ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÈ
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è êèíåìàòè-
êè [1], â êîòîðîé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû çâåíüåâ (óãëû
ïîâîðîòà) äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè ðà-
áî÷åãî îðãàíà ìàíèïóëÿòîðà. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü äàííóþ
çàäà÷ó êàê äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèå ñ ïðÿìî-
óãîëüíîé ìàòðèöåé ïåðåä ãëàâíîé ÷àñòüþ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ó÷èòû-
âàåò ñèíãóëÿðíûå êîíôèãóðàöèè è ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü óñòîé÷è-
âóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ êîíå÷íîãî ýôôåêòîðà. Äëÿ åå ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êîëëîêàöèîííî-âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà, ïîñòðîåíèå êîòîðîé îñíîâàíî íà ðåøåíèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî òèïà. Ðàññìàòðèâàåìûé àë-
ãîðèòì õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ïðè ðåøåíèå äîñòàòî÷íî øèðî-
êîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ
ñîäåðæàùèå æåñòêèå êîìïîíåíòû è íåäîîïðåäåëåííûå, êîãäà ÷èñëî
óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ[2],[3]. Åãî ðåàëèçàöèÿ íå òðå-
áóåò ïñåâäîîáðàùåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåäî-
ñòàòêîâ òàêîãî ïîäõîäà, òàêèõ êàê íåóñòîé÷èâîå ïîâåäåíèå ìàíèïó-
ëÿòîðà â ñèíãóëÿðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ èëè áëèçêèì ê íèì.
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L. Solovarova // Applied Numerical Mathematics. � 2020. � Vol. 149. �
P. 153�163.
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííûõ ðåøåíèé êâàçè-
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q ⊂ Rn c äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðà-
íèöåé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ìîíîòîí-
íîãî òèïà (ñì., íàïðèìåð, [1]) è òåîðèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íî�ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (ñì. [2]). Èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé ñ ñèëüíî ìîíîòîííûìè äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûìè
îïåðàòîðàìè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîá-
ùåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ðàíåå ïîäîáíûå
çàäà÷è èññëåäîâàëèñü â [3].
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíå-
íèå (ËÄÐÓ) çàïàçäûâàþùåãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà

ẍ(t) + (p0 + p1t)ẋ(t) = (a0 + a1t)x(t− 1) + f(t),

f(t) =

F∑
n=0

fnt
n, F ∈ N, t ∈ R.

Ïðè èçó÷åíèè ËÄÐÓ òðàäèöèîííî âûäåëÿþò äâå îñíîâíûå íà÷àëü-
íûå çàäà÷è. Ïåðâàÿ èç íèõ � çàäà÷à ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Âòîðàÿ � çàäà-
÷à ñ äàííûìè â íà÷àëüíîé òî÷êå, â êîòîðîé åäèíñòâåííîñòè, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåò, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ ñ çà-
äàííûìè ñâîéñòâàìè. Îòìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå â òî÷-
êàõ, êðàòíûõ çàïàçäûâàíèþ, èìååò ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ [1], ÷òî â
ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäàåìûì ðåàëüíûì ïðîöåññàì, íà-
ïðèìåð, òàêèì, êàê äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ðûá. Õàðàê-
òåðíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ÿâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç îòñóòñòâèå
ðàçðûâîâ ïðîèçâîäíîé, òàê êàê ïðîöåññû ìèãðàöèè, ðàçìíîæåíèÿ è
åñòåñòâåííîé óáûëè ïðîòåêàþò ïîñòåïåííî, îïðåäåëÿÿ ïëàâíîå èç-
ìåíåíèå ÷èñëåííîñòè âî âðåìåíè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå âíèìàíèå
àêöåíòèðóåòñÿ íà çàäà÷å ñ äàííûìè â íà÷àëüíîé òî÷êå.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðåäëîæåííûé ðà-
íåå àâòîðîì ìåòîä ïîëèíîìèàëüíûõ êâàçèðåøåíèé [2]. Äàííûé ìåòîä
ïðåäïîëàãàåò ïðåäñòàâëåíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â âèäå ïîëèíîìà

x(t) =
N∑
n=0

xnt
n, ïðè ïîäñòàíîâêè êîòîðîãî â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïî-

ÿâëÿåòñÿ íåâÿçêà ∆(t) = fN−1t
N−1, õàðàêòåðèçóþùàÿ ìåðó âîçìó-

ùåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
Ïðåäëîæåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ðûá íà ïðèìåðå áàé-
êàëüñêîãî îìóëÿ. Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè
îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî îìóëü ÿâëÿåòñÿ öåííîé ïðîìûñëîâîé ðûáîé,
êîòîðàÿ ñ 2017 ãîäà íàõîäèòñÿ ïîä óãðîçîé èñ÷åçíîâåíèÿ [3].

Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, â ðàìêàõ êîòîðîãî ðàññìîò-
ðåí ïðèìåð, õàðàêòåðèçóþùèé ïîñòåïåííûé ïðîöåññ âîññòàíîâëå-
íèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïîñëå âîçäåéñòâèÿ íåãàòèâíûõ ôàêòî-
ðîâ. Ïîäîáíûå ïðîöåññû íàáëþäàþòñÿ â åñòåñòâåííîé ñðåäå îáèòà-
íèÿ áàéêàëüñêîãî îìóëÿ. Èçëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä â äàëüíåé-
øåì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ ìîíèòîðèíãîì ïîïóëÿöèè ðûá.
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Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, ãäå ïîä
ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîæåñòâîì ïîíèìàåòñÿ ñâÿçíîå ïîäìíîæå-
ñòâî Ω ⊂ Rd, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó îñîáûì îáðàçîì îòêðûòûõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ ñ êîìïàêòíûìè çàìûêàíèÿìè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñòðàòàìè
σkj (k � ðàçìåðíîñòü ñòðàòû, à j ñëóæèò äëÿ íóìåðàöèè ñòðàò ðàç-
ìåðíîñòè k). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ïðåäñòàâèìî â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ Ω = Ω0 ∪ ∂Ω0, â êîòîðîì Ω0 � îòêðûòîå, ñâÿçíîå ïîäìíî-
æåñòâî Ω, ñîñòàâëåííîå èç ñòðàò, è òàêîå, ÷òî Ω0 = Ω, à ∂Ω0 = Ω\Ω0.

Ñàìó æå ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç u(X) è
îïðåäåëèì êàê íåïðåðûâíóþ íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå
ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:∫

SR(X0)

u(X) dµR ⩾
n∑
k=1

k

R

∫
Bk

R(X0)

u(X) dµ.

Çäåñü R � äîñòàòî÷íî ìàëûé ðàäèóñ, SR(X0) � ñòðàòèôèöèðîâàí-
íàÿ ñôåðà ðàäèóñà R, à BkR(X0) ñëóæèò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ k-ìåðíûõ
ôðàãìåíòîâ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà ðàäèóñà R.
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Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü ñèëüíûé ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà, êîòîðûé óòâåðæäàåò îòñóòñòâèå òî÷åê ëîêàëüíî-
ãî íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðè
ýòîì òî÷êàX0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà ôóíêöèè f : Ω→ R, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(X) ⩽ f(X0), è íè â êàêîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÌÎÍÒÅ-ÊÀÐËÎ
ÄËß ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ

À.Â. Ñòåïàíîâ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÂÍÈÈÌ èì. Ä.È. Ìåíäåëååâà)
stepanov17@yandex.ru

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ øèðîêî ïðèìåíÿåìûì â ìåòðîëî-
ãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èíñòðóìåíòîì, â ÷àñòíîñòè, îí ðåêîìåíäîâàí
äëÿ òðàíñôîðìèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïðè îöåíêå íåîïðåäåë¼ííî-
ñòè èçìåðåíèé, êîãäà èçìåðèòåëüíûå ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè [1]. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé ñïåêòð
ïðîãðàììíûõ ïðèëîæåíèé, ðåøàþùèõ äàííóþ çàäà÷ó.

Îäíîé èç êëþ÷åâûõ îñîáåííîñòåé ïðåäëàãàåìîé ðåàëèçàöèè ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ïîäáîðà ðàñïðåäåëåíèé âõîäíûõ âåëè÷èí èç íåêî-
òîðûõ òèïîâûõ ñåìåéñòâ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé (òàêèõ, êàê
Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå, îáîáùåííîå äâóñòîðîííåå ñòåïåííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå [2], ðàñïðåäåëåíèå Êóìàðàñâàìè) ïî ìåòðîëîãè÷åñêèì ïàðà-
ìåòðàì òî÷íîñòè (èçìåðåííîå çíà÷åíèå, åãî íåîïðåäåëåííîñòü, ðàñ-
øèðåííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü èëè ãðàíèöû èíòåðâàëà îõâàòà, îöåíêè
ãðàíèö íîñèòåëÿ), ïðåäîñòàâëåííûì ïîëüçîâàòåëåì. Äàííûå ñåìåé-
ñòâà ñïîñîáíû âîñïðîèçâîäèòü øèðîêèé ñïåêòð ôîðì ïëîòíîñòè è
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ âõîäíûõ
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âåëè÷èí îòëè÷íû îò òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñåìåéñòâ ïðîâîäèòñÿ
âçâåøåííûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè,
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èçáûòî÷íûå (èëè íåñîãëàñîâàííûå) ïîëüçî-
âàòåëüñêèå äàííûå. Äëÿ ïîäáîðà ðàñïðåäåëåíèé âõîäíûõ âåëè÷èí
(íàïðèìåð, ïðè çàäàíèè èçìåðåííîãî çíà÷åíèÿ è ãðàíèö èíòåðâàëà
îõâàòà) òàêæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè.
Âîçìîæåí è ïîäáîð âõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî âûáîðî÷íûì äàííûì.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîääåðæèâàåò àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå
ìîäåëè èçìåðåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà âõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ, îñíîâàííîå íà äîñòóïíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ÿçûêà
Python.

Îòäåëüíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî îïòèìèçàöèè ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè, â ÷àñòíîñòè, çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîïîòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé.
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Î ÃÐÓÁÛÕ ÐÅØÅÍÈßÕ ÎÄÍÎÉ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ
À.Â. Ñòåïàíîâ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

ÂÍÈÈÌ èì. Ä.È. Ìåíäåëååâà)
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèñêðåòíóþ (ñóùåñòâåííî íåëèíåéíóþ)
ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì:

xk+1 =Mxk + Pxk−τk + qu
(
xk, xk−τk

)
, k = −τ0, . . . , 0, 1, 2, . . . , (1)

ãäå xk ∈ Rn � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò k;M,P ∈ Rn×n, q ∈ Rn �
ïîñòîÿííûå ìàòðèöû è âåêòîð; çàïàçäûâàíèå τk = τ(xk) çàâèñèò îò
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ñîñòîÿíèÿ, τ : Rn → [0, τmax] ⊂ Z � îãðàíè÷åííàÿ öåëî÷èñëåííàÿ
ôóíêöèÿ (τmax < +∞); óïðàâëåíèå u, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî
íåëèíåéíî (íàïðèìåð, îòíîñèòñÿ ê òèïó ðåëåéíûõ íåëèíåéíîñòåé)
è ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {u(1), . . . , u(p)} (â ÷àñò-
íîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü u çàâèñÿùèì òîëüêî îò xk èëè òîëüêî îò
xk−τk). Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèþ τ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè τ(x) = φ

(
F (x)

)
, ãäå F : Rn → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, à φ : R → [0, τmax] � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ, ñ òî÷êàìè ðàçðûâà
{r1, . . . , rm} (íàïðèìåð, φ ìîæåò îïèñûâàòü êâàíòîâàíèå ïî óðîâíþ).

Îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ: ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷å-
íèÿ çàïàçäûâàíèÿ

Γτ =

m⋃
j=1

{x ∈ Rn : F (x) = rj};

è ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ: Γu ⊂ Rn × Rn, ïîñëåäíèå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè u, ïðåäïî-
ëàãàåìîå îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé. Ðåøåíèå {xk}k⩾−τmax

ñèñòåìû (1) íàçîâåì ãðóáûì, åñëè
ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k0,

dist
(
xk,Γτ

)
⩾ ε, dist

((
xk, xk−τk

)
,Γu

)
⩾ ε.

Ïî àíàëîãèè ñ [1, 2] ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå ðåçóëü-
òàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

yk+1 =Myk + Pyk−d (2)

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé äëÿ âñåõ ïîñòî-
ÿííûõ çàïàçäûâàíèé 0 ⩽ d ⩽ τmax, ò.å. ñóùåñòâóþò íå çàâèñÿùèå
îò d êîíñòàíòû C ⩾ 1, λ ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî å¼ ðåøåíèÿ
âûïîëíÿåòñÿ:

∥yk∥ ⩽ Cλk max
j=−τmax,...,0

∥yj∥, ∀k ⩾ 0.

Òîãäà, ïðè âûïîëíåíèè íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó (1) óñëîâèé, ëþ-
áîå ãðóáîå ðåøåíèå {xk} ýòîé ñèñòåìû ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞ ê åå
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ (÷àñòíûì
ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà). Ïðè ýòîì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè uk, τk ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî ìîìåíòà k0.
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Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êðèòåðèè ðàâíîìåðíîé
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (2). Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ
ìîæíî, íàïðèìåð, óïîìÿíóòü êðèòåðèé ìàëûõ íîðì: ∥M∥+ ∥P∥ < 1,
èëè êðèòåðèé ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè: ρ(M) < 1 (ρ � ñïåêòðàëüíûé
ðàäèóñ), è ∥P∥ < (1+τmax)

−1(1−∥M∥) (â êà÷åñòâå ìàòðè÷íîé íîðìû
ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ∥.∥2).

Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ñèñòåìû (1) ìîæåì ðàññìîòðåòü âîçìóùåí-
íóþ ñèñòåìó

xk+1 =Mxk + Pxk−τk + fk + qu
(
xk, xk−τk

)
, (3)

ãäå fk ∈ Rn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííóþ ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ èëè íåëèíåéíóþ ïîïðàâ-
êó: fk = µΦ

(
xk, xk−τk , k

)
, ãäå µ � ìàëûé ïàðàìåòð, ôóíêöèÿ

Φ : Rn × Rn × Z→ Rn íåïðåðûâíà è ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî k (íà ëþ-
áîì êîìïàêòå) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè ïåðâûõ äâóõ
àðãóìåíòîâ.

Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ïðåäûäóùåé òåîðåìû è, â
ñëó÷àå íåëèíåéíîé ïîïðàâêè Φ, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè |µ|,
ëþáîå ãðóáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ñõîäèòñÿ ê åå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîìó ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ, êîòîðîìó îòâå÷àåò
ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk.

×èñëî ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñè-
ñòåì (1), (3) êîíå÷íî.

Óñëîâèå ãðóáîñòè âñåõ ðåøåíèé äàííûõ ñèñòåì, ïî ñóòè, îçíà-
÷àåò èõ ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü. Ýòî ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî
êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà äèíàìèêè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ èçìåíåíè-
ÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â ñëó÷àå àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàí-
íîé ñòðóêòóðîé çàïàçäûâàíèÿ ýòî ìíîæåñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ âñþäó
ïëîòíûì.

Ìîæíî òàêæå îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé çà-
ïàçäûâàíèÿ τk = τ(k, xk), çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè è ñîñòîÿíèÿ. Íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà τ(k, x) = φ(F (k, x)), ïðè÷¼ì F (k, x) íåïðå-
ðûâíà ïî x, è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó F̃ (x):
supx∈K |F (k, x)− F̃ (x)| −−−−→

k→∞
0 äëÿ ëþáîãî êîìïàêòàK ⊂ Rn, Òåîðå-

ìà 1 ñîõðàíÿåò ñïðàâåäëèâîñòü, åñëè â ôîðìóëèðîâêå çàìåíèòü τ(x)
íà ïðåäåë τ̃(x) = φ(F̃ (x)).
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Òåìà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé, ó÷èòûâàÿ äèàïàçîí ñîâðåìåííûõ áåñ-
ïèëîòíûõ àïïàðàòîâ îò ìèêðî ÁÏËÀ äî òÿæåëûõ ìíîãîòîííûõ
àïïàðàòîâ, � à èõ íàçíà÷åíèå íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî âîåííîé
ïðîìûøëåííîñòüþ, ïîñêîëüêó îíè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèìåíÿþò-
ñÿ â ñïàñàòåëüíûõ îïåðàöèÿõ, ãðóçîïåðåâîçêàõ, ñåëüñêîì õîçÿéñòâå,
îõðàíå ãðàíèö, ÷òî ïðèäàåò èìïóëüñû ê ðàçâèòèþ áåñïèëîòíîé àâèà-
öèîííîé òåõíèêè [1]. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþùèå ìóëüòèêîïòåðû ñ
âûñîêîé ãðóçîïîäú¼ìíîñòüþ (áîëåå 100 êã) îáëàäàþò êðóïíûìè ãà-
áàðèòàìè, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ ìîáèëüíîñòü è ïîâûøàåò ðèñêè ïðè
ýêñïëóàòàöèè. Âçëåò è ïîñàäêà � âàæíûå ýòàïû ïîëåòîâ ñîâðåìåí-
íûõ ÁÏËÀ, îò êà÷åñòâà ðàñ÷åòà è âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé çà-
âèñèò íå òîëüêî ýôôåêòèâíîñòü ïðîâîäèìûõ ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì
ðàáîò, íî è âîçìîæíîñòü èõ ìíîãîðàçîâîãî ïðèìåíåíèÿ. Îäíèì èç
îãðàíè÷åíèé ïðèìåíåíèÿ ÁÏËÀ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èÿ ïîëîñû äëÿ âçëå-
òà è ïîñàäêè. Ðàçðàáîòàííûé â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìóëüòèêîïòåð
ðåøàåò ýòè ïðîáëåìû çà ñ÷¼ò: êîìïàêòíîñòè (äèàìåòð 1.4ì) ïðè ãðó-
çîïîäú¼ìíîñòè 140 êã; ñèñòåìû âîçäóøíîãî ñòàðòà ÁÏËÀ, ïîçâîëÿ-
þùåé çàïóñêàòü ñàìîë¼òíûå äðîíû áåç âçë¼òíîé ïîëîñû; ýëåêòðè÷å-
ñêîé ñèëîâîé óñòàíîâêè, ÷òî ñíèæàåò øóì è âûáðîñû ïî ñðàâíåíèþ
ñ ÄÂÑ � àíàëîãàìè. Çàäà÷åé óïðàâëÿåìîãî ïîëåòà â áåñïèëîòíîé
àâèàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèå ïðîãðàìì ïîëåòà íà îñíîâå ÷àñò-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîé èëè ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòÿõ è êîíêðåòèçàöèè âåêòîðîâ êîñâåííîãî óïðàâ-
ëåíèÿ [2]. Ñóùåñòâåííîé ïðîáëåìîé îñòàåòñÿ ìàëîå êîëè÷åñòâî ðàáîò
â îòêðûòîì äîñòóïå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó è ôèçè÷åñêîìó îïèñàíèþ
îñíîâíûõ âèäîâ âçëåòà è ïîñàäêè ñîâðåìåííûõ ÁÏËÀ, ÷òî íå ïîçâî-
ëÿåò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ó÷èòûâàòü õàðàêòåðèñòèêè ìåñòíîñòè äëÿ
âûáðàííûõ âçëåòíî-ïîñàäî÷íûõ ïëîùàäîê áåñïèëîòíûõ ïîäðàçäåëå-

© Ñóøêî Ò.È., Êîæåìÿêèí À.Å., Òðþõ Î.Â., Òèòîâ Á.À., Ïàøíåâà Ò.Â.,
Åãîðóøèíà Å.À., 2026
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íèé. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ñëîæíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ è èìèòàöè-
îííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèãàòåëÿ âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå óñëîâíî
áåñïëàòíîãî âåá-ñåðâèñà ¾eCalc¿, ïðåäîñòàâëÿþùåãî óñëóãè ïî ìîäå-
ëèðîâàíèþ è îöåíêå ïðîåêòîâ ðàäèîóïðàâëÿåìûõ ìîäåëåé ïîñðåä-
ñòâàì îíëàéí-êàëüêóëÿòîðà [3].

Öåëüþ ýòàïà ðàáîòû, âûïîëíÿåìûõ â ðàìêàõ ïðîåêòà ¾Ðàçðàáîò-
êà è îïòèìèçàöèÿ áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ÁÏËÀ) âåð-
òèêàëüíîãî âçëåòà è ïîñàäêè (ÂÂÏ) ìàëûõ ðàçìåðîâ ïîâûøåííîé
ãðóçîïîäúåìíîñòè¿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìóëüòèêîïòåðà ñ ñèëîâîé
óñòàíîâêîé íà áàçå øåñòè ýëåêòðîäâèãàòåëåé. Îí ñïîñîáåí êàê ïîä-
íèìàòü ãðóçû ìàññîé äî 140 êã íà âûñîòó 1500 ì, òàê è îáåñïå÷èâàòü
âîçäóøíûé ñòàðò ÁÏËÀ ñàìîë¼òíîãî òèïà ìàññîé äî 140 êã â óñëî-
âèÿõ îãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà (ïëîùàäü çîíû ñòàðòà � 10 ì2),
à òàêæå àâòîíîìíî ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ ïðè çàâèñàíèè è êîìïåíñèðî-
âàòü âíåøíèå âîçìóùåíèÿ (âåòåð, ñìåùåíèå ãðóçà). Â ïðîöåññå ðàáî-
òû ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è: ðàññ÷èòàíà êîíñòðóêöèÿ êàðáîíîâîé
ðàìû è áàëîê êðåïëåíèÿ äâèãàòåëåé, ïîäîáðàíû êîìïîíåíòû ñèëî-
âîé óñòàíîâêè (ìîòîðû, ïðîïåëëåðû, àêêóìóëÿòîðû), ðàçðàáîòàíà
ñèñòåìà ýëåêòðîìàãíèòíîãî êðåïëåíèÿ ãðóçà ñ ðåçåðâèðîâàíèåì, èí-
òåãðèðîâàíû äàò÷èêè è àëãîðèòìû àêòèâíîé áàëàíñèðîâêè, ïðîâåäå-
íû ðàñ÷¼òû âðåìåíè ïîë¼òà, òÿãîâîîðóæ¼ííîñòè è ïðî÷íîñòè óçëîâ.
Ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå àïïàðàòà ñòðîèëîñü ñ ó÷åòîì íåñáàëàíñèðî-
âàííîñòè îñíîâíûõ ñèë, âîçíèêàþùèõ â ïîëåòå: òÿãè, ëîáîâîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ, ïîäúåìíîé ñèëû è âåñà; � äëÿ óñêîðåíèÿ â íàïðàâëåíèè
áîëüøåé ñèëû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè ìåõàíèêè ñðåä. Èìèòàöèîí-
íîå ôèçèêî � ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîëåòà ÁÏËÀ ïðîâî-
äèëîñü â âåá-ñåðâèñå ¾eCalc¿ íà îñíîâå çàäàííûõ òåõíè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê: âçëåòíàÿ ìàññà, äàëüíîñòü, âûñîòà è ïðîäîëæèòåëüíîñòü
ïîëåòà, ðàçìåðû àïïàðàòà, ðàçìåð è ìîùíîñòü ýëåêòðîäâèãàòåëåé,
îïðåäåëÿåìûå ãàáàðèòàìè âûáðàííîé ðàìû ÁÏËÀ. Êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå ïîëåòà ÁÏËÀ ïîçâîëèëî àâòîðàì âíåñòè èçìåíåíèÿ
â êîíñòðóêöèþ åãî êðåïëåíèÿ ê ôþçåëÿæó. Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ è çàêîíû àýðîäèíàìèêè ëåæàò â îñíîâå
ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ðàñ÷åò äàëüíîñòè ïîëå-
òà è âîçäóøíàÿ ñêîðîñòü ïðè âûáðàííîì òèïå äâèãàòåëåé.

Ïî ðåçóëüòàòàì èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àâòîðàìè âíåñåíû
êîíñòðóêòèâíûå èçìåíåíèÿ â ñïîñîá çàïóñêà ÁËÀ ñàìîëåòíîãî òèïà,
êîòîðûå âûðàçèëèñü â èçìåíåíèè êðåïëåíèÿ â âèäå ýëåêòðîçàìêà,
ãèáðèäíîé ñèñòåìû çàïóñêà è êîìáèíàöèè ìóëüòèêîïòåðà-íîñèòåëÿ
è ñàìîë¼òíîãî äðîíà, ñòàðòóþùåãî â âîçäóõå. Ðåçåðâèðîâàíèå êðèòè-
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Ðèñ. 1: Ðàñ÷åò äàëüíîñòè ïîëåòà è âîçäóøíàÿ ñêîðîñòü ÁÏËÀ

÷åñêèõ ñèñòåì: äóáëèðîâàíèå ãèðîñêîïîâ, ýëåêòðîìàãíèòíîãî çàìêà
è êàíàëîâ ñâÿçè. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû âîçäóøíîé ñêîðîñòè, äàëüíî-
ñòè ïîëåòà, îíà ñîñòàâèëà ïðè ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêå 150 êã îêîëî
3200 ì [5].
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Ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä:

H = J
∑
m,τ

[(
−→
S m
−→
S m+τ ) + α

∑
m,τ

(
−→
S m
−→
S m+2τ )]−H

∑
m

Szm, (1)

ãäå J < 0− ïàðàìåòð áèëèíåéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèå äëÿ
áëèæàéøèõ ñîñåäåé, 0 ⩽ α ⩽ 1- îòíîøåíèå ïàðàìåòðà áèëèíåéíîãî
îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèå äëÿ âòîðûõ ñîñåäåé ê ïàðàìåòðó áèëèíåé-
íîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèå äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, H = gµBB,
g− ïàðàìåòð, g ≈ 2, 2 - ãèðîìàãíèòíûé êîíñòàíò, µB− ìàãíåòîí Áî-
ðà, B− èíòåíñèâíîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

−→
S m = (Sxm, S

y
m, S

z
m)− îïå-

ðàòîð àòîìíîãî ñïèíà âåëè÷èíû s = 1/2 â óçëå m, à ïî τ âåäåòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì. Ïîëîæèì S±

m = Sxm ± iSym,
ãäå S+

m è S−
m ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

ìàãíîíà â óçëå m. Ãàìèëüòîíèàí (1) äåéñòâóåò â ñèììåòðè÷åñêîì
ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ0 âåêòîð, íàçûâàå-
ìûé âàêóóìíûì è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè S+

mφ0 = 0,
Szmφ0 = 1/2φ0, ãäå ||φ0|| = 1. Âåêòîðû {S−

mS
−
n φ0} îïèñûâàåò ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû äâóõ ìàãíîíîâ, íàõîäÿùåãîñÿ â óçëàõm è n, ñî çíà÷åíè-
ÿìè ñïèíà s = 1/2. Âåêòîðû {S−

mS
−
n φ0} îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíóþ

ñèñòåìó. Ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýòè âåêòîðû, îáîçíà÷èì ÷åðåç
H̃2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî îòíîñèòåëíî åñòåñòâåííîãî ñêàëÿð-
íîãî ïðîèç- âåäåíèå. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äâóõìàãíîííûõ

1 Ðàáîòà ôèíàíñèðóåòñÿ çà ñ÷åò ñðåäñòâ ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòà Ðåñïóá-
ëèêè Óçáåêèñòàí.
© Òàøïóëàòîâ Ñ.Ì., 2026
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ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H2 ñóæåíèå îïåðàòîðà H
íà ïîäïðîñ- òðàíñòâå H̃2.

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî H̃2 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàòîðà H. Îïåðàòîð H2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì
îïåðàòîðîì, êîòîðûé ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð H2, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå l2((Z

ν)2) ïî ôîðìóëå

(H2f)(p, q) = J
∑
τ

{(δp,q+τ + δp+τ,q − 2)f(p, q)− 1

2
δp−τ,qf(p− τ, q)−

−1

2
δp,q−τf(p, q−τ)−

1

2
δp+τ,qf(p+τ, q)−

1

2
δp,q+τf(p, q+τ)+

1

2
f(p−τ, q)+

+
1

2
f(p, q−τ)+1

2
f(p+τ, q)+

1

2
f(p, q+τ)}+α{(δp,q+2τ+δp+2τ,q−2)f(p, q)−

−1

2
δp−2τ,qf(p− 2τ, q)− 1

2
δp,q−2τf(p, q − 2τ)− 1

2
δp+2τ,qf(p+ 2τ, q)−

−1

2
δp,q+2τf(p, q + 2τ) +

1

2
f(p− 2τ, q) +

1

2
f(p, q − 2τ) +

1

2
f(p+ 2τ, q)+

+
1

2
f(p, q + 2τ)}+ 2Hf(p, q), (2)

ãäå δk,j− ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñàì îïåðàòîð H2 íà âåêòîð ψ ∈ H̃2

äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

H2ψ =
∑
p,q

(H2f)(p, q)S
−
p S

−
q φ0. (3)

Ëåììà 1. Ñïåêòðû îïåðàòîðîâ H2 è (H2 ñîâïàäàþò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:
F : l2((Z

ν)2) → L2((T
ν)2) ≡ H̃2, ãäå T ν− ν− ìåðíûé òîð, ñíàá-

æåííûé íîðìèðîâàííîé ìåðîé Ëåáåãà dλ, ò.å., λ(T ν) = 1.
Òåîðåìà 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò îïåðàòîð H2 â

îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð H̃2 = F H2F−1, äåé-
ñòâóåþùèé â ïðîñòðàíñòâå Lsymm2 ((T ν)2) ïî ôîðìóëå

(H̃2f)(λ, µ) = [−2J{2ν−
ν∑

i=1

[cosλi +cosµi]}− 2α{2ν−
ν∑

i=1

[cosλi +cosµi]}+2H]×

×f(λ, µ)+2J

∫
Tν

[2ν+
ν∑

i=1

[cos(λi−si)+cos(µi−si)−cos si−cos(λi+µi−si)−cosλi−

− cosµi]f(s, λ+ µ− s)ds+ 2α

∫
Tν

[2ν −
ν∑

i=1

[cos 2λi + cos 2µi] +
ν∑

i=1

[cos 2(λi − si)+
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+cos 2(µi−si)−cos 2si−cos 2(λi+µi−si)]−2H]f(s, λ+µ−s)ds. (4)

ãäå Lsymm2 − ïîäïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé â L2((T
ν)2).

Ñëåäóþùèé ôàêò ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâà-
íèé ñïåêòðà îïåðàòîðà H̃3. Ïóñòü ôèêñèðîâàí ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ
ñèñòåìû x+ y = Λ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(ΓΛ) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ïî ìíîãîîáðàçèþ ΓΛ = {(x, y) : x+ y =

Λ}. Èçâåñòíî [1], ÷òî îïåðàòîð H̃2 è ïðîñòðàíñòâî H̃2 ìîæíî ðàç-
ëîæèòü â ïðÿìîé èíòåãðàë H̃2 =

∫
T ν

⊕
H̃2ΛdΛ, H̃2 =

∫
T ν

⊕
H̃2ΛdΛ

îïåðàòîðîâ H̃2Λ è ïðîñòðàíñòâ H̃2Λ òàê, ÷òî ïðîñòðàíñòâà H̃2Λ îêà-
æóòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ H̃2Λ è

(H̃2Λf)(λ, µ) = [−4J{
ν∑

i=1

[1− cos
Λi

2
cos(

Λi

2
− λi)] +α

ν∑
i=1

[1− cosΛicos(Λi − 2λi)]}−

−2H]fΛ(λ) + 4J

∫
Tν

{
ν∑

i=1

[1− cos
Λi

2
cos(

Λi

2
− λi)] +

ν∑
i=1

[cos(
Λi

2
− λi)− cos

Λi

2
]×

×cos(
Λi

2
− si) + α{

ν∑
i=1

[1− cosΛicos(Λi − 2λi)] +

ν∑
i=1

[cos(Λi − 2λi)− cosΛi]×

× cos(Λi − 2si)} − 2H}fΛ(s)ds. (5)

Ïóñòü ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ ñèñòåìû Λ = π. Èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ν = 1 è ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ ñèñòåìû Λ =
π. Òîãäà îïåðàòîð H̃2Λ èìååò ðîâíî òðè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèå z1 =

0, z2 = −4J −H + 2Jα3

1+α è z3 = −4J −H + 2J(1+2α)2

1+α , ëåæàùåå íèæå

íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H̃2Λ.

Ëèòåðàòóðà
1. Íàéìàðê Ì.À. Íîðìèðîâàííûå êîëüöà / Ì.À. Íàéìàðê. � Ì. :

Íàóêà, 1968. � 664 ñ.

ÏÎËÍÛÉ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒ ËÈÓÂÈËËÅÂÎÉ
ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÁÈËËÈÀÐÄÍÎÉ ÊÍÈÆÊÈ,
ÑÊËÅÅÍÍÎÉ ÈÇ ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÕ ÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ1

Ä.À. Òêà÷åíêî (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
daniil.tkachenko@math.msu.ru

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà (ïðîåêò � 22-71-10106).
© Òêà÷åíêî Ä.À., 2026

284



Ïóñòü íà ïëîñêîñòè R2 èìååòñÿ ýëëèïñ. Äæ.Áèðêãîô ïîêàçàë [2],
÷òî áèëëèàðä â ýëëèïñå èíòåãðèðóåì, ò.å. çâåíüÿ òðàåêòîðèè áèëëè-
àðäíîé ÷àñòèöû ëåæàò íà ïðÿìûõ, êàñàòåëüíûõ ê íåêîòîðîé êâàä-
ðèêå, ñîôîêóñíîé ñ äàííûì ýëëèïñîì. Â.Â. Âåäþøêèíà ðàñøèðèëà
êëàññ èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ, ââåäÿ áèëëèàðäíûå êíèæêè [3].
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó êîíñòðóêöèþ íà ïðèìåðå. Ïóñòü èìååòñÿ äâó-
ìåðíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Âîçü-
ì¼ì êîíå÷íîå ÷èñëî å¼ äóáëèêàòîâ è ïðîíóìåðóåì èõ. Ñêëåèì ýòè îá-
ëàñòè ïî íåêîòîðûì äóãàì. Ñêëååííûì äóãàì ïðèïèøåì ïåðåñòàíîâ-
êè. Ò.å. åñëè áèëëèàðäíàÿ ÷àñòèöà äâèãàëàñü íà i-òîì áèëëèàðäíîì
ëèñòå, òî ïîñëå îòðàæåíèÿ îò äóãè, êîòîðîé ïðèïèñàíà ïåðåñòàíîâêà
σ, ÷àñòèöà ïðîäîëæèò äâèæåíèå íà ëèñòå ñ íîìåðîì σ(i). Áîëåå òî-
ãî, À.Ò. Ôîìåíêî áûëè ââåäåíû áèëëèàðäû ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì [1].
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñêàëüçûâàíèå â îáëàñòè, îãðà-
íè÷åííîé ýëëèïñîì. Ïóñòü ÷àñòèöà ïîñëå óäàðà î ãðàíèöó íå òîëüêî
îòðàæàåòñÿ, íî è ¾ïðîñêàëüçûâàåò¿ âäîëü ãðàíèöû íà ïîëîâèíó å¼
äëèíû. Òàê îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà îñòà¼òñÿ èíòåãðèðóåìîé.

Ðàíåå Â.Í. Çàâüÿëîâûì áûë èçó÷åí ýòîò áèëëèàðä [1]. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå. À èìåííî, ïóñòü
äàíû 2k îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ýëëèïñîì è âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé
x = 0. Ïðîíóìåðóåì èõ è ðàçîáüåì íà ïàðû (12), . . . , (2k − 1 2k). Íà
êàæäîé ïàðå ââåä¼ì ïðîñêàëüçûâàíèå. Ñêëåèì îáëàñòè âäîëü âåð-
òèêàëüíîãî îòðåçêà. Ñîïîñòàâèì îäíîìåðíûì êëåòêàì ïîëó÷åííîãî
CW-êîìïëåêñà ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâêè: íà âåðòèêàëüíîì îòðåçêå
ïåðåñòàíîâêó (135 . . . 2k − 1 246 . . . 2k), à íà ýëëèïòè÷åñêèõ äóãàõ �
(12)(34) . . . (2k − 1 2k).

Ïîëó÷åííàÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ñêëååííàÿ èç k ïðîåêòèâíûõ
ïëîñêîñòåé, î÷åâèäíî, èíòåãðèðóåìà. Âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü èìååòñÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà îïèñàííàÿ âû-
øå. Òîãäà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íåâûðîæäåííîé èçîýíåðãå-
òè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ýòîãî áèëëèàðäà îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ìå÷åíûå
ìîëåêóëû, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå íèæå. Ñëåâà � äëÿ ÷¼òíîãî k,
ñïðàâà � äëÿ íå÷¼òíîãî k.

Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà êîäèðóåò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íåâûðîæäåííîé
èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè [4]. Îíà ïîêàçûâàåò òî, êàêèì îáðà-
çîì ïåðåñòðàèâàþòñÿ òîðû Ëèóâèëëÿ, ïåðåõîäÿ ÷åðåç îñîáûé ñëîé,
à òàêæå òî, êàêèì îáðàçîì ïåðåñòðàèâàþòñÿ ðåãóëÿðíûå òîðû Ëè-
óâèëëÿ ìåæäó ñîáîé íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà.
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Ðèñ. 1 Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íåâûðîæäåííîé
èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè k = 1 ìîäåëèðóåò îäèí
èç êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà äâóìåðíîé
ñôåðå S2.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà

dx

dt
=

n∑
i+j=0

ai,jx
iyj ≡ Pn(x, y),

dy

dt
=

n∑
i+j=0

bi,jx
iyj ≡ Qn(x, y), (1)

ãäå ai,j , bi,j ∈ R.
Âåùåñòâåííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ íà ïëîñêîñòè, èìåþùóþ

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (âñå èç êîòîðûõ ìîãóò
áûòü îâàëàìè) íàçûâàþò M�êðèâîé. Ïðèìåðîì òàêîé êðèâîé ÿâëÿ-
åòñÿ íåñèíãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ÷åòûðüìÿ îâàëàìè
� êðèâàÿ Òðîòòà [1].

Îïèðàÿñü íà ðàáîòó Õàðíàêà À. [2], Áàóòèí Í.Í. â ñòàòüå [3] äîêà-
çàë òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ñèñòåì âèäà (1), èìåþùèõ ÷èñëî àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ðàâíîå ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó îâàëîâ
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ïîðÿäêà n. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâà-
ëàñü ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà

dx

dt
= −(y+λ)H ′

y(x, y) ≡ P (x, y),
dy

dt
= (y+λ)H ′

x(x, y) ≡ Q(x, y), (2)

ãäå Hx(x, y) = 0 � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ïîðÿäêà n ñ ìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ îâàëîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î òîì, ÷òî
âñå îâàëû êðèâîé H(x, y) = 0 ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè ñè-
ñòåìû (2), îòëè÷àþùååñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà, ïðåäñòàâëåííîãî â [3].
Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ñèñòåìå (2)

H(x, y) = 144(x4 + y4)− 225(x2 + y2) + 350x2y2 + 81, (3)

òî å¼ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè ñëóæàò ðîâíî ÷åòûðå îâàëà êðèâîé Òðî-
òòà è äðóãèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ó ýòîé ñèñòåìû íåò.

Òàêæå â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ, ìîæåò ëè ñèñòåìà (1) ïðè n = 3
èìåòü êðèâóþ Òðîòòà â êà÷åñòâå èíâàðèàíòíîé êðèâîé è ìîãóò ëè
ïðè ýòîì âñå å¼ îâàëû ÿâëÿòüñÿ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè.

Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå: êðè-
âàÿ Òðîòòà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ñèñòåìû (1) ïðè n = 3 â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà èìååò âèä

dx

dt
= −225y + 350x2y + 288y3,

dy

dt
= 225x− 350xy2 − 288x3. (4)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (4) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, ïîýòîìó ñèñòåìà
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èíòåãðèðóåìà, è å¼ îáùèé èíòåãðàë çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

144(x4 + y4)− 225(x2 + y2) + 350x2y2 = C = const (5)

Ïðè C = −81 èç ñåìåéñòâà (5) ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ Òðîòòà. Âñå
êðèâûå ñåìåéñòâà (5) ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà.

Òàê êàê ñèñòåìà (4) êîíñåðâàòèâíà, òî îíà èìååò â êîíå÷íîé ÷à-
ñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ¾öåíòð¿
è ¾ñåäëî¿. Êðîìå ýòîãî, âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (4) ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ: y = x, y = −x, y = 0, x = 0.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Ïóàíêàðå â ðàáîòå ïîêàçàíî îòñóò-
ñòâèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå
è ïîñòðîåí å¼ ïîëíûé ôàçîâûé ïîðòðåò.

Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå ïî ñðîêàì ëèòåðàòóðíûå
ññûëêè, ðåøàåìàÿ çàäà÷à îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé. Îá ýòîì ãîâîðèò
íåäàâíèé îáçîð [4].
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Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, íà îòðåçêå âðåìåíè
[0, T ], T > 0, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñëåäóþùåé íà÷àëüíî�
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ àëüôà�ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòè Áèíãàìà (ñì.
[1]):

∂v

∂t
+

n∑
i=1

ui
∂v

∂xi
+

n∑
i=1

vi∇ui −Divσ +∇p = f, (1)
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σ =

{
2µE(v) + τ∗ E(v)

|E(v)| äëÿ |E(v)| ̸= 0,

|σ| ⩽ τ∗ äëÿ |E(v)| = 0,
(2)

v = (I − α2∆)u, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (3)

div u(t, x) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (4)

u
∣∣
∂Ω

= 0, ∆u
∣∣
∂Ω

= 0, u
∣∣
t=0

= u0. (5)

Çäåñü v(x, t), u(x, t), p(x, t), f(x, t) ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð ñêîðîñòè
÷àñòèöû æèäêîñòè, ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
æèäêîñòè, äàâëåíèå â æèäêîñòè, ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë; σ � äåâè-
àòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ; E(v) = 1

2

(
∇v + (∇v)T

)
� òåíçîð ñêîðî-

ñòåé äåôîðìàöèè; α, µ, τ∗ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Îïèñàíèå àëüôà�ìîäåëåé ïðèâåäåíî â ðàáîòå [2].

Ïóñòü u0 ∈ V 1, f ∈ L2(0, T ;V
−1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå

ïðîñòðàíñòâî W = {u ∈ L2(0, T ;V
2), v′ ∈ L2(0, T ;V

−2)}.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà ôóíêöèé (u, σ), u ∈ W , σ ∈ (L2(QT ))

n2

íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è [1]�[5], åñëè
äëÿ âñåõ φ ∈ V 1 è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

⟨(J + α2A)u′, φ⟩ −
∫
Ω

n∑
i,j=1

ui((J + α2A)u)j
∂φj
∂xi

dx+

+

∫
Ω

n∑
i,j=1

((J + α2A)u)i
∂ui
∂xj

φj dx+

∫
Ω

σ : E(φ)dx = ⟨f, φ⟩,

ðåîëîãè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ (2) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ èç (5).
Íà îñíîâå ðàáîò [3]�[5] äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 1.Ïóñòü u0 ∈ V 1, f ∈ L2(0, T ;V

−1). Òîãäà íà÷àëüíî�
êðàåâàÿ çàäà÷à [1]�[5], èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå (v, σ).
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4. Çâÿãèí À.Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ
àëüôà-ìîäåëè Ëåðå è àëüôà-ìîäåëè Íàâüå-Ñòîêñà / À.Â. Çâÿãèí //
ÄÀÍ. � 2019. � Ò. 486, � 5. � Ñ. 527�530.
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ÀËÜÔÀ�ÌÎÄÅËÜ ÁÈÍÃÀÌÀ I ÊËÀÑÑÀ
Í.Â. Òîëñòîé (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

nikolaitolstoi@vk.com

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, íà îòðåçêå âðåìåíè
[0, T ], T > 0, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñëåäóþùåé íà÷àëüíî�
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ àëüôà�ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòè Áèíãàìà (ñì.
[1]):

∂v

∂t
+

n∑
i=1

ui
∂v

∂xi
−Divσ +∇p = f, (1)

σ =

{
2µE(v) + τ∗ E(v)

|E(v)| , åñëè |E(v)| ̸= 0,

|σ| ⩽ τ∗, åñëè |E(v)| = 0,
(2)

u = (I − α2∆)−1v, (3)

div v = 0, (4)

v|∂Ω = 0, v|t=0 = v0. (5)

Çäåñü v(t, x) � íåèçâåñòíàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû æèäêîñòè, p(t, x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ, f(t, x) �

çàäàííàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, E = (Eij)i=1,n

j=1,n
� òåíçîð ñêîðîñòè

äåôîðìàöèè, Eij(v) = 1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, µ > 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè

ñðåäû. Îïèñàíèå àëüôà�ìîäåëåé ïðèâåäåíî â ðàáîòå [2].
Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;V

−1) è v0 ∈ V 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî W1 = {v ∈ L2(0, T ;V

1), v′ ∈ L4/3(0, T ;V
−1)}.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà ôóíêöèé (v, σ) ∈ W1 × L2(0, T ;L2(Ω))
íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5) äëÿ

© Òîëñòîé Í.Â., 2026
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àëüôà�ìîäåëè Áèíãàìà, åñëè äëÿ âñåõ φ ∈ V 1 è ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T )
îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:

⟨v′, φ⟩ −
n∑

i,j=1

∫
Ω

uivj
∂φj
∂xi

dx+

∫
Ω

σ : E(φ) dx =

∫
Ω

f φ dx,

ðåîëîãè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ (2) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ èç (5).
Íà îñíîâå ðàáîò [3]�[5] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
Òåîðåìà 1.Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;V

−1) è v0 ∈ V 1. Òîãäà íà÷àëüíî�
êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(5) èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå (v, σ) ∈
W1 × L2(0, T ;L2(Ω)).

Òåîðåìà 2.Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Åñ-
ëè ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî àëüôà�ìîäåëåé (1)�(5), çàâèñÿùèõ îò
ïàðàìåòðà αm, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé vm
ýòîãî ñåìåéñòâà, êîòîðàÿ ïðè ñòðåìëåíèè αm ê íóëþ ñõîäèòñÿ ê
ñëàáîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è.
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Â ÑÅÒÅÏÎÄÎÁÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ
Òðàí Çóé (Ha Noi, Viet Nam, Phenikaa University)

duy.tran@phenikaa-uni.edu.vn

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè ýâîëþöèîííûõ âîëíî-
âûõ ïðîöåññîâ â äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ïàðàìåòðàìè íà ñåòåïîäîáíûõ îáëàñòÿõ ℑ ⊂ Rn, n = 2, 3.

Ïóñòü îáëàñòü ℑ ⊂ Rn, n = 2, 3, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ïîäîáëàñòåé ℑk, k = 1,M ; ℑT = ℑ×(0, T ), ∂ℑT =
∂ℑ × (0, T ), ∂ℑ � ãðàíèöà ℑ. ×àñòÿìè ãðàíèö ∂ℑk îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðèìûêàíèå ïîäîáëàñòåé ℑk äðóã ê äðóãó [1].

Ïîìåñòèì íà÷àëî O(0, ..., 0) ñèñòåìû êîîðäèíàò (0, x1, x2, ..., xn)
(n = 2, 3) â îáëàñòü ℑ è ïîñòðîèì ãèïåðïëîñêîñòè êîîðäèíàòíûõ
îñåé Oxk

(
k = 1, n

)
âèäà

Ox1 : x1 = i1h1, i1 = 0, N1,
Ox2 : x2 = i2h2, i2 = 0, N2,

. . .
Oxn : xn = inhn, in = 0, Nn,

ãäå hn (n = 1, 2, 3) � øàãè ðàçáèåíèé îñåé (äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì
h1 = h2 = h3 = h).

Ñåòêàìè ωℑ, ωℑk è ωSl îáëàñòåé ℑ, ℑk è ïîâåðõíîñòåé Sl íà-
çûâàþòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà (1),
ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòÿì ℑ, ℑk è ïîâåðõíîñòÿì Sl, ñîîòâåòñòâåí-
íî (çäåñü k = 1,M , l = 1, L); ñåòêîé ω∂ℑ ãðàíèöû ∂ℑ íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé (1), ïðèíàäëåæàùèõ
ýòîé ãðàíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ωℑ = ωℑk ∪ ωSl , ωℑ̄ = ωℑ ∪ ω∂ℑ. Ñ
øàãîì τ = T/K ââîäèòñÿ ñåòêà ω̄τ =

{
tj = jτ, j = 0,K

}
íà îòðåçêå

[0, T ] è ñåòêà ωτ =
{
tj = jτ, j = 1,K − 1

}
íà èíòåðâàëå (0, T ), òîãäà

äëÿ ℑT , ℑ̄T ââîäÿòñÿ ñåòêè ωℑT = ωℑ × ωτ , ωℑ̄T = ωℑ̄ × ω̄τ . Ôóíê-
öèè, îïðåäåëåííûå íà ñåòêå ωℑT èëè ωℑ̄T , íàçûâàþòñÿ ñåòî÷íûìè
ôóíêöèÿìè.

Ïðåäñòàâëåíû êîíå÷íîìåðíûå èëè äèñêðåòíûå àíàëîãè äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì â îáëàñòè ℑT = ℑ× (0, T )

∂2u(x, t)

∂t2
+ Lu = f(x, t),

© Òðàí Çóé, 2026
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ôîðìàëèçìàìè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ñåòåïîäîáíûå ýâîëþöèîííûå
âîëíîâûå ïðîöåññû;

Lu = −
n∑

κ,ι=1

∂

∂xκ

(
aκι(x)

∂u

∂xι

)
+ b(x)u, aκι(x) = aικ(x),

0 < a∗ ⩽ aκι(x) ⩽ a∗, |b(x)| ⩽ β <∞.
Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé

ñèìâîëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè
äëÿ îáîçíà÷åíèé ôóíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äèôôåðåíöè-
àëüíûõ âûðàæåíèÿõ. Ê ïðèìåðó, èñïîëüçóþòñÿ ñèìâîëèêè ñåòî÷íîé

ôóíêöèè
(
uji1,i2,...,in

)
è åå ýëåìåíòîâ uji1,i2,...,in , iκ = 0, Nκ, κ = 1, n,

äëÿ ôóíêöèè u(x, t), à òàêæå ïðåäñòàâëåíèå

Luℑk
∼ Lhuℑk

=

n∑
κ,ι=1

1

h

[
aκι iκ+1ℑk

ujiκ+1,iιℑk
− ujiκ+1,iι−1ℑk

h
−

−aκι iκℑk

ujiκ,iιℑk
− ujiκ,iι−1ℑk

h

]
+ biℑk

ujiℑk
,

iκ = 1, Nκ − 1, iι = 1, Nι, k = 1,M.

Ñåòî÷íûå ôóíêöèè aκι i1,...,iκ,...,inℑk
, bi1,i2,...,inℑk

, ñîîòâåòñòâóþùèå

èñõîäíûì ôèêñèðîâàííûì ôóíêöèÿì aκι(x)ℑk
, b(x)ℑk

, ôîðìèðóþòñÿ
â ñèëó ñîîòíîøåíèé

aκι i1,...,iκ,...,inℑk
=

1

measRℑk

ih

∫
R

ℑk
ih

aκι(x)ℑk
dx,

bi1,i2,...,inℑk
=

1

measRℑk

ih

∫
R

ℑk
ih

b(x)ℑk
dx,

çäåñü Rℑk

ih = {x ∈ ℑk : |x− xi| < h}, |x− xi| � íîðìà â Rn.
Äëÿ âîëíîâîé ñèñòåìû ðàññìîòðåí êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã (òðåõ-

ñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà) âèäà

ut̄t,ℑk
+ Lhûℑk

= f ji1,i2,...,inℑk

, j = 1,K − 1, k = 1,M,

u0i1,i2,...,inℑk

= φ0 i1,i2,...,inℑk
, ut0 ℑk

= φ1 i1,i2,...,inℑk
,

293



uji1,i2,...,in∂ℑ
= 0,

ãäå f ji1,i2,...,inℑk

= 1

measR
ℑk
ih τ

(j+1)τ∫
jτ

∫
R

ℑk
ih

f(x, t)ℑk
dxdt, φi1,i2,...,inℑk

= 1

measR
ℑk
ih

∫
R

ℑk
ih

φ(x)ℑk
dx, û = uj+1

i1,i2,...,in
, û = uji1,i2,...,in , ut̄t = (û− 2u+

ǔ)/τ2, ut0 = (u1 − u0)/τ .
Ëèòåðàòóðà
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ãóðñà:

∂2u

∂t∂x
= A

∂u

∂t
+B

∂u

∂x
+ Cu(t, x) = f(t, x), (1)

u(0, x) = g(x), u(t, 0) = h(t) (g(0) = h(0)), (2)

ãäå çàäàíû: ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû A,B,C, äåéñòâóþ-
ùèå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, ôóíêöèè f(t, x), g(x), h(t) ∈ X;
(t, x) ∈ Π = [0; tk]× [0;xk].

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ôóíêöèÿ u(t, x) ∈

X: äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t è ïî x; óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
∂2u

∂t∂x
=

∂2u

∂x∂t
; óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1), (2) â Π.

Óðàâíåíèÿ âèäà (1) âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ñîðáöèè
è äåñîðáöèè ãàçîâ, ïðîöåññîâ ñóøêè [1] è ò.ä.

Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè [2] è ðåøåíà
â ñòàòüå [3].

© Óñêîâ Â.È., 2026
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Îáîçíà÷èì:

J(x)(·) = B(·) +
x∫

0

e(x−χ)A(AB + C)(·) dχ,

φ(t, x) = exA
(
dh

dt
−Bh(t)

)
+

x∫
0

e(x−χ)Af(t, χ) dχ.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Óòâåðæäåíèå.Ïóñòü h(t) äèôôåðåíöèðóåìà, f(t, x) íåïðåðûâíà

ïî x. Ïóñòü φ(t, x) íåïðåðûâíà ïî t. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2)
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ðàâíî

u(t, x) = etJ(x)g(x) +

t∫
0

e(t−τ)J(x)φ(τ, x) dτ.
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Îäíîé èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ ïðè÷èí ñìåðòíîñòè íàñåëåíèÿ, ïî
äàííûì Âñåìèðíîé îðãàíèçàöèè çäðàâîîõðàíåíèÿ, îñòàþòñÿ çàáîëå-
âàíèÿ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû (ÑÑÇ) [1]. Äëÿ ïàöèåíòîâ ñ ÑÑÇ
ðåãóëÿðíûé êîíòðîëü àðòåðèàëüíîãî äàâëåíèÿ (ÀÄ) ÿâëÿåòñÿ áàçî-
âûì óñëîâèåì ñâîåâðåìåííîãî âûÿâëåíèÿ óõóäøåíèé è îöåíêè ýô-
ôåêòèâíîñòè òåðàïèè. Â ðàíåå ðàññìîòðåííîé èíôîðìàöèîííîé ñè-
ñòåìå ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ ïàöèåíòà [2] èçìåðåíèå ÀÄ ðåàëèçóåò-
ñÿ íà îñíîâå îáðàáîòêè îñöèëëîãðàìì áåç èñïîëüçîâàíèÿ àóñêóëüòà-
òèâíûõ ïðîöåäóð [3, 4].

Ïðàêòèêà îáðàáîòêè íàêîïëåííûõ èçìåðåíèé ïîêàçàëà, ÷òî çà-
ìåòíàÿ äîëÿ îñöèëëîãðàìì îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíîé äëÿ äàëüíåé-
øåé èíòåðïðåòàöèè. Íåêîððåêòíîñòü ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà äâè-
æåíèÿìè ïàöèåíòà, íàðóøåíèåì ïîëîæåíèÿ èëè íåïëîòíûì ïðèëå-
ãàíèåì ìàíæåòû, ïîìåõàìè è ñáîÿìè äàò÷èêà, à òàêæå èíäèâèäó-
àëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ñîñóäèñòîãî òîíóñà. Íà óðîâíå ñèãíàëîâ òà-
êèå ñëó÷àè ïðîÿâëÿþòñÿ â âèäå íåðåãóëÿðíûõ ïóëüñàöèé, ëîêàëüíûõ
âûáðîñîâ àìïëèòóäû, ñìåùåíèÿ áàçîâîé ëèíèè è èçìåíåíèÿ ôîðìû
êðèâîé ïîñëå âûäåëåíèÿ ïóëüñîâîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïîäîáíûå èçìå-
ðåíèÿ ïðèâîäÿò ê íåñòàáèëüíîé ðàáîòå àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ ÀÄ è ïîâûøàþò ðèñê ïîëó÷åíèÿ íåêîððåêòíûõ îöåíîê ñè-
ñòîëè÷åñêîãî è äèàñòîëè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîâûøåíèè äîñòîâåðíîñòè àíàëèçà
äàííûõ â ðàìêàõ ñèñòåìû èçìåðåíèÿ ÀÄ çà ñ÷¼ò àâòîìàòè÷åñêîãî
âûÿâëåíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ íåêîððåêòíî ïðîâåä¼ííûõ èçìåðåíèé íà
ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ðåøàåòñÿ
çàäà÷à áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè îñöèëëîãðàìì: ¾êîððåêòíîå¿ èçìå-
ðåíèå / ¾íåêîððåêòíîå¿ èçìåðåíèå. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ çàïèñè äàâëåíèÿ â ìàíæåòå, ôîðìèðóåìûå â ïðîöåññå
èçìåðèòåëüíîãî öèêëà. Íà ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè âûïîë-
íÿåòñÿ âûäåëåíèå ïóëüñîâîé êîìïîíåíòû, ñâÿçàííîé ñ êîëåáàíèÿìè
ïëå÷åâîé àðòåðèè, ñ ó÷¼òîì âêëàäà àðòåðèîë; â äàëüíåéøåì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ãàðìîíèêà êàê íàèáîëåå èíôîðìàòèâíàÿ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ îñöèëëîãðàììû. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ ãðàôèê îñöèëëÿöèé,
ïðèãîäíûé äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðàñ÷¼òà äàâëåíèÿ.

Òàê êàê âåðîÿòíûõ ïðè÷èí îòêëîíåíèé ìíîãî, òî ïðè êëàññèôè-
êàöèè ¾íåêîððåêòíîñòü¿ ñëîæíî ôîðìàëèçîâàòü. ×àñòü èñêàæåíèé
ëîêàëüíà è çàòðàãèâàåò îòäåëüíûå ó÷àñòêè çàïèñè, ÷àñòü ïðèâîäèò
ê îáùåìó èçìåíåíèþ ôîðìû êðèâîé, à ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé
ôàêòîðîâ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ ïîäõîäû, îñíîâàííûå òîëüêî íà íàáîðå
ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè,
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ïîñêîëüêó çíà÷èìûå äëÿ ñïåöèàëèñòà âèçóàëüíûå îñîáåííîñòè ôîð-
ìû ìîãóò áûòü ñëàáî âûðàæåíû â îòäåëüíûõ ÷èñëîâûõ ïðèçíàêàõ.
Ïîýòîìó äëÿ àâòîìàòèçàöèè êîíòðîëÿ êà÷åñòâà öåëåñîîáðàçíî ïðè-
ìåíÿòü ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [5], ñïîñîáíûå âûäåëÿòü óñòîé-
÷èâûå ïàòòåðíû è ðàçëè÷àòü êîìïëåêñíûå èñêàæåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé ïðîáëåìû áûëè èñïîëüçîâàíû ñâ¼ðòî÷-
íûå íåéðîñåòåâûå ìîäåëè, îðèåíòèðîâàííûå íà àíàëèç ôîðìû êðè-
âîé è å¼ ñòðóêòóðíûõ íàðóøåíèé, äëÿ ðàáîòû ñ êîòîðûìè ïîëó÷åí-
íûå ðàíåå îñöèëëîãðàììû ïðåîáðàçîâûâàëèñü â èçîáðàæåíèå ãðà-
ôèêà ñ ôèêñèðîâàííûì ìàñøòàáèðîâàíèåì. Îáó÷åíèå âûïîëíÿëîñü
íà âðó÷íóþ ðàçìå÷åííîé âûáîðêå îñöèëëîãðàìì, ñôîðìèðîâàííîé
íà îñíîâå èçìåðåíèé, íàêîïëåííûõ â õîäå ýêñïëóàòàöèè è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà. Ðàçìåòêà
îñóùåñòâëÿëàñü ïî êðèòåðèþ ïðèãîäíîñòè îñöèëëîãðàììû äëÿ ïî-
ñëåäóþùåãî ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðîâ ÀÄ. Êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè îöå-
íèâàëîñü ïî ñòàíäàðòíûì ìåòðèêàì, ïðè ýòîì ïðèîðèòåòíûì ÿâëÿ-
ëîñü ñíèæåíèå äîëè ñëó÷àåâ, êîãäà íåêîððåêòíîå èçìåðåíèå îøèáî÷-
íî ïðèçíà¼òñÿ êîððåêòíûì, ïîñêîëüêó èìåííî òàêèå îøèáêè íàèáî-
ëåå êðèòè÷íû äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè.

Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå âèçó-
àëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ óñòîé÷èâîñòü ïðè
ðàáîòå íà ïîäîáíûõ ïðèìåðàõ: îíè îòëè÷íî ðàñïîçíàþò íàðóøå-
íèÿ ôîðìû êðèâîé è êîìáèíèðîâàííûå àðòåôàêòû, ñîõðàíÿÿ ïðè-
åìëåìîå êà÷åñòâî íà èçìåðåíèÿõ, êîòîðûå âíåøíå áëèçêè ê êîð-
ðåêòíûì, íî ñîäåðæàò èñêàæåíèÿ, êðèòè÷íûå äëÿ ðàñ÷¼òà äàâëå-
íèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü âèçóàëüíî-
îðèåíòèðîâàííóþ êëàññèôèêàöèþ îñöèëëîãðàìì êàê áîëåå ïðàêòè÷-
íîå ðåøåíèå äëÿ ìîäóëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé ôèëüòðàöèè äàííûõ â èí-
ôîðìàöèîííîé ñèñòåìå ìîíèòîðèíãà. Âñòðàèâàíèå êëàññèôèêàòîðà
íà ðàííåì ýòàïå îáðàáîòêè îáåñïå÷èâàåò àâòîìàòè÷åñêèé êîíòðîëü
êà÷åñòâà ïîñòóïàþùèõ èçìåðåíèé è ñíèæàåò íàãðóçêó íà ñïåöèàëè-
ñòà, îñòàâëÿÿ ðó÷íóþ ïðîâåðêó òîëüêî äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëó÷àåâ è
çàäà÷ óòî÷íÿþùåé ðàçìåòêè.

Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèé äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ öåëåñîîáðàçíî îò-
ìåòèòü ðàñøèðåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è îò áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè
ê ìíîãîêëàññîâîé, ñ âûäåëåíèåì òèïîâûõ ïðè÷èí íåêîððåêòíîñòè èç-
ìåðåíèé, à òàêæå àäàïòèâíóþ íàñòðîéêó ïàðàìåòðîâ ïðåäâàðèòåëü-
íîé îáðàáîòêè ñ ó÷¼òîì èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ïàöèåíòà è
óñëîâèé èçìåðåíèÿ. Ýòî ïîçâîëèò íå òîëüêî îòáðàñûâàòü íåêîððåêò-
íûå îñöèëëîãðàììû, íî è ïîâûøàòü ñòàáèëüíîñòü ðàáîòû àëãîðèò-
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ìîâ îáðàáîòêè äàííûõ, ïîñòóïàþùèõ íà ýòàï îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ÀÄ.
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Íà G = [0, d]× [0,+∞[ ðåøåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ çàäà÷à:

utt(x, t) + (a1 − a2)uxt(x, t)− a1a2uxx(x, t) = f(x, t), {x, t} ∈ G, (1)

u(x, t)|t=0 = φ (x), ut(x, t)|t=0 = ψ (x), x ∈ [0, d], d > 0, (2)

[αi(t)
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ut(x, t) + (−1)i+1aiux(x, t)

)
+ γi(t)u(x, t)]|x=d̂i = µi(t),
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t ⩾ 0, i = 1, 2. (3)

Çäåñü f, φ, ψ, µ1, µ2 � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè ñâîèõ íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ x è t, αi, γi � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé
t è êîýôôèöèåíòû ai > 0, d̂i = (i− 1)d, i = 1, 2.

Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé íà ìíîæåñòàõ Ω ⊂ R2, C0(Ω) = C(Ω).

Ìû èñïîëüçóåì ÷àñòíûå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ Fi, k(x, t) íåîäíî-
ðîäíîãî äâóõñêîðîñòíîãî (a1 ̸= a2) óðàâíåíèÿ è ôóíêöèè èç [1]:

Fi, k(x, t) =
1

a1 + a2

[
(−1)i

t∗i (x)∫
dk

d̂i−(−1)ia3−i[t
∗
i (x)−τ ]∫

x−(−1)ia3−i(t−τ)

f(s, τ)dsdτ+

+

t∫
t∗i (x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, i = 1, 2, t∗1(x) = t2(x),

t∗2(x) = t− d− x
a2

, Φi,k(t) ≡ αi(t)φ′
k

(
d̂i + (−1)i+1a3−i(t− dk)

)
,

Ψi,k(t) ≡ αi(t)ψk
(
d̂i + (−1)i+1a3−i(t− dk)

)
,

Fi,k(t) ≡ αi(t)
t∫

dk

f
(
d̂i + (−1)i+1a3−i((t− dk)− τ), τ

)
dτ,

i = 1, 2, k = 1, 2, ... , n.

Â ìåòîäå âñïîìîãàòåëüíûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ïîëóîãðàíè-
÷åííîé ñòðíû Ëîìîâöåâà Ô.Å. âåðõíÿÿ ïîëóïîëîñà ïëîñêîñòè G
âäîëü îñè Ot äåëèòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêè Qn = [0, d] × [0, dn+1], ãäå
dn = (n − 1)d/(a1 + a2), êîòîðûå çàòåì äåëÿòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêè
Gk = [0, d]× [dk, dk+1], k = 1, 2, ..., n, âûñîòû d/(a1 + a2). Êàæäûé èç
ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèâàåòñÿ íà òðè òðåóãîëüíèêà:

∆3k−2 = {{x, t} : x ⩾ a1tk, x+ a2tk ⩽ d, x ∈ [0, d], t ∈ [dk, dk+1]},

∆3k−1 = {{x, t} : x ⩽ a1tk, x ∈ [0, a1d2], t ∈ [dk, dk+1]},

∆3k = {{x, t} : x+ a2tk ⩾ d, x ∈ [a1d2, d], t ∈ [dk, dk+1]}, tk = t− dk,

k = 1, ..., n, n = 1, . . .
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3) âåùåñòâåííûå êî-
ýôôèöèåíòû αi, γi ∈ Cn−k+2[dk, dk+1], k = 1, 2, . . . n, γi (t) ̸= 0,
t ∈ [0, dn+1], i = 1, 2, n = 1, 2, 3, . . . . Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñìåøàí-
íàÿ çàäà÷à (1)�(3) â Qn èìååò åäèíñòâåííûå è óñòîé÷èâûå êëàñ-
ñè÷åñêèå ðåøåíèÿ u ∈

⋂n
k=1 C

n+2−k(Qk) ⊂ C2(Qn) äëÿ f , φ, ψ, µ1,
µ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíû òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè:

φ ∈ Cn+1[0, d], ψ ∈ Cn[0, d], f ∈ Cn−k(Gk),

µ1, µ2 ∈ Cn−k+2[dk, dk+1],

Φi,k(t), Ψi,k(t), Fi,k(t) ∈ Cn−k+2[dk, dk+1],∫ t

dk

f
(
x− (−1)ia3−i (t− τ) , τ

)
dτ ∈ Cn−k+1(Gk), (4)

a2 + 2a1
a1

(x/a1)−t
∫
dk

f

(
a2 + 2a1

a1
(x− a1t)− a2τ, τ

)
dτ+

+

t∫
(x/a1)−t

f(x− a1(t− τ), τ)dτ ∈ Cn−k+1 (∆3k−2) , (5)

−a3−i
ai

∫ t− d̂i−(−1)ix

ai

dk

f((−1)i+1a3−i(t−
d̂i − (−1)ix

ai
− τ), τ)dτ+

+

∫ t

t− d̂i−(−1)ix

ai

f(x+ (−1)iai (t− τ) , τ)dτ ∈ Cn−k+1 (∆3k−1 ∪∆3k) ,

(6)
i = 1, 2, t ∈ [dk, dk+1], tk = t− dk, k = 1, 2, ..., n,

Ji,1 ≡ αi(dk)[ψk(d̂i) + (−1)i+1aiφ
′
k(d̂i)] + γi(dk)φk(d̂i) = µi(dk),

Ji,2 ≡ α′
i(dk)[ψk(d̂i) + (−1)i+1aiφ

′
k(d̂i)] + αi(dk){(−ai)i[ψ′

k(d̂i)+

+(−1)i+1aiφ
′′
k(d̂i)] + f(d̂i, dk)}+

+γ′i(dk)φk(d̂i) + γi(dk)ψk(d̂i) = µ′
i(dk),

Ji,q+1 ≡ (−1)i+1aiΦ
(q)
i,k (dk) + Ψ

(q)
i,k (dk) + F

(q)
i,k (dk) + γ

(q)
i (dk)φk(d̂i)+

+qγ
(q−1)
i (dk)ψk(d̂i)+

+

q∑
s=2

Csqγ
(q−s)
i (dk)

〈
as2 − (−a1)s

a1 + a2
ψ
(s−1)
k (d̂i)+
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+a1a2
as−1
2 − (−a1)s−1

a1 + a2
φ
(s)
k (d̂i)+

+
s−2∑
j=0

aj+1
2 − (−a1)j+1

a1 + a2
f (j,s−j−2)(d̂i, dk)

〉
=

= µ
(q)
i (dk), i = 1, 2, q = 2, ..., n+ 2− k, k = 1, . . . , n.

Êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè u ∈
⋂n
k=1 C

n+2−k(Qk) õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) íà Qn ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

u3k−2(x, t) =
1

a1 + a2

[
a1φk(x+a2tk)+a2φk(x−a1tk)+

x+a2tk∫
x−a1tk

ψk(ν)dν+

+

t∫
dk

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, {x, t} ∈ △3k−2,

u3k−1(x, t) =
1

a1 + a2

[
a1φk(x+ a2tk)− a1φk

(
a2

(
tk −

x

a1

))
+

+

x+a2tk∫
a2(tk−x/a1)

ψk(ν)dν

]
+

1

γ1

(
t− x

a1

)[µ1

(
t− x

a1

)
−

−a1Φ1,k

(
t− x

a1

)
−Ψ1,k

(
t− x

a1

)
−

−F1,k

(
t− x

a1

)]
+ F1, k(x, t), {x, t} ∈ △3k−1,

u3k(x, t) =
1

a1 + a2

[
a2φk(x− a1tk)− a2φk

(
d− a1

(
tk −

d− x
a2

))
+

+

d−a1(tk−(d−x)/a2)∫
x−a1tk

ψk(ν)dν

]
+

1

γ2

(
t− d−x

a2

)[µ2

(
t− d− x

a2

)
+

+a2Φ2,k

(
t− d− x

a2

)
−Ψ2,k

(
t− d− x

a2

)
−F2,k

(
t− d− x

a2

)]
+
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+F2, k(x, t), tk = t− dk, {x, t} ∈ △3k, k = 1, 2, ..., n, n = 1, 2, ...

Çäåñü u3k−2, u3k−1, u3k � ñóæåíèÿ ðåøåíèé u ∈
⋂n
k=1 C

n+2−k(Qk)
ñîîòâåòñòâåííî íà òðåóãîëüíèêè ∆3k−2, ∆3k−1, ∆3k, k = 1, 2 ..., n, ñ
ðåêóððåíòíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè:

φk(x) = u3k+j−4|t=dk , ψk(x) = ∂tu3k+j−4|t=dk ,

x ∈ [a1jd2, (a1 + a2j)d2], j = 0, 1, k = 2, 3, ..., n,

φ1(x) = φ(x), ψ1(x) = ψ(x), x ∈ [0, d].

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) â Qn çàâèñèò
òîëüêî îò x èëè t è f ∈ Cn−k(Gk), k = 1, 2, ..., n, òîãäà óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû 1 âåðíî áåç òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè (4)�(6).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f ∈ Cn−k(Gk) óðàâíåíèÿ (1) â
Qn çàâèñèò îò x è t, òî óñëîâèÿ ãëàäêîñòè (4)�(6) èç òåîðåìû 1
î ïðèíàäëåæíîñòè âûðàæåíèé ñ èíòåãðàëàìè îò ôóíêöèè f ìíî-
æåñòâàì Cn−k+1(Ω) ýêâèâàëåíòíû èõ ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî ìíîæåñòâàì C(n−k+1,0)(Ω) èëè C(0,n−k+1)(Ω) äëÿ Ω = Gk,
Ω = △3k−2 è Ω = △3k−1

⋃
△3k, k = 1, 2, ..., n. Çäåñü C(n−k+1,0)(Ω) è

C(0,n−k+1)(Ω) � ìíîæåñòâà n−k+1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé ïî x èëè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïî t è íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ïî x èëè n−k+1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé ïî t íà Ω.

Çàìå÷àíèå. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîä-
íîãî äâóõñêîðîñòíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè (1) ïðè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðâîé êîñîé ïðîèçâîäíîé â
ãðàíè÷íîì óñëîâèè íà ïîëóïðÿìîé ðåøåíà â [2].
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MAX-ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÑÎÑÒÀÂÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ
È.Ã. Öàðüêîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé

ôàêóëüòåò, Öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè)
tsar@mech.math.msu.su

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà M â íåêîòîðîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
X ÷åðåç ϱ(y,M) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà M, ò.å. âå-
ëè÷èíó inf

z∈M
∥z − y∥ (y ∈ X). ×åðåç PM (x) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

âñåõ áëèæàéøèõ òî÷åê èç M äëÿ òî÷êè x ∈ X, ò.å. ìíîæåñòâî
{y ∈ M | ∥y − x∥ = ϱ(x,M)}. Îòîáðàæåíèå PM íàçûâàþò ìåò-
ðè÷åñêîé ïðîåêöèåé íà ìíîæåñòâî M . ×åðåç B(x, r) = {y ∈ X |
∥y − x∥ ⩽ r} è S(x, r) = {y ∈ X | ∥y − x∥ = r} îáîçíà÷èì ñî-
îòâåòñòâåííî øàð è ñôåðó ñ öåíòðîì x ðàäèóñà r ⩾ 0. Â ñëó÷àå
x = 0 è r = 1 áóäåì âìåñòî óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèé ïèñàòü åäèíè÷-
íûå øàð è ñôåðó: B è S ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç B̊(x, r) îáîçíà÷èì
îòêðûòûé øàð â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (X, ∥ · ∥)
ñ öåíòðîì x ðàäèóñà r, ò.å. ìíîæåñòâî {y ∈ X | ∥y − x∥ < r}.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x ∈ X è δ > 0 ðàññìîòðèì òàêæå ìåòðè÷åñêèå
δ-ïðîåêöèè P δM (x) è P̊ δM (x), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî
ìíîæåñòâà {y ∈ M | ∥y − x∥ ⩽ ϱ(x,M) + δ} = M ∩ B(x, ϱ(x,M) + δ)
è {y ∈M | ∥y − x∥ < ϱ(x,M) + δ} =M ∩ B̊(x, ϱ(x,M) + δ). ×åðåç S∗

îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ ñôåðó â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå ê X.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïîíÿòèå max-ðàññòîÿíèå r(x) =

r(x,M) := sup
z∈M
∥z − x∥ îò òî÷êè x ∈ X äî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà M ⊂ X. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ r(·,M) òàê æå, êàê è
ϱ(·,M), ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå X. ×åðåç
FM (x) îáîçíà÷èì max-ïðîåêöèþ íà ìíîæåñòâî M äëÿ òî÷êè x, ò.å.
ìíîæåñòâî {z ∈M | ∥z−x∥ = r(x,M)} âñåõ äàë¼êèõ òî÷åê ìíîæåñòâà
M . Òàêæå îïðåäåëèì max δ-ïðîåêöèþ, ïîëîæèâ â êà÷åñòâå F δM (x)

ìíîæåñòâî {z ∈ M | ∥z − x∥ ⩾ r(x,M) − δ} = M \ B̊(x, r(x,M) − δ)
âñåõ δ-äàë¼êèõ òî÷åê íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M äëÿ
òî÷êè x.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X ÷åðåç diamM îáîçíà÷èì
äèàìåòð ìíîæåñòâà M , ò.å. âåëè÷èíó sup

a,b∈M
∥a − b∥. Äëÿ íåïóñòîãî

îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X ÷åðåç Z(M) îáîçíà÷èì ìíîæå-
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ñòâî ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ ìíîæåñòâà M , ò.å. ìíîæåñòâî {x ∈ X |
r(x,M) = r(M) := inf

x∈X
r(x,M)}.

Îïðåäåëåíèå 1. Îãðàíè÷åííîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî M â ëè-
íåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
max-ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊂
X, åñëè FM (x) ̸= ∅ äëÿ âñåõ x ∈ E.

Èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ è èõ max-
àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé, êàê îäíîé èç
çàäà÷ ïðèáëèæåíèÿ êëàññîì êëàññà. Êðîìå òîãî, ýòî îêàçûâàåòñÿ
ïîëåçíûì â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, îñîáåííî â òåõ, ãäå òðåáóåòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèâàòü ìíîæåñòâî ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
òî÷åê íà ñãóùàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà. Öåëüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
âûÿâëåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé max-÷åáûøåâîñòè îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé ℓ ⊂ X ìíîæåñòâ M ⊂ X, ñîñòàâëåííîå èç íå áîëåå, ÷åì
ñ÷åòíîãî íàáîðà ìíîæåñòâ. Òàêèå óñëîâèÿ óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü,
êàê äîñòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ñâîéñòâà max-÷åáûøåâîñòè
(îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ ⊂ X). Äàëåå èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ íà
ìíîæåñòâî M , ñîñòàâëåííîãî èç íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà ìíî-
æåñòâ, ïðè êîòîðûõ îíî íå ÿâëÿåòñÿ max-÷åáûøåâñêèì, ò.å. FM (x)
îäíîòî÷å÷íî äëÿ âñåõ òî÷åê X, êðîìå, áûòü ìîæåò, ÷åáûøåâñêèõ
öåíòðîâ. Äàëåå èçó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ max-ñîëíå÷íîñòè
max-÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíî-
ãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, x∗ ∈ S∗. ×åðåç D(x∗,M) îáî-
çíà÷èì x∗-øèðèíó ýòîãî ìíîæåñòâà, ò.å. âåëè÷èíó sup

x,y∈M
|x∗(x −

y)|.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,

A ⊂ N � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ èíäåêñîâ, e ∈ S � òî÷-
êà ãëàäêîñòè ñôåðû â ñìûñëå Ôðåøå, ℓ ⊂ X � ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ
âåêòîðó e, è x∗ ∈ S∗ � åäèíñòâåííûé îïîðíûé ôóíêöèîíàë ê S â
òî÷êå e, {Mi}i∈A � íàáîð ìíîæåñòâ max-ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé ℓ ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ èõ çàìûêàíèÿìè â
ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X, M =

⋃
i∈A

Mi. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî FM (x) ñâÿçíî è íåïóñòî äëÿ âñåõ x ∈ ℓ. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò èíäåêñ i0 ∈ A, äëÿ êîòîðîãî D(x∗,M) = D(x∗,Mi0).

Îïðåäåëåíèå 3. Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M â ëèíåéíîì íîð-
ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ max-÷åáûøåâñêèì îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà E ⊂ X, åñëè ìíîæåñòâî FM (x) îäíîòî÷å÷-
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íî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ E. Åñëè ïðè ýòîì E = X \ Z(M), ãäå
Z(M) := {z ∈ X | r(z,M) = r(M) = inf

x∈X
r(x)}, òî ìíîæåñòâî

M íàçûâàåòñÿ max-÷åáûøåâñêèì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, A ⊂ N � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ èí-
äåêñîâ, e ∈ S � òî÷êà ãëàäêîñòè ñôåðû â ñìûñëå Ôðåøå, ℓ ⊂ X �
ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ âåêòîðó e, è x∗ ∈ S∗ � åäèíñòâåííûé îïîð-
íûé ôóíêöèîíàë ê S â òî÷êå e, {Mi}i∈A � íàáîð ìíîæåñòâ max-
ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ èõ çàìûêàíèÿìè â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X,
M =

⋃
i∈A

Mi. Òîãäà, åñëè D(x∗,M) > D(x∗,Mi) äëÿ âñåõ èíäåêñîâ

i ∈ A, òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ ℓ ìíîæåñòâî FM (x) ëèáî ïóñòî, ëèáî
íåñâÿçíî. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ
max-÷åáûøåâñêèì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
A ⊂ N � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ èíäåêñîâ, âñå òî÷-
êè S ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè åå ãëàäêîñòè â ñìûñëå Ôðåøå, {Mi}i∈A
� íàáîð ìíîæåñòâ max-ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî M \ Z(M),
M =

⋃
i∈A

Mi. Òîãäà, åñëè D(x∗,M) > D(x∗,Mi ∪Mj) äëÿ íåêîòîðîãî

ôóíêöèîíàëà x∗ ∈ S∗, äîñòèãàþùåãî ñâîåé íîðìû, è âñåõ èíäåêñîâ
i, j ∈ A, òî ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ max-÷åáûøåâñêèì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A ⊂ N � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ èíäåêñîâ, âñå òî÷êè S ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè åå ãëàäêîñòè â ñìûñ-
ëå Ôðåøå, {Mi}i∈A � íàáîð êîìïàêòîâ â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X, M =

⋃
i∈A

Mi, è FMi(x) ∩ FMj (x) = ∅ äëÿ âñåõ

x ∈ X: ϱ(x,Mi) = ϱ(x,Mj) è ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i, j. Òîãäà, åñëè
D(x∗,M) > D(x∗,Mi) äëÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà x∗ ∈ S∗, äîñòè-
ãàþùåãî ñâîåé íîðìû, è äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i ∈ A, òî ìíîæåñòâî M
íå ÿâëÿåòñÿ max-÷åáûøåâñêèì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî E â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â êîðàçìåðíîñòè n ∈
N, åñëè ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ïðîåêöèÿ íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü êîðàç-
ìåðíîñòè n ÿâëÿåòñÿ â íåé íèãäå íå ïëîòíûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A ⊂ N � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ èíäåêñîâ, âñå òî÷êè S ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè åå ãëàäêîñòè
â ñìûñëå Ôðåøå, {Mi}i∈A � íàáîð êîìïàêòîâ â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå X, M =

⋃
i∈A

Mi, è FMi
(x) ∩ FMj

(x) = ∅ äëÿ âñåõ
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x ∈ X: r(x,Mi) = r(x,Mj) è ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i, j, ìíîæåñòâî
Z(M) ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â êîðàçìåðíîñòè 1. Òîãäà, åñ-
ëè D(x∗i ,M) > D(x∗i ,Mi) äëÿ êàæäîãî èíäåêñîâ i ∈ A è íåêîòîðîãî
ôóíêöèîíàëà x∗i ∈ S∗, äîñòèãàþùåãî ñâîåé íîðìû, òî ìíîæåñòâî
M íå ÿâëÿåòñÿ max-÷åáûøåâñêèì.

Îïðåäåëåíèå 5. Íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M â ëè-
íåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ max-ñîëíöåì,
åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ X\Z(M) ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ FM (x) òà-
êàÿ, ÷òî y ∈ FM (z) äëÿ ëþáûõ òî÷åê z ∈ [x, y): r(z,M) > r(M). Ïðè
ýòîì, åñëè äîïîëíèòåëüíî ìíîæåñòâî FM (x) îäíîòî÷å÷íî äëÿ âñåõ
òî÷åê x ∈ X\Z(M), òîM íàçûâàåòñÿ max-÷åáûøåâñêèì ñîëíöåì.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü X ∈ (LUR) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
M ⊂ X � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, îòîáðàæåíèå FM :
X \ Z(M) → M îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî. Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ max-
÷åáûøåâñêèì ñîëíöåì.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X � ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî âûïóêëîå áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X � max-÷åáûøåâñêîãî ìíîæåñòâà ñ
íåïðåðûâíîé max-ïðîåêöèåé íà X \ Z(M) è ñ åäèíñòâåííûì ÷å-
áûøåâñêèì öåíòðîì x ∈ X âåðíû âêëþ÷åíèÿ S(x, r(M)) ⊂ M ⊂
B(x, r(M)).

ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÈ ÏÎ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÓ
ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÎÐÎÂ ÐßÄÎÂ ÓÎËØÀ-ÔÓÐÜÅ

Þ.À. Ôàðêîâ (Ìîñêâà, ÐÀÍÕèÃÑ)
farkov@list.ru

Êîëìîãîðîâñêèé n-ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà A â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X îáîçíà÷àåòñÿ dn(A;X) è õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü
ïðèáëèæåíèÿ ìíîæåñòâà A âñåâîçìîæíûìè n-ìåðíûìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè, ðàñïîëîæåííûìè â X (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ïóñòü I = [0, 1) � åäèíè÷íûé ïîëóèíòåðâàë, {wk}∞k=0 � ñèñòåìà
Óîëøà íà I è ïóñòü Lp = Lp(I), ãäå 1 ⩽ p < ∞. Ôóíêöèÿ f ∈ Lp
èìååò ñèëüíóþ äèàäè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ df òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ Lp òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = kf̂(k) äëÿ âñåõ
k ∈ Z+; ïðè ýòîì df = g (ñì. [2, ñ.42]). Ïî îïðåäåëåíèþ,

d[1]f := df, d[r]f := d(d[r−1]f), r ⩾ 2.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî d[r]wk = krwk äëÿ âñåõ r ∈ N, k ∈ Z+. Êàê
îáû÷íî, çàïèñü an ≍ bn îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû c1 è c2 òàêèå, ÷òî c1an ⩽ bn ⩽ c2an äëÿ âñåõ n ∈ N.
© Ôàðêîâ Þ.À., 2026
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Ïóñòü Up := {f : ∥f∥p ⩽ 1}− çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð ïðî-
ñòðàíñòâà Lp. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Up ïîëîæèì

Λγ,ξf :=

∞∑
k=0

λ(k)f̂(k)wk(x),

ãäå f̂(k) � êîýôôèöèåíòû Óîëøà-Ôóðüå ôóíêöèè f ,

λ(0) = 0, λ(k) = k−γ(log2 k)
−ξ, k ∈ N, γ > 0, ξ ⩾ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bp(γ, ξ) îáðàç øàðà Up ïðè îòîáðàæåíèè Λγ,ξ.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü γ > 0, ξ ⩾ 0 è 1 < q ⩽ p <∞. Òîãäà

dn(Bp(γ, ξ);Lq) ≍ n−γ(log2 n)−ξ.

Ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ìóëüòèïëè-
êàòîðàõ Ìàðöèíêåâè÷à äëÿ ðÿäîâ Âèëåíêèíà-Ôóðüå [3] è äîïîëíÿåò
ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì. [4]).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü γ > 1/2, ξ ⩾ 0 è 2 ⩽ p, q ⩽∞. Òîãäà

dn(Bp(γ, ξ);Lq) ≍ n−γ(log2 n)−ξ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Brp êëàññ ôóíêöèé f ∈ Lp òàêèõ, ÷òî d[r]f ∈
Up. Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì r ∈ N ìóëüòèïëèêàòîð Λr,0 îòîáðàæàåò
Up íà Brp, èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî dn(B

r
p;Lq) ≍ n−r â äâóõ

ñëó÷àÿõ: 1) 1 < q ⩽ p <∞ è 2) 2 ⩽ p < q <∞ (ñðàâíèòå ñ òåîðåìîé
8 â [1]). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ íàéòè òî÷íûå ïîðÿäêîâûå
îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ dn(Brp;Lq) äëÿ âñåõ 1 ⩽ p, q ⩽ ∞ è îöåíèòü
â òåðìèíàõ ïîïåðå÷íèêîâ îïòèìàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ íåäàâíî (ñì.
îáçîð [5]) ñèñòåì âåéâëåòîâ è ôðåéìîâ â àíàëèçå Óîëøà.
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Î ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÏÅÐÂÎÉ
ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
Â ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ñ ÍÅÃËÀÄÊÈÌÈ ÁÎÊÎÂÛÌÈ ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ
Ê.Ä. Ôåäîðîâ

(Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêîâñêèé öåíòð
ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè)

konstantindubna@mail.ru

Ïóñòü íà èíòåðâàëå (0, T ), 0 < T < ∞, çàäàíî äâà ìíîæåñòâà
òî÷åê Λ1 è Λ2. Â ïîëîñå D = R × (0, T ), 0 < T < ∞, âûäåëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω = {(x, t) ∈ D : g1(t) < x < g2(t)}. Åå áîêîâûå
ãðàíèöû Σ1 è Σ2 îïðåäåëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà [0, T ] ôóíêöèÿìè,
ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíû ñî ìíîæåñòâàìè Λ1 è Λ2

òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì g2(t)− g1(t) ⩾
d > 0, 0 ⩽ t ⩽ T .

Λ1 è Λ2 îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî P óãëîâûõ òî÷åê îáëàñòè Ω. ×åðåç
C2,1
x,t (Ω\P ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî (âåêòîð-) ôóíêöèé u, íåïðåðûâ-

íûõ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé â Ω è
èìåþùèõ íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå âòîðóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ è
ïåðâóþ âðåìåííóþ ïðîèçâîäíûå â Ω \ P , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íî âû-
ðàæåíèå

∥u; Ω∥(2) =
∑

2r+s⩽2

sup
(x,t)∈Ω

∣∣∣ ∂r+su
∂tr∂xs

(x, t)
∣∣∣+ sup

(x,t),(x,t+∆t)∈Ω,
|∆t|̸=0

∣∣∣∆t
∂u
∂x (x, t)

∣∣∣
|∆t|1/2

.

Â D ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî-ïàðàáîëè÷åñêèé ìàòðè÷íûé

îïåðàòîð Lu = ∂u
∂t −

2∑
k=0

Ak(x, t)
∂ku
∂xk , ãäå Ak = ||aijk||mi,j=1, m ⩾ 1.

© Ôåäîðîâ Ê.Ä., 2026
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû aijk îïðåäåëåíû è îãðàíè÷åíû
â D è |∆x,taijk(x, t)| ⩽ ω0(|∆x|+ |∆t|1/2) â D, ãäå ω0 � ìîäóëü íåïðå-
ðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé äâîéíîìó óñëîâèþ Äèíè:

˜̃ω0(z) =

z∫
0

y−1dy

y∫
0

ω0(ξ)ξ
−1dξ < +∞, z > 0.

Äëÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:

Lu = f â Ω, u
∣∣∣
t=0

= h, u
∣∣∣
Σs

= ψs, s = 1, 2, (1)

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà â D è
|∆xf(x, t)| ⩽ ω(|∆x|) â D, ãäå ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ Äèíè:

ω̃(z) =

z∫
0

ω(ξ)ξ−1dξ < +∞, z > 0,

ôóíêöèÿ h íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâîé è âòî-
ðîé ïðîèçâîäíûìè, ôóíêöèè ψ1 è ψ2 íåïðåðûâíû, èõ ïðîèçâîäíûå
êóñî÷íî-íåïðåðûâíû ñî ìíîæåñòâàìè Λ1 è Λ2 òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà ñîîòâåòñòâåííî è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ:

ψs(0) = h(gs(0)), s = 1, 2,

òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C1,0
x,t (Ω) çàäà÷è (1) ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâó C2,1
x,t (Ω \ P ) è ñïðàâåäëèâà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
â êëàññå C1,0

x,t (Ω) ñëåäóåò èç [1, 2].
Ðàíåå â [3] áûëà ðàññìîòðåíà ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â

ïîëóîãðàíè÷åííîé ïëîñêîé îáëàñòè, áîêîâàÿ ãðàíèöà êîòîðîé äîïóñ-
êàåò íàëè÷èå óãëîâ.

Ëèòåðàòóðà
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2. Áàäåðêî Å.À. Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì â îãðàíè÷åííûõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ
ñ íåãëàäêèìè áîêîâûìè ãðàíèöàìè / Å.À. Áàäåðêî, Ñ.È. Ñàõàðîâ //
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 2023. � Ò. 59. � 5. � Ñ. 608�618.
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3. Áàäåðêî Å.À. Ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêèõ ñèñòåì â ïîëóîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ êðèâîëèíåéíîé áîêîâîé
ãðàíèöåé / Å.À. Áàäåðêî, Ê.Ä. Ôåäîðîâ // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2025. � Ò. 65. � 1. � Ñ.
23�35.

ÏÐÈÍÖÈÏ ÑÓÁÎÐÄÈÍÀÖÈÈ
ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÕÈËÔÅÐÀ1

Â.Å. Ôåäîðîâ, À.Ñ. Ñêîðûíèí (×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ)
kar@csu.ru, skorynin@csu.ru

Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, h ∈ L1,loc(R+;Z). Äðîáíûì
èíòåãðàëîì Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β > 0 äëÿ ôóíêöèè h íàçû-

âàåòñÿ Jβh(t) := 1
Γ(β)

t∫
0

(t − s)β−1h(s)ds, t > 0. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α èìååò âèä Dαh(t) := DmJm−αh(t),
ãäå m − 1 < α ⩽ m ∈ N, Dm � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
öåëîãî ïîðÿäêà m. Ïðè α > 0 áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
Jαh(t) = D−αh(t).

Îáîçíà÷èì Dγh(0) := lim
t→0+

Dγh(t), γ ∈ R. Ïðîèçâîäíóþ Õèëôåðà

ïîðÿäêà α ∈ (m− 1,m], m ∈ Z, è òèïà β ∈ [0, 1] îïðåäåëèì êàê

Dα,βh(t) = Dm

(
Jm−αh(t)−

m−1∑
k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)tk+β(m−α)

Γ(k + β(m− α) + 1)

)
.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî h ýòî ðàâåíñòâî âëå÷åò ñòàíäàðòíóþ ôîðìó
ïðîèçâîäíîé Õèëôåðà Dα,βh(t) = Jβ(m−α)DmJ (1−β)(m−α)h(t).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó òèïà Êîøè

Dk−(1−β)(m−α)z(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1)

äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Dα,βz(t) = Az(t), t ∈ R+, (2)

ãäå m − 1 < α ⩽ m ∈ N, β ∈ [0, 1], A ∈ Cl(Z), ò. å. ëèíåéíûé çà-
ìêíóòûé ïëîòíî îïðåäåëåííûé â Z îïåðàòîð. Ðåøåíèåì çàäà÷è (1),

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-11-
20002, https://rscf.ru/project/24-11-20002/ è Ïðàâèòåëüñòâà ×åëÿáèíñêîé îáëà-
ñòè.
© Ôåäîðîâ Â.Å., Ñêîðûíèí À.Ñ., 2026
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(2) áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ôóíêöèþ z ∈ C(R+;DA) ∩ L1,loc(R+;Z),
÷òî J (1−β)(m−α)z ∈ Cm−1(R+;Z) ∩ ACm(R+;Z), Dα,βz ∈ C(R+;Z),
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1) è ðàâåíñòâî (2) ïðè t ∈ R+.

Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} íàçûâàåòñÿ ðàçðå-
øàþùèì ñåìåéñòâîì òèïà ω ⩾ 0 äëÿ óðàâíåíèÿ (2), åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) ñóùåñòâóåò òàêîå K > 0, ÷òî ∥S(t)∥L(Z) ⩽ Kt−(1−β)(m−α)eωt

äëÿ âñåõ t ∈ R+;
(ii) {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} ñèëüíî íåïðåðûâíî íà R+, ïðè ýòîì

s- lim
t→0+

J (1−β)(m−α)S(t) = I;

(iii) S(t)[DA] ⊂ DA, S(t)Az0 = AS(t)z0 ïðè âñåõ z0 ∈ DA, t ∈ R+;
(iv) äëÿ ëþáîãî z0 ∈ DA ôóíêöèÿ S(t)z0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è òèïà Êîøè D−(1−β)(m−α)z(0) = z0, Dk−(1−β)(m−α)z(0) = 0,
k = 1, 2, . . . ,m− 1, äëÿ óðàâíåíèÿ (2).

Îïåðàòîð A ∈ Cl(Z) áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì êëàññà Cα,β , åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) ñóùåñòâóåò òàêîå ω ⩾ 0, ÷òî ïðè âñåõ Reλ > ω âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå λα ∈ ρ(A) := {µ ∈ C : (µ−A)−1 ∈ L(Z)};

(ii) ñóùåñòâóåò òàêîå K > 0, ÷òî ïðè âñåõ Reλ > ω è n ∈ N0 :=
N ∪ {0}∥∥∥∥ dndλn (λm−1−β(m−α)(λα −A)−1

)∥∥∥∥
L(Z)

⩽
KΓ((1− β)(α−m) + n+ 1)

(Reλ− ω)(1−β)(α−m)+n+1
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü m − 1 < α ⩽ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ (2) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà A ∈ Cα,β.

Ñëåäóÿ [2], îáîçíà÷èì êëàññ Aα êàê ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ
A ∈ Cl(Z), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) ïðè ëþáîì λ ∈ Sθ0,ω0
:= {µ ∈ C : | arg(µ − ω0)| < θ0, µ ̸= ω0}

âûïîëíÿåòñÿ λα ∈ ρ(A);
(ii) ñóùåñòâóþò òàêèå θ0 ∈ (π2 , π], ω0 ⩾ 0, ÷òî ïðè ëþáûõ θ ∈

(π2 , θ0), ω > ω0 íàéäåòñÿ òàêîå K(θ, ω) > 0, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ Sθ,ω

∥(λα −A)−1∥L(Z) ⩽
K(θ, ω)

|λ|α
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü m − 1 < α ⩽ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Òîãäà óðàâíå-
íèå (2) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ
{S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+}, åñëè è òîëüêî åñëè A ∈ Aα.
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Ïóñòü α1 > α2 > 0, β1, β2 ∈ [0, 1], ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ ñ
îäíèì è òåì æå îïåðàòîðîì A

Dα1,β1z(t) = Az(t), t ∈ R+, (3)

Dα2,β2z(t) = Az(t), t ∈ R+. (4)

Ïðèíöèï ñóáîðäèíàöèè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèÿ (3) âëå-
÷åò ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíå-
íèÿ ìëàäøåãî ïîðÿäêà (4).

Äëÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî
ïðèíöèï ñóáîðäèíàöèè áûë èññëåäîâàí Ý.Ã. Áàæëåêîâîé [1, 2], äëÿ
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ � â ðàáîòå [3]. Â
äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðèíèöïà ñóáîðäèíàöèè äëÿ
óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëôåðà, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî (β = 1) è Ðè-
ìàíà � Ëèóâèëëÿ (β = 0). Ïðè ýòîì ïî ïîðÿäêó α ïðîèçâîäíîé
ïðèíöèï ñóáîðäèíàöèè âûïîëíÿåòñÿ âíå çàâèñèìîñòè îò òèïîâ β1 è
β2 ïðîèçâîäíûõ Õèëôåðà. Êðîìå òîãî, ïðè ðàâåíñòâå ïîðÿäêîâ äâóõ
ïðîèçâîäíûõ Õèëôåðà ïîëó÷åí ïðèíöèï ñóáîðäèíàöèè ïî èõ òèïó. Â
÷àñòíîñòè îí îçíà÷àåò, ÷òî ïîðîæäåíèå îïåðàòîðîì ðàçðåøàþùåãî
ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ
âëå÷åò ïîðîæäåíèå èì ðàçðåøàþùåãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ óðàâíå-
íèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî.

Ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî äëÿ óðàâíåíèÿ (3) è äëÿ óðàâíåíèÿ (4)
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç {S1(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} è {S2(t) ∈ L(Z) : t ∈
R+} ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Ðàéòà

Φγ,δ(λ) :=

∞∑
n=0

(−λ)n

n!Γ(δ − γn)
=

1

2πi

∫
ΓR,ε

ν−δeν−λν
γ

dν, γ ∈ (0, 1), δ ∈ R,

ãäå ΓR,ε = {Reiφ : φ ∈ [−π2 − ε,
π
2 + ε]} ∪ {rei(

π
2 +ε) : r ∈ (R,+∞)} ∪

{re−i(
π
2 +ε) : r ∈ (R,+∞)} � êîíòóð Ãàíêåëÿ, R > 0, ε ∈ (0, π2 ).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà äëÿ ôóíêöèè h : R+ →

Z èìååò âèä M[h](ϱ) :=
∞∫
0

tϱ−1h(t)dt.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m1 − 1 < α1 ⩽ m1 ∈ {1, 2}, m2 − 1 < α2 ⩽
m2 ∈ {1, 2}, α1 > α2, γ = α2

α1
∈ (0, 1), β1, β2 ∈ [0, 1] è A ∈ Cα1,β1 . Òî-

ãäà A ∈ Aα2 , ïðè ýòîì ïîðîæäàåìîå îïåðàòîðîì A àíàëèòè÷åñêîå
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ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ èìååò âèä

S2(t)z0 = tγς1−ς2−1

∞∫
0

Φγ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0ds

=
tγς1−ς2−1+γ

2πi

d+i∞∫
d−i∞

Γ(1− σ)t−γσM[S1(t)z0](σ)dσ

Γ(γ(1− σ) + γς1 − ς2)
, z0 ∈ Z,

ãäå ςi := mi − 1− βi(mi − αi), i = 1, 2, d ∈ (0, 1).
Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

óðàâíåíèÿ Dα,βiz(t) = Az(t) ÷åðåç {Si(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+}, i = 1, 2.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü m − 1 < α ⩽ m ∈ {1, 2}, 0 ⩽ β1 < β2 ⩽ 1,

A ∈ Cα,β1
. Òîãäà A ∈ Cα,β2

è S2(t) = J (β2−β1)(m−α)S1(t) ïðè âñåõ
t ∈ R+.

Ëèòåðàòóðà
1. Bazhlekova E.G. Subordination principle for fractional evolution

equations / E.G. Bazhlekova // Fractional Calculus and Applied Ana-
lysis. � 2000. � Vol. 3, No. 3. � P. 213�230.

2. Bajlekova E.G. Fractional Evolution Equations in Banach Spaces /
E.G. Bajlekova. � Ph. D. Dissertation. Eindhoven: Eindhoven University
of Technology, 2001. � 107 p.

3. Fedorov V.E. Subordination principle for equations with Riemann�
Liouville derivative / V.E. Fedorov, M.V. Plekhanova, D.A. Vershini-
na // Lobachevskii Journal of Mathematics. � 2025. � Vol. 46, No. 11. �
P. 5578�5588.

4. Fedorov V.E. Criterion of the existence of a strongly continuous
resolving family for a fractional di�erential equation with the Hilfer
derivative / V.E. Fedorov, W.-Sh. Du, M. Kosti�c, M.V. Plekhanova,
A.S. Skorynin // Fractal and Fractional. � 2025. � Vol. 9, No. 2. �
P. 81.

5. Fedorov V.E. Analytic resolving families of operators for linear
equations with Hilfer derivative / V.E. Fedorov, A.S. Skorynin // Jour-
nal of Mathematical Sciences. � 2023. � Vol. 277, No. 3. � P. 385�402.

ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Â ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ

Ñ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ Â ÂÈÄÅ ×ÈÑÅË 0 È 1
Â.È. Ôèëèïïîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàðîäíîãî

õîçÿéñòâà è ãîñóäàðñòâåííîé ñëóæáû ïðè Ïðåçèäåíòå Ðîññèéñêîé

313



Ôåäåðàöèè, Ïîâîëæñêèé èíñòèòóò óïðàâëåíèÿ
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888vadim@mail.ru

Âîçíèêíîâåíèå èíòåðåñà ê ñèñòåìàì, îáðàçîâàííûì èç ñæàòèé è
ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(0, 1), 1 ⩽ p <∞, ñâÿçàíî
ñ äîñòèæåíèÿìè â îáëàñòè wavelet-àíàëèçà è frame-òåîðèè.

Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî òàêèì ñèñòåìàì ñ èñïîëüçîâàíèåì
÷èñåë 0 è 1, ïðè ýòîì, ýëåìåíòû ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îäèí
ðàç. Ïðèâîäèìûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ìåòîäû äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì íîâûå è îòëè÷àþòñÿ îò ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâ â öåëî-
÷èñëåííîì ðàçëîæåíèè. Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ
íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå è êîýôôèöèåíòû ïîëó÷àþòñÿ èç ïðî-
ñòûõ âû÷èñëåíèé.

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíû âîïðîñû öåëî÷èñëåííîãî ðàçëîæåíèÿ
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Õîòÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íåèçáåæ-
íî èçáûòî÷íà [2], ðàçðàáîòàííûé íàìè àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîëó÷àòü ðàçëîæåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì íóëå-
âûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òàêîå ðàçëîæåíèå îáëàäàåò îïðåäåëåííîé îï-
òèìàëüíîñòüþ ïðè àïïðîêñèìàöèÿõ ñ ôèêñèðîâàííûì óðîâíåì òî÷-
íîñòè áëàãîäàðÿ îòáðàñûâàíèþ ìàëûõ ïðîìåæóòî÷íûõ êîýôôèöè-
åíòîâ. Áîëåå òîãî, äîïóñêàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ïî-
ãðåøíîñòè, êîòîðûå èñïðàâëÿþòñÿ íàøèì ìåòîäîì.

Èç òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà è êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ðàçëîæåíèÿ
óêàçàííûì ìåòîäîì ñëåäóåò ïîÿâëåíèå ñòðóêòóðû äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â íàëè-
÷èè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà íóëåâûõ êîýôôè-
öèåíòîâ è äëèííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìáèíàöèé ÷èñåë 10 è 01,
÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì RLE ñæàòèÿ èíôîð-
ìàöèè áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè.

Ïðîáëåìà ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
âåùåñòâåííîé îñè ìíîãî÷ëåíàìè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èññëå-
äóåòñÿ ñ 1914 ãîäà.

Ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê ðàçëîæå-
íèþ ôóíêöèé â ðÿäû ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ðàáîòå
[3], â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ î ïðèáëèæåíèè ñóì-
ìàìè ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè, à òàêæå î ïëîòíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ñ
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öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè â áàíàõîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû
âèäà

{+ψk,j ,−ψk,j} = {+αkψ(2kt− j),−αkψ(2kt− j)} = {ψl}, (1)

αk ↘ 0, αk > 0,

∞∑
k=0

αk =∞,

k = 0, 1, 2, ..., j = 0, 1, ..., 2k − 1, l = 2k+1 − 1, ..., 2k+2 − 2,

ãäå ψ(t) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Lp(0, 1), 1 ⩽ p < ∞, ïðîäîëæåí-
íàÿ çíà÷åíèåì 0 âíå (0, 1] è äëÿ êàæäîãî k èíäåêñ l èçìåíÿåòñÿ â
óêàçàííûõ ïðåäåëàõ, ïðè ýòîì, j èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2k−1. Òàêèì îá-
ðàçîì, íå÷åòíûì íîìåðàì l ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû +αkψ(2

kt−j), à
ñëåäóþùèì ÷åòíûì íîìåðàì l ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû−αkψ(2kt−j)
â ñèñòåìå {ψl}.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàìåòèì, ÷òî ψ1 = +α0ψ(2
0t − 0), ψ2 =

−α0ψ(2
0t− 0) è òàê äàëåå.

Ïóñòü, òåïåðü, äëÿ òåîðåìû 1

ψ(t) =

{
1, åñëè t ∈ (0, 1];
0, åñëè t /∈ (0, 1].

(2)

Ðàññìîòðèì ðÿä ïî ñèñòåìå (1) ñ îáðàçóþùåé ôóíêöèåé âèäà (2)

∞∑
l=1

d∗l ψl =

∞∑
i=0

mi+1∑
l=mi+1

d∗l · ψl(t), (3)

ãäå d∗l ðàâíû 1 èëè 0, à ñóììû
∑mi+1

l=mi+1 d
∗
l · ψl(t) ñòðîÿòñÿ ñïåöèàëü-

íûì îáðàçîì äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), 1 ⩽ p <∞.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lp(0, 1),

1 ⩽ p <∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðÿä âèäà (3) ïî ñèñòåìå (1) ñ îáðàçó-
þùåé ôóíêöèåé ψ êàê â (2), êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàí-
ñòâà Lp(0, 1), 1 ⩽ p < ∞ ê f(t), ò.å. ∥f −

∑m
l=0 d

∗
l ψl∥p → 0, m →

∞.
Çàìå÷àíèå 1. Íàçîâåì ðàçëîæåíèÿ ôóêöèé â òåîðåìå 1 äâîè÷-

íûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.
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ÎÁ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ ÐßÄÀÕ
Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà)

vasiliyfomin@bk.ru

Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; I,O � ñîîò-
âåòñòâåííî òîæäåñòâåííûé è íóëåâîé îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå E;
L(E)� âåùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íà E ñî çíà÷åíèÿìè â E; GL(E) � ìíîæå-
ñòâî íåïðåðûâíî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ èç àëãåáðû L(E). Â ñèëó
ðàâíîñèëüíîñòè ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíî-
ãî îïåðàòîðà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ([1, ñ.89]) ìíîæåñòâî
GL(E) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå GL(E) =

{
F ∈ L(E) : ∃F−1 ∈ L(E)

}
.

Çàìåòèì, ÷òî GL(E) ̸= ∅, íàïðèìåð, ëþáîé ñêàëÿðíûé îïåðàòîð
Tα = αI, α ∈ R, α ̸= 0, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó GL(E), èáî
∃T−1

α = α−1I ∈ L (E). Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî GL(E) îòêðûòî
([2, ñ.229]).

Ïóñòü H ∈ L (E), H ôèêñèðîâàí. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíûé ðÿä

∞∑
k=1

Fk (1)

ñ ÷ëåíàìè èç àëãåáðû L(E). Ïî îïðåäåëåíèþ, ëåâîñòîðîííåå è ïðàâî-
ñòîðîííåå ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäà ((1)) íà îïåðàòîð H ýòî ñîîòâåòñòâåííî
îïåðàòîðíûå ðÿäû âèäà

∞∑
k=1

(HFk), (2)

∞∑
k=1

(FkH). (3)

Âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå âîïðîñû:
à) êàê âçàèìîñâÿçàíû ñõîäèìîñòü ðÿäà (1) è ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

(2), (3);
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á) êàê âçàèìîñâÿçàíû àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (1) è àáñîëþò-
íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (2), (3).
Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà ((1)) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

(2), (3), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà S̃ = HS, ˜̃S = SH, ãäå S,

S̃, ˜̃S � ñóììû ñîîòâåòñòâåííî ðÿäîâ ((1)), (2), (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn, S̃n,
˜̃Sn � ÷àñòè÷íûå ñóììû ñîîòâåò-

ñòâåííî ðÿäîâ ((1)), (2), (3). Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) è
ðàâåíñòâà S̃ = HS èçâåñòíî ([3]). Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (3) ñõîäèòñÿ è
˜̃S = SH. Èìååì:

˜̃Sn =

n∑
k=1

(FkH) =

(
n∑
k=1

Fk

)
H = SnH.

Èñïîëüçóÿ êîëüöåâîå ñâîéñòâî àëãåáðû L(E), ïîëó÷àåì∥∥∥ ˜̃Sn − SH∥∥∥ = ∥SnH − SH∥ = ∥(Sn − S)H∥ ⩽ ∥Sn − S∥∥H∥ →
n→∞

0,

ñëåäîâàòåëüíî,
∥∥∥ ˜̃Sn − SH∥∥∥ →

n→∞
0, ò.å. ðÿä (3) ñõîäèòñÿ è ˜̃S = SH.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

H ∈ GL(E) (4)

èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ((1)), ïðè ýòîì
S = H−1S̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

Sn =

n∑
k=1

Fk =

n∑
k=1

[
H−1 (HFk)

]
= H−1

n∑
k=1

(HFk) = H−1S̃n.

Òîãäà ∥∥∥Sn −H−1S̃
∥∥∥ =

∥∥∥H−1S̃n −H−1S̃
∥∥∥ =

=
∥∥∥H−1

(
S̃n − S̃

)∥∥∥ ⩽
∥∥H−1

∥∥∥∥∥S̃n − S̃∥∥∥ →
n→∞

0,

ñëåäîâàòåëüíî,
∥∥∥Sn −H−1S̃

∥∥∥ →
n→∞

0, ò.å. ðÿä ((1)) ñõîäèòñÿ è S =

H−1S̃. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3. Ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4) èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (3)

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ((1)), ïðè ýòîì S = ˜̃SH−1.
Òåîðåìà 3 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.
Òåîðåìà 4. Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ((1)) ñëåäóåò àá-

ñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (2), (3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè

îïåðàòîðíîãî ðÿäà íàäî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæè-
òåëüíîãî ðÿäà

∞∑
k=1

∥Fk∥ (5)

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ

∞∑
k=1

∥HFk∥, (6)

∞∑
k=1

∥FkH∥. (7)

Ïóñòü s � ñóììà ðÿäà (5); {sn}, {s̃n},
{
˜̃sn
}
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì ñîîòâåòñòâåííî ðÿäîâ (5), (6), (7). Êàæäàÿ èç ýòèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, èáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷àñòè÷íûõ ñóìì ëþáîãî çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà íå óáûâàåò. Èìå-
åì:

s̃n =

n∑
k=1

∥HFk∥ ⩽
n∑
k=1

(∥H∥∥Fk∥) = ∥H∥
n∑
k=1

∥Fk∥ = ∥H∥sn ⩽ ∥H∥s,

ò.å. íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {s̃n} îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà
([4, ñ.432]) ðÿä (6) ñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü
ðÿäà (7). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4) èç àáñîëþòíîé ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà (2) ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ((1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) ñëå-
äóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (5). Ïóñòü s̃ � ñóììà ðÿäà (6), ò.å. s̃ = lim

n→∞
s̃n.

Èìååì:

sn =
n∑
k=1

∥Fk∥ =
n∑
k=1

∥∥H−1 (HFk)
∥∥ ⩽

n∑
k=1

(∥∥H−1
∥∥∥HFk∥) =
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=
∥∥H−1

∥∥ n∑
k=1

∥HFk∥ =
∥∥H−1

∥∥s̃n ⩽
∥∥H−1

∥∥s̃,
ò.å. íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëå-
äîâàòåëüíî ðÿä (5) ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4) èç àáñîëþòíîé ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà (3) ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ((1)).

Òåîðåìà 6 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.
Åñëè èñïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå ñóììû ðÿäà òåì

æå âûðàæåíèåì, ÷òî è ñàì ðÿä, òî ðàâåíñòâà S̃ = HS, ˜̃S = SH èç
òåîðåìû 1 ïðèíèìàþò âèä

∞∑
k=1

(HFk) = H

∞∑
k=1

Fk;

∞∑
k=1

(FkH) =

( ∞∑
k=1

Fk

)
H.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî äëÿ ñóììû ðÿäà ïðèìåíÿòü
èíîå îáîçíà÷åíèå, íåæåëè äëÿ ñàìîãî ðÿäà ([5], [6]). Â òàêîé ñèòóàöèè
äàííûå ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(s)

∞∑
k=1

(HFk) = H (s)

∞∑
k=1

Fk; (s)

∞∑
k=1

(FkH) =

(
(s)

∞∑
k=1

Fk

)
H,

ãäå ñèìâîë (s) ïåðåä çíàêîì ñóììû ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñóììà äàííîãî ðÿäà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ðÿä ((1)) ñõîäèòñÿ è äëÿ îïåðàòîðà H ∈
L (E) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

HFk = FkH, k ∈ N, (8)

òî
HS = SH. (9)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 è óñëîâèå (8), ïîëó÷àåì

HS = H

∞∑
k=1

Fk =

∞∑
k=1

(HFk) =

∞∑
k=1

(FkH) =

( ∞∑
k=1

Fk

)
H = SH.

Ðàâåíñòâî (9) óñòàíîâëåíî.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðíûõ ôóíêöèé âèäà

S = S (L (E) , L (E)) = {f : L (E) ⊇ D (f)→ R (f) ⊆ L (E)}.
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Ýëåìåíòàìè ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðíûå ôóíêöèè eX ,
sinX, cosX, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ([7, ñ.58], [8, ñ.132]), îïðåäåëå-
íû íà L(E) ñóììàìè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ îïåðàòîðíûõ ðÿäîâ:

eX =

∞∑
k=0

Xk

k!
;

sinX =

∞∑
k=0

(−1)kX2k+1

(2k + 1)!
; cosX =

∞∑
k=0

(−1)kX2k

(2k)!
. (10)

Îïðåäåëåíèÿ (10) êîððåêòíû, èáî, êàê èçâåñòíî ([9, ñ.129]), èç àáñî-
ëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ ÷ëåíàìè èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ñëå-
äóåò åãî ñõîäèìîñòü, â ÷àñòíîñòè, èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ
÷ëåíàìè èç àëãåáðû L(E) ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü.

Ëþáîé îïåðàòîðX ∈ L (E) êîììóòèðóåò ñ êàæäûì ÷ëåíîì îïåðà-
òîðíûõ ðÿäîâ, ñóììû êîòîðûõ îïðåäåëÿþò ôóíêöèè eX , sinX, cosX.
Çíà÷èò, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 äëÿ ëþáîãî X ∈ L (E) ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà

XeX = eXX, (11)

X sinX = (sinX)X, (12)

X cosX = (cosX)X. (13)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (11) èçâåñòíî ([7, ñ.60]).
Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1◦. Åñëè A ∈ L (E), B ∈ GL (E) è AB = BA, òî AB−1 = B−1A

([10, ñ.55]).
Äåéñòâèòåëüíî, èìååì AB = BA, ñëåäîâàòåëüíî, (AB)B−1 =

(BA)B−1. Èñïîëüçóÿ ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî A1 (A2A3) = (A1A2)A3

àëãåáðû L(E) è ðàâåíñòâà BB−1 = I, B−1B = I, ïîëó÷àåì A =
B
(
AB−1

)
, ñëåäîâàòåëüíî, B−1A = AB−1.

2◦. Åñëè P, T ∈ GL (E) è PT = TP , òî P−1T−1 = T−1P−1.
Äåéñòâèòåëüíî, èìååì P, T ∈ L (E), èáî GL (E) ⊂ L (E). Ïðèìå-

íÿÿ óòâåðæäåíèå 1◦ ïðè A = T , B = P , ïîëó÷àåì TP−1 = P−1T , ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñèëó 1◦ ïðè A = P−1, B = T èìååì P−1T−1 = T−1P−1.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 2◦ ìîæíî îáîñíîâàòü, èñïîëüçóÿ çà-
ìêíóòîñòü ìíîæåñòâà GL (E) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ: åñëè P, T ∈ GL (E), òî PT ∈ GL (E) è (PT )

−1
= T−1P−1

(ñì. ÷àñòíûé ñëó÷àé ëåììû èç ([8, ñ. 141]) ïðè X = Y = Z = E).
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Äåéñòâèòåëüíî, èìååì TP, PT ∈ GL (E) è (TP )
−1

= P−1T−1,
(PT )

−1
= T−1P−1; äàëåå, (PT )−1

= (TP )
−1 èáî PT = TP . Ñëåäîâà-

òåëüíî, P−1T−1 = T−1P−1.
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (11) - (13) è óòâåðæäåíèå 1◦, ïðèõîäèì ê

âûâîäó: äëÿ ëþáîãî X ∈ GL (E) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

X−1eX = eXX−1, X−1 sinX = (sinX)X−1, X−1 cosX = (cosX)X−1.

Äëÿ ëþáîãî X ∈ L (E) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå eX ∈ GL (E),
èáî ∃

(
eX
)−1

= e−X ∈ L (E) ([7, ñ. 59]). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðà-
âåíñòâà (11) è óòâåðæäåíèÿ 1◦ èìååì Xe−X = e−XX äëÿ ëþáî-
ãî X ∈ L (E). Â ñèëó ðàâåíñòâà (11) è óòâåðæäåíèÿ 2◦ ïîëó÷àåì
X−1e−X = e−XX−1 äëÿ ëþáîãî X ∈ GL (E).

Â [3] ðàññìîòðåíû îïåðàòîðíûå ôóíêöèè secX = cos−1X,
cosecX = sin−1X, ãäå cos−1X = (cosX)

−1, sin−1X = (sinX)
−1� îá-

ðàòíûå îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îïåðàòîðîâ cosX, sinX. Îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé èìåþò âèä D (secX) =
{X ∈ L(E) : cosX ∈ GL(E)}, D (cosecX) =
{X ∈ L(E) : sinX ∈ GL(E)}. Â ñèëó ðàâåíñòâ (12), (13) è óòâåðæäå-
íèÿ 1◦ ïîëó÷àåì X secX = (secX)X äëÿ ëþáîãî X ∈ D (secX);
XcosecX = (cosecX)X äëÿ ëþáîãî X ∈ D (cosecX).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðíûõ ôóíêöèé âèäà

S (R, L (E)) = {f : R ⊇ D (f)→ R (f) ⊆ L (E)}.

Ýëåìåíòàìè ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè, îïðåäå-
ë¼ííûå íà R: îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíòà ([7, ñ.60])

eAt =

∞∑
k=0

tkAk

k!
;

îïåðàòîðíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ([3, 11])

sinBt =

∞∑
k=0

(−1)k t2k+1B2k+1

(2k + 1)!
; cosBt =

∞∑
k=0

(−1)k t2kB2k

(2k)!

(çäåñü A,B � ôèêñèðîâàííûå îïåðàòîðû èç àëãåáðû L (E)).
Äëÿ ëþáîãî t ∈ R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

AeAt = eAtA, B sinBt = (sinBt)B, B cosBt = (cosBt)B. (14)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t = 0 ýòè ðàâåíñòâà î÷åâèäíû, èáî eO = I,
sinO = O, cosO = I. Ïóñòü t ̸= 0. Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (11) ïðè
X = At à ñîîòíîøåíèÿ (12), (13) ïðè X = Bt è ñîêðàùàÿ îáå ÷àñòè
êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ íà t, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì
(14).

Åñëè A,B ∈ GL (E), òî â ñèëó (14) è óòâåðæäåíèÿ 1◦ A−1eAt =
eAtA−1, B−1 sinBt = (sinBt)B−1, B−1 cosBt = (cosBt)B−1 äëÿ ëþ-
áîãî t ∈ R.
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Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ó÷åáíûå ïðîãðàììû ðÿäà òåõíè÷åñêèõ âóçîâ
âêëþ÷åí êóðñ ¾Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà¿, àêòóàëüíà çà-
äà÷à èçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ òåì ýòîãî êóðñà â áîëåå äîñòóïíîé äëÿ
ñòóäåíòîâ ôîðìå, íåæåëè ýòî äåëàåòñÿ â èìåþùèõñÿ ó÷åáíèêàõ è ìî-
íîãðàôèÿõ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. Ýòî êàñàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà îá îãðàíè÷åííûõ è íåîãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðàõ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ââîäèòü ïîíÿòèå íåîãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà è ïðèâîäèòü ïðèìåðû òàêèõ îïåðàòîðîâ ñðàçó ïîñëå òîãî, êàê
äàíî îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Òàêîé ïîäõîä áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ôîðìèðîâàíèþ ó ñòóäåíòîâ
÷¼òêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòî-
ðû è íåîãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ýòî ðàçëè÷íûå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îáúåêòû è îáùèì äëÿ íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñâîéñòâî ëèíåé-
íîñòè.

Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàä ÷èñëîâûì ïîëåì
P (P = R èëè P = C); o1, o2, ∥·∥1, ∥·∥2 � íóëåâûå ýëåìåíòû è íîð-
ìû ñîîòâåòñòâåííî â X,Y ; S1 (o1) = {x ∈ X : ∥x∥1 = 1} � åäèíè÷íàÿ
ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå X.

Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ îáîáùå-
íèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé èç øêîëüíîãî èëè âóçîâñêîãî êóðñà
ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, ñèñòåìà àêñèîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòðîåíà íà îñíîâå ñâîéñòâ ðàññòîÿíèÿ, èçó÷àåìûõ â ïëàíèìåòðèè
è ñòåðåîìåòðèè; ïîíÿòèå îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ
÷èñëîâîé ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìîé â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåä ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : D (f) ⊆ P →
R (f) ⊆ P íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè R (f) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-
íûì ìíîæåñòâîì. À çàòåì ïîÿñíèòü, ïî÷åìó ïðÿìîé ïåðåíîñ ïîíÿòèÿ
îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè íà ëèíåéíûå îïåðàòîðû íåâîçìî-
æåí (ñì. íèæå çàìå÷àíèå 1).

© Ôîìèí Â.È., 2026
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A : D (A) ⊆ X → R (A) ⊆ Y . Íà-
ïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà D (A) ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â X, ñëåäîâàòåëüíî, o1 ∈ D (A) ([1,
ñ.18]) è Ao1 = o2([2, ñ.203]).

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé
îïåðàòîð O: ïî îïðåäåëåíèþ, Ox = o2 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ò.å.
D (O) = X, R (O) = {o2}. Îòìåòèì, ÷òî R (O) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-
íûì ìíîæåñòâîì.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè A ̸= O, òî R (A) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì
ìíîæåñòâîì.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì A ̸= O ⇒ ∃x∗ ∈ D (A) , x∗ ̸= o1 : y∗ =
Ax∗ ̸= o2, çíà÷èò, ∥y∗∥2 > 0. Äàëåå, nx∗ ∈ D (A) äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Â
ñèëó îäíîðîäíîñòè îïåðàòîðà A èìååì yn = A (nx∗) = ny∗. Èñïîëü-
çóÿ îäíîðîäíîñòü ∥·∥2, ïîëó÷àåì ∥yn∥2 = n∥y∗∥2 →n→∞

∞, ò.å. ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {yn} ⊂ R (A) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
R (A) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ñïðàâåäëèâîñòü çàìå-
÷àíèÿ 1 óñòàíîâëåíà.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1, ïîëó÷àåì
Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì, åñëè îí îòîáðàæàåò âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Ω ⊂
D (A) â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî A (Ω) ⊂ R (A) ([3, ñ.89]).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, íóëåâîé îïåðàòîð îãðàíè÷åí, èáî îí
îòîáðàæàåò ëþáîå ìíîæåñòâî, â ÷àñòíîñòè, ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî èç D (O) = X â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî {o2}.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëåçíûé èíñòðóìåíò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðà-
íè÷åííîñòè êîíêðåòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ à òàêæå ââåñòè ïîíÿ-
òèå íîðìû îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ñôîðìóëèðóåì åù¼
îäíî îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ðàâíîñèëüíîå
îïðåäåëåíèþ 1.

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A îãðàíè÷åí. Åñëè A = O, òî

∥Ox∥2 ⩽ o∥x∥1 äëÿ ëþáîãî x ∈ D (O) . (1)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé A ̸= O. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, îïåðàòîð A
îòîáðàæàåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Ω = D (A) ∩ S1 (o1) â îãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî A (Ω), ò.å. ∃c > 0:

∥Ax∥2 ⩽ c = c∥x∥1 äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω. (2)

Ïóñòü x ∈ D (A) \Ω. Çàìåòèì, ÷òî o1 ∈ D (A) \Ω è

∥Ao1∥2 ⩽ c∥o1∥1. (3)
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Ïóñòü x ̸= o1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x̂ = ∥x∥−1
1 x. Çàìåòèì, ÷òî x̂ ∈

D (A). Èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü ∥·∥1, ïîëó÷àåì ∥x̂∥1 = 1, ò.å. x̂ ∈
S1 (o1). Òàêèì îáðàçîì, x̂ ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2)

∥Ax̂∥2 ⩽ c. (4)

Èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà A, ïîëó÷àåì Ax̂ = ∥x∥−1
1 Ax. Ñëå-

äîâàòåëüíî, â ñèëó îäíîðîäíîñòè ∥·∥2

∥Ax̂∥2 = ∥x∥−1
1 ∥Ax∥2. (5)

Â ñèëó (4), (5)
∥Ax∥2 ⩽ c∥x∥1. (6)

Â ñèëó (3), (6)

∥Ax∥2 ⩽ c∥x∥1 äëÿ ëþáîãî x ∈ D (A) \Ω. (7)

Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (1), (2), (7) ïîëó÷àåì
Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì, åñëè ∃c ⩾ 0:

∥Ax∥2 ⩽ c∥x∥1 äëÿ ëþáîãî x ∈ D (A) (8)

([4, ñ.22]).
Îïðåäåëåíèå 2 ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ 1.
Äåéñòâèòåëüíî, âûøå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð A

îãðàíè÷åí ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, òî îí îãðàíè÷åí ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ 2. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A îãðàíè÷åí ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Ω ⊂
D (A). Èìååì: ∃M > 0:

∥x∥1 ⩽M äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω. (9)

Â ñèëó (8), (9) ∥Ax∥2 ⩽ K äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω, ãäå K = cM . Òàêèì
îáðàçîì, ìíîæåñòâî A (Ω) îãðàíè÷åíî. Ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé
1, 2 óñòàíîâëåíà.
Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ 2, ïîëó÷àåì

Îïðåäåëåíèå 3. Íîðìîé îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ èç êîíñòàíò c, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(8) ([4, ñ.22]).

Â ñèëó (1) ∥O∥ = o. Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (8) âèäíî, ÷òî ∥A∥ > o
äëÿ ëþáîãî A ̸= O.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3

∥Ax∥2 ⩽ ∥A∥∥x∥1 äëÿ ëþáîãî x ∈ D (A) .

Åñëè äëÿ êîíêðåòíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïîëó÷åíà îöåíêà âèäà
(8), òî A îãðàíè÷åí è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3, ∥A∥ ⩽ c.

Äàëåå öåëåñîîáðàçíî äîêàçàòü ôîðìóëû

∥A∥ = sup
x ∈ D (A)
∥x∥1 ⩽ 1

∥Ax∥2, ∥A∥ = sup
x ∈ D (A)
∥x∥1 = 1

∥Ax∥2

([4, ñ.22]) è ïðèâåñòè ïðèìåðû îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
(ñì., íàïðèìåð, óïðàæíåíèå 7.12 èç [5, ñ.44]).

Îïðåäåëåíèÿ 1, 2 ïîçâîëÿþò ââåñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîíÿ-
òèå íåîãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Ω ⊂ D (A),
êîòîðîå îïåðàòîð A îòîáðàæàåò â íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî
A (Ω) ⊂ R (A).

Îïðåäåëåíèå 5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííûì, åñëè

∀c > 0 ∃x = x (c) = xc ∈ D (A) : ∥Axc∥2 > c∥xc∥1. (10)

Îïðåäåëåíèÿ 4, 5 ðàâíîñèëüíû (ýòî ñëåäóåò èç ðàâíîñèëüíîñòè
îïðåäåëåíèé 1, 2).

Ýëåìåíòû xc (c ∈ (0,+∞)), î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü â îïðåäåëåíèè 5,
îòëè÷íû îò íóëåâîãî ýëåìåíòà o1, èáî â ñëó÷àå xc = o1 èìåëè áû
∥o1∥1 = 0, c∥o1∥1 = 0, Ao1 = o2, ∥Ao1∥2 = ∥o2∥2 = 0 è íåðàâåíñòâî
(10) ïðèíÿëî áû âèä 0 > 0.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4 ñïðàâåäëèâî
Çàìå÷àíèå 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì,

åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ D (A),
êîòîðóþ îïåðàòîð A ïðåîáðàçóåò â íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Axn} ⊂ R (A).

Çàìå÷àíèå 2 øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîãðàíè-
÷åííîñòè êîíêðåòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðè èçó÷åíèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü
íåîãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Â ñâÿçè ñ
ýòèì öåëåñîîáðàçíî ïðèâåñòè ïðèìåðû òàêèõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì
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íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî òàêèå ïðèìåðû äîëæíû áûòü äîñòóïíûìè äëÿ
òåõ, êîìó îíè àäðåñîâàíû.

Ðàññìîòðèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî C[0, 1] íåïðåðûâíûõ íà îò-
ðåçêå [0, 1] âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé x = x (t) ñ ëèíåéíûìè
îïåðàöèÿìè (x+ y) (t) = x (t) + y (t), (αx) (t) = αx (t) è íîðìîé
∥x∥C[0,1] = max

0⩽t⩽1
|x (t)| ([6, ñ.49]). Ïóñòü Ck[0, 1] (k ∈ N) � ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1], ñîñòîÿùåå èç k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0, 1] ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1 ([4, ñ.36]). A : C1[0, 1] ⊂ C[0, 1] → C[0, 1]; ïî îïðåäåëå-
íèþ, Ax = x′ (t) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x = x (t) ∈ C1[0, 1]. Ëèíåéíîñòü
îïåðàòîðà A ñëåäóåò èç ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [x (t) + y (t)]

′
=

x′ (t)+ y′ (t), [αx (t)]′ = αx′ (t). Îïåðàòîð A íåîãðàíè÷åí, èáî îòîáðà-
æàåò îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}∞n=1 ⊂ C1[0, 1] â íåîãðà-
íè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
ntn−1

}∞
n=1
⊂ C[0, 1].

Ïðèìåð 2. A : C2[0, 1] ⊂ C[0, 1] → C[0, 1]; ïî îïðåäåëåíèþ,
Ax = x′′ (t) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x = x (t) ∈ C2[0, 1]. Ëèíåéíîñòü
îïåðàòîðà A î÷åâèäíà. Îïåðàòîð A íåîãðàíè÷åí, èáî îí ïðåîáðàçóåò
îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sinnt}∞n=1 ⊂ C2[0, 1] â íåîãðàíè-
÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
−n2 sinnt

}∞
n=1
⊂ C[0, 1].

Ïðèìåð 3. A : C2[0, 1] ⊂ C[0, 1] → C[0, 1]; ïî îïðåäåëåíèþ,
Ax = x (t) + x′ (t) + x′′ (t) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x = x (t) ∈ C2[0, 1].
Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A î÷åâèäíà. Îïåðàòîð A íåîãðàíè÷åí, èáî
îí ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}∞n=1 ⊂ C2[0, 1] â
íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

t+ 1, t2 + 2t+ 2, ..., tn + ntn−1 + n (n− 1) tn−2, ...

ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà C[0, 1].

Äàëåå íóæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ïðèâåñòè ïðèìåðû îãðàíè÷åííûõ è
íåîãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ (ñì., íàïðèìåð, ïàðàãðàô
11 ãëàâû 3 èç [5]).

Â ó÷åáíûõ ãðóïïà ñ ïîâûøåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé íó-
ëåâûå ýëåìåíòû è íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ X,Y ìîæíî îáîçíà÷èòü
ñîîòâåòñòâåííî îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì o, ∥·∥, ò.å. â âûøåèçëîæåí-
íîì ìàòåðèàëå â îáîçíà÷åíèÿõ o1, o2, ∥·∥1, ∥·∥2 èíäåêñû 1, 2 ìîæíî
óáðàòü. Èç êîíòåêñòà áóäåò ïîíÿòíî, ÷òî îçíà÷àþò ñèìâîëû o, ∥·∥ â
êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.
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Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòà X ïðîñòðàíñòâî Emb(X,RN )
âëîæåíèé X ↪→ RN , íàäåëåííîå ìåòðèêîé ρ(f, g) = sup{d(fx, gx)|x ∈
X}, ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç-
âåñòíûé ðåçóëüòàò: Ïóñòü F � íåñ÷åòíîå ñåìåéñòâî âçàèìíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ãîìåîìîðôíûõ êîïèé êîìïàêòà X â RN ; òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X0, X1, X2, . . . ∈ F , ÷òî Xi ̸= X0

äëÿ êàæäîãî i > 0 è {Xi, i ∈ N} ãîìåîìîðôíî ñõîäèòñÿ ê X0.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ X1, X2, . . . ⊂

RN ãîìåîìîðôíî ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó X0 ⊂ RN , åñëè äëÿ êàæ-
äîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî n, ÷òî ïðè i ⩾ n èìååòñÿ
ãîìåîìîðôèçì hi : X0

∼= Xi, ïåðåìåùàþùèé òî÷êè íå áîëåå, ÷åì íà
ε.

Â 1970 ã. Äæ. Êýííîí è Ñ. Óýéìåíò ïîñòàâèëè âîïðîñ [1]: Ïóñòü
X0, X1, X2, . . . ⊂ RN � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ êîíòèíóóìîâ, ãîìåîìîðôíî ñõîäÿùàÿñÿ ê X0. Âåðíî ëè, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãîìåî-
ìîðôíûõ êîïèé X0 â RN ? (Ïî òåîðåìå âàí Äàóýíà, ýòî ýêâèâàëåíò-
íî âîïðîñó î âëîæèìîñòè X0×C â RN , ãäå C � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî
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[2]; à ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Òîäîð÷åâè÷à [3], ýòî ýêâèâàëåíòíî âîïðîñó
î âëîæèìîñòè X0 ×Q â RN .)

Ýòîò âîïðîñ äî ñèõ ïîð îòêðûò. Â ðàáîòå [1] Êýííîí è Óýéìåíò
ïîëó÷èëè ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæå-
íèè: åñëè X0, X1, X2, . . . âëîæåíû â RN ýêâèâàëåíòíî äðóã äðóãó.

Îïðåäåëåíèå 2. Äâà ïîäìíîæåñòâà X,X ′ ⊂ RN îáúåìëåìî
ãîìåîìîðôíû, èëè ýêâèâàëåíòíî âëîæåíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
ãîìåîìîðôèçì h ïðîñòðàíñòâà RN íà ñåáÿ, ÷òî h(X) = X ′. Â ýòîì
ñëó÷àå ïèøåì h : (RN , X) ∼= (RN , X ′).

Íî äàæå ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè òàêîå
èñêîìîå íåñ÷åòíîå ñåìåéñòâî, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû âëîæåíû ýêâè-
âàëåíòíî ïðåäåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó X0 ⊂ RN . Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ
ïðèìåðàìè.

Äëÿ N = 2 ñì. [4, ïðèìåðû 3, 4], [5, ïðèìåð 2]; ïðîñòðàíñòâà X0

èìåþò äîâîëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ N = 3 èëè N ⩾ 5 Êýííîí
è Óýéìåíò ïîñòðîèëè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X0, X1, X2, . . . ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèêèõ (N − 1)-ñôåð â RN , ÷òî: {Xi, i ∈ N}
ãîìåîìîðôíî ñõîäèòñÿ ê X0; (RN , Xi) ∼= (RN , X0) äëÿ êàæäîãî i; íî
íåò âîçìîæíîñòè íàéòè íåñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ (N−1)-ñôåð â RN , êàæäàÿ èç êîòîðûõ âëîæåíà ýêâèâàëåíòíî
X0 [1, ñ. 568�570].

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ RN , ãîìåîìîðôíîå
(N − 1)-ñôåðå, íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè îíî îáúåìëåìî ãîìåîìîðô-
íî ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé ñôåðå, è äèêèì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(Î äèêèõ âëîæåíèÿõ ñì. êíèãè [6], [7], [8].)
Ñëó÷àé N = 4 íå áûë îõâà÷åí ïðèìåðàìè Êýííîíà�Óýéìåíòà è

îñòàâàëñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé â ãîä ïóáëèêàöèè ñòàòüè [1, ñ. 569�
570]. (Ïîñòðîåíèå èç [1] âîçìîæíî äëÿ N = 4, íî â òî âðåìÿ íå ñó-
ùåñòâîâàëî òåîðåìû, êîòîðàÿ áû äîêàçûâàëà íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà
ïðèìåðîâ.)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèìåð Êýííîíà�Óýéìåíòà ðàáîòàåò è äëÿ
ðàçìåðíîñòè 4 � ýòî ìîæíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ [9, Thm. 2.5.1] (ýòó
ññûëêó ñîîáùèë ìíå ïðîôåññîð Ô. Àíñåëü).

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõN ⩾ 3 ïîñòàâëåííûé âîïðîñ
èìååò îòðèöàòåëüíûé îòâåò, à äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñëîæíûå
ðåçóëüòàòû èç ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ìû ñòðîèì íîâûå ñåðèè âëîæåíèé äëÿ êàæäîãî N ⩾ 4. Êðîìå
òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèå êîìïàêòû, à íå òîëüêî (N −1)-
ñôåðû. Â íàøåì ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàíû ¾ëèïêèå¿ êàíòîðîâû ìíî-
æåñòâà Â. Êðóøêàëÿ [10]. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû Êýííîíà è Óýéìåíòà,
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äîêàçàòåëüñòâî íå òðåáóåò îïîðû íà ñëîæíûå ðåçóëüòàòû Ð. Áèíãà
(1957-1961), Äæ. Áðàéåíòà (1968), À.Â. ×åðíàâñêîãî (1973) è Ð. Äà-
âåðìàíà (1973).

Òåîðåìà. Ïóñòü N ⩾ 4; X ⊂ SN−1 � òàêîé êîìïàêò, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè q ∈ X, íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U
òî÷êè q â SN−1 è íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà k ∈ {1, . . . , N−1} âûïîë-
íåíî (U,U ∩X) ∼= (RN−1,Rk). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå âëîæåíèå
e : X ↪→ RN è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîì-
ïàêòîâ X1, X2, . . . ⊂ RN \ e(X), ÷òî

1) {Xi, i ∈ N} ãîìåîìîðôíî ñõîäèòñÿ ê e(X);

2) (RN , Xi) ∼= (RN , e(X)) äëÿ êàæäîãî i ∈ N; è
3) åñëè F � òàêîå äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Yα ⊂ RN ,

÷òî (RN , Yα) ∼= (RN , e(X)) äëÿ êàæäîãî α, òî F ñîäåðæèò íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Êýííîí è Óýéìåíò îãðàíè÷èëè ñâîé âîïðîñ ñâÿçíûìè ìíîæåñòâà-
ìè, íî îí íåòðèâèàëåí è äëÿ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ; ìû ðàññìîòðèì
è ýòîò ñëó÷àé. Ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàáîòå [11].
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ÑÈÑÒÅÌ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ

ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÂÎËÜÒÅÐÐÀ1

Â.Ô. ×èñòÿêîâ, Å.Â. ×èñòÿêîâà (Èðêóòñê, ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ)
chist@icc.ru, chistyak@gmail.com

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÈÄÓ) âèäà

Λ1(z,Vz) := A(z,Vz, t)z(1) + B(z,Vz, t) = 0, t ∈ T = [α, β], (1)

ãäå A(ξ, ζ, t)− (n×n)-çàäàííàÿ ìàòðèöà, B(ξ, ζ, t), -çàäàííàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ, ξ ∈ Rn, ζ ∈ Rm, z ≡ z(t)−èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,

z(i)(t) = (d/dt)iz(t), i = 0, 1, · · · , z(0)(t) = z(t), Vz =
t∫
α

K(t, s, z(s))ds,

K(t, s, ξ)−m-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà
A(ξ, ζ, t) è âåêòîð-ôóíêöèÿ B(ξ, ζ, t), K(t, s, ξ) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â
ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ è ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

detA(ξ, ζ, t) = 0 ∀(ξ, ζ, t) ∈ Rn ×Rm × T, (2)

Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ íà îòðåçêå Tα = [α, α + δ] ⊆ T, âåêòîð-ôóíêöèÿ z(t), êîòîðàÿ
îáðàùàåò ñèñòåìó (1) â òîæäåñòâî íà Tα ïðè ïîäñòàíîâêå.

Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì âèäà (1) îáû÷íî ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè:
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíîé òî÷êå îòðåçêà T ðåøåíèÿ ñèñòåì
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

z(α) = b, (3)

ãäå b−çàäàííûé âåêòîð èç Rn.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ ïî ïðîåêòó
¾Òåîðèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì
ñ èõ ïðèëîæåíèÿìè ¿ (� ãîñ. ðåãèñòðàöèè 121041300060-4).
© ×èñòÿêîâ Â.Ô., ×èñòÿêîâà Å.Â., 2026
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Â èññëåäîâàíèÿõ íà îñíîâå, êîòîðûõ ïîäãîòîâëåí äîêëàä, ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè [1].

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè äëÿ ñè-
ñòåì (1) íåîáõîäèìî (íî íå âñåãäà äîñòàòî÷íî) âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ
Êðîíåêåðà-Êàïåëëè â òî÷êå t = α äëÿ âåêòîðà z(1)(α), à èìåííî:

rank A(b, 0, α) = rankA(b, 0, α)| − B(b, 0, α). (4)

Ïîýòîìó íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì (1) ìîãóò ñòàâèòñÿ íèæå â
âèäå ñîîòíîøåíèé

Pz(α) = b, (5)

ãäå çàäàíû ìàòðèöà P ðàçìåðíîñòè (ν × n) ïîëíîãî ðàíãà, è âåêòîð
b, rank P = ν, ν ⩽ n. Çàäà÷à (1), (5) ïðè P = En, ãäå En−åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n, ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé Êîùè, b = b.

Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âûðîæäåííûõ ñèñòåì ÈÄÓ, â
÷àñòíîñòè, ÄÀÓ àâòîðû ïîëàãàþò öåëî÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, íàçû-
âàåìûå: 1) èíäåêñîì; 2) ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé.

Èíäåêñ õàðàêòåðèçóåò ñëîæíîñòü âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñèñòåì
ÈÄÓ, à ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé îïðåäåëÿåò äîïóñòèìûé
ïðîèçâîë â âûáîðå íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé. Âàæíóþ èíôîðìà-
öèþ î ñòðóêòóðå ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé äàåò çíàíèå ðàñïîëîæåíèÿ
îñîáûõ òî÷åê â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

Ïîä îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (1) íåôîðìàëüíî íèæå ïîíèìàþò-
ñÿ òî÷êà íà îòðåçêå T , ïðè íàëè÷èè êîòîðîé ñèñòåìà íå èìååò
ðåøåíèé íà T , òåðÿåòñÿ åäèíñòâåííîñòü, ìåíÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé è ò.ä.

Ïîíÿòèå èíäåêñà äî ñèõ ïîð ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì äèñêóññèé. Ïðè-
âåäåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì ÈÄÓ èñïîëüçó-
åìûå àâòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ z(t, c) : Tα × U →
Rn, U ⊆ Rd, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: I. z(t, c) ∈ C1(Tα) ∀c ∈ U è
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1); II. rank Z(t, c) = d ∀t ∈ Tα, c ∈ U,
ãäå Z(t, c) = ∂z(t, c)/∂c. Òîãäà ñåìåéñòâî ôóíêöèé z(t, c) áóäåì íà-
çûâàòü ðåãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåì ðåøåíèé ñèñòåìû ÈÄÓ (1), à
÷èñëî d åãî ðàçìåðíîñòüþ.

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð ν â ôîðìóëå (5) äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî âåêòîðà c íóæíî âûáèðàòü
êàê ν = d.
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Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

Ωl(u,Vu) :=
l∑

j=0

Lj (dη[u], dl[Vu], t) (d/dt)j ,

ãäå Lj(ϑ,ϖ, t)−(n×n)-ìàòðèöû ãëàäêèå â îáëàñòè Rn(η+1)×Rm(l+1)

×T, di[·] =
(
En (d/dt)En · · · (d/dt)iEn

)⊤
, i = 0, 1, · · · , ⊤− ñèì-

âîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ϑ = (g0, g1, · · · , gη), gj ∈ Rn, j = 0, η,
ϖ = (v0, v1, · · · , vl), vj ∈ Rn, j = 0, l, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì

Ωl(u,Vu) ◦ Λ1(u,Vu) = Λ̃1(u, dl[Vu]) ∀u = u(t) ∈ Cmax{l,η}+1(T ),

ãäå

Λ̃1(u, dl[Vu]) = Ã(u, dl[Vu], t)u(1) + B̃(u, dl[Vu], t), (6)

det Ã(b, 0, α) ̸= 0 íà÷àëüíîé òî÷êå (3), òî îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ
ëåâûì ðåãóëÿðèçèðóþùèì îïåðàòîðîì (ËÐÎ) äëÿ ñèñòåìû (1), à
íàèìåíüøèå âîçìîæíîå ÷èñëî l = max{l, η} íàçûâàåòñÿ åå èíäåêñîì
(ëåâûì).

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì âûðîæäåííóþ ñèñòåìó ÈÄÓ

Λ1(z,Vz) =
(
z2V1z 0
0 0

)(
ż1
ż2

)
+

(
z1 + etV2z

z2

)
= 0, (7)

ãäå t ∈ T = [0, 1], z ≡ z(t) =
(
z1 z2

)⊤
, Vz =

∫ t
0

(
z1(s) z2(s)

)⊤
ds,

V1z =
(
1 0

)
Vz, V2z =

(
0 1

)
Vz, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå z(t) = 0. Äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè u ∈ C2(T ) èìååì

Ω1(u,Vu) ◦ Λ1(u,Vu) =
(
1 0
0 1

)(
u̇1
u̇2

)
+

(
etu2 + etV2u

0

)
,

ãäå Ω1(u,Vu) =
(
0 −[ü1V1u+ u̇1u1]
0 0

)
+

(
1 −u̇1V1u
0 1

)
d

dt
. Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 1 ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé d = 0 è îïðåäå-
ëåíèþ 2 èíäåêñ ñèñòåìû (7) ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü 1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå z = z(t) ∈
C1(Tα) ñèñòåìû (1); 2) â ðàâåíñòâå (6) det Ã(z, dl[Vz], t)|t=t∗ = 0,
ãäå t∗ èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà íà Tα Òîãäà òî÷êó t∗ áóäåì íàçûâàòü
îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (1).

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (1), (5) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) A(ξ, ζ, t), B(ξ, ζ, t) ∈ C2(Rn ×Rm × T ;
2) íàéäåòñÿ âåêòîð c ∈ Rn, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (4):

rank A(g, 0, α) = rank (A(g, 0, α)| − B(g, 0, α)),

g = P−b + (En − P−P)c,

ãäå ìàòðèöà P− ïîëóîáðàòíàÿ ê ìàòðèöå P à èìåííî P = PP−P;
3) rank A(g, 0, α) = max {rank A(ξ, ζ, t), (ξ, ζ, t) ∈ O}, ãäå O− íåêî-
òîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (g, 0, α);
4) â òî÷êå (g, 0, α) âûïîëíåí êðèòåðèé ¾ðàíã-ñòåïåíü¿:

rank A(g, 0, α) = deg det[λA(g, 0, α) + C(g, 0, α)] = r, (8)

ãäå λ−ïàðàìåòð (â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûé),

C(ξ, ζ, t) = ∂

∂ξ
[B(ξ, ζ, t) +A(ξ, ζ, t)ς],

ς−ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû A(g, 0, α)ς = −B(g, 0, α).
Òîãäà: 1. Èíäåêñ ñèñòåìû (1) ðàâåí 1; 2. Ñóùåñòâóåò îòðåçîê

Tα = [α, α + δ] ⊆ T , íà êîòîðîì îïðåäåëåíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1), (5) z ≡ z(t).

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

det[λA(z,Vz, t) + C(z,Vz, t)] = a0(t)λ
r + · · · ,

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ èç ôîðìóëû (8), z = z(t)−ðåøåíèå
çàäà÷è (1), (5), ïðè÷åì èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà t∗ ∈ Tα ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì óðàâíåíèÿ a0(t) = 0: a0(t∗) = 0. Òîãäà òî÷êà t∗ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
òî÷êîé ñèñòåìû (1).

Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (5) ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó: Λ1(y) =

=

(
et 1
1 e−t

)(
ẏ1
ẏ2

)
−
(

3ety1
3y2/y1

)
= 0, Py(0) =

(
1 1

)(y1(0)
y2(0)

)
= 2,

ãäå t ∈ T = [0, 1], y ≡ y(t), y =
(
y1 y2

)⊤
. Çäåñü è íèæå ẏ ≡ dy/dt.

Ñîãëàñíî ([2], ñ. 33), âñå íà÷àëüíûå âåêòîðà y(0) ïðèíàäëåæàò ìíî-
ãîîáðàçèþ P−b+(E2−P−P)c, ãäå âåêòîð c ïðîáåãàåò R2. Ïðîèçâîäÿ
íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ èç óñëîâèÿ (4) ïîëó÷èì

rank

(
1 1
1 1

)
= rank

[(
1 1
1 1

)
|
(

3(3/2− c2/2)
3c2/(3/2− c2/2)

)]
⇔
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⇔ c22 − 10c2 + 9 = 0.
Çäåñü c2 ∈ {1, 9}. Ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå äàííûå y(0) =(
1 1

)⊤
, y(0) =

(
−3 9

)⊤
. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå y =
(
y1 y2

)⊤
=
(
et e2t

)⊤
. Ôóíê-

öèÿ a0(t) èç ëåììû 1 èìååò âèä âûðàæåíèÿ −3(e−t+2). Âî âòîðîì
ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ðåøåíèÿ íåèçâåñòíî.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè: Λ1(y) =

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 2y3 0

 ẏ +


−y3
−y4

ety3 − y2
[−ety4 − ety2 + 3e3t − 2e2t]

 = 0, (9)

t ∈ T = [0, 1], y ≡ y(t), y =
(
y1 y2 y3 y4

)⊤
,(

y1(0) y2(0) y3(0) y4(0)
)⊤

=
(
1 1 1 2

)⊤
. (10)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 çäåñü âûïîëíåíû.

Çàäà÷à (9), (10) èìååò íà T ðåøåíèå y(t) =
(
et e2t et 2e2t

)⊤
,

ïðè÷åì
(
ẏ1(t) ẏ2(t)

)⊤
=
(
y3(t) y4(t)

)⊤
. Ôóíêöèÿ a0(t) èç ëåììû 1

èìååò âèä âûðàæåíèÿ (−et+2) è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìå-
åò êîðåíü t∗ = ln(2), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (9).

Â òî÷êå (
(
y1(t∗) y2(t∗)

)⊤
, t∗) = (

(
2 4

)⊤
, ln(2)) îòâåòâëÿþòñÿ

êîìïîíåíòû(
y1(t) y2(t)

)⊤
=
(
2− et + e2t/2 e3t − e2t

)⊤
.

Â äîêëàäå òàêæå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà-
÷àëüíûõ çàäà÷ âèäà (1), (5).
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ÏÑÅÂÄÎÎÊÐÓÆÍÎÑÒßÌÈ: ÁÅÇ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß
ÂÍÅØÍÈÕ ÑÈË È Ñ ÄÎÁÀÂËÅÍÈÅÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

Å.Ä. Øàäðèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)
ekaterina.shadrina@math.msu.ru

Ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä � ýòî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïè-
ñûâàþùàÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé îáëàñòè R2,
îãðàíè÷åííîé ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîé êðèâîé. Ïðè äâèæå-
íèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü äëèíà
âåêòîðà ñêîðîñòè, à îòðàæåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè ñîâåðøàëîñü ïî
ñòàíäàðòíîìó çàêîíó: óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî ñåìåéñòâî ïñåâäîîêðóæ-
íîñòåé, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì: x2 − y2 = a − λ, ãäå
a > 0, λ ∈ R. Áóäåì èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå áèëëèàðäû, îãðà-
íè÷åííûå ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïñåâ-
äîîêðóæíîñòÿìè äàííîãî ñåìåéñòâà (ðèñ.1, ðèñ.2).

Ðèñ. 1-2: Ìàòåìàòè÷åñêèå áèëëèàðäû

Îêàçûâàåòñÿ, òàêèå áèëëèàðäû � èíòåãðèðóåìû.
Òåîðåìà 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâ-

ñêîãî, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè-
íàò, è ïñåâäîîêðóæíîñòÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà, ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Ïåðâûå èíòåãðàëû äàííîé ñèñòåìû � ôóíê-

öèè Λ = a+ (v2x−v1y)2
v21−v22

, H = v21−v22 ; ãäå v = (v1, v2) � âåêòîð ñêîðîñòè

÷àñòèöû, (x, y) � òî÷êà áèëëèàðäà.
Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèÿ Λ � ýòî çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà êàóñòèêè (ïñåâäîîêðóæíîñòè), êîòîðîé êàñàþòñÿ ïðÿìûå,
âäîëü êîòîðûõ äâèæåòñÿ ÷àñòèöà.

©Øàäðèíà Å.Ä., 2026
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Áóäåì èçó÷àòü âñå âîçìîæíûå òðàåêòîðèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïîëó÷åííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â áèëëèàðäàõ ðàññìàòðè-
âàåìîãî òèïà. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 1. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä íà
ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî â îáëàñòè íà ðèñ.1, a > λ1 > λ2. Ïóñòü
M ⊂ Q3 � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëà Λ. Òîãäà:

Ïðè H < 0,Λ = λ1 ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè;

Ïðè H < 0,Λ < λ1 ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó
òîðó;

Ïðè H > 0,Λ = a ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà öèëèíäðó;

Ïðè H > 0,Λ > a ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òî-
ðó;

Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèé Λ è H òðàåêòîðèé
íåò.

Óòâåðæäåíèå 2. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä íà
ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî â îáëàñòè íà ðèñ.2, a > λ1. Òîãäà

Ïðè H ̸= 0, Λ ̸= a åñëè íà÷àëüíûé âåêòîð ñêîðîñòè çàäà¼ò ïðÿ-
ìóþ, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî òðàåêòîðèÿ ÷à-
ñòèöû � ëîìàíàÿ, êîòîðàÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðèáëèæàåòñÿ ê
íåêîòîðîìó îòðåçêó, îòäåëåííîìó îò íà÷àëà êîîðäèíàò;

Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèé Λ è H òðàåêòîðèé íåò.

Ïóñòü òåïåðü íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî â îáëàñòè íà ðèñ.1
ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà íå¼ äåéñòâóåò ïîòåíöèàë
U(x2 − y2). Îêàçûâàåòñÿ, è òàêèå áèëëèàðäû � èíòåãðèðóåìû.

Òåîðåìà 2. Ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä ñ äîáàâëåíèåì ïîòåí-
öèàëà U(x2 − y2) íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè÷åííûé ïðÿìû-
ìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïñåâäîîêðóæíîñòÿ-
ìè ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Ïåð-
âûå èíòåãðàëû äàííîé ñèñòåìû � ôóíêöèè H = 1

2 (p
2
x − p2y) +

U(x2 − y2), F = (pyx + pxy)
2; ãäå p = (px, py) � èìïóëüñ ÷àñòèöû,

(x, y) � òî÷êà áèëëèàðäà.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H = h è F = f è
ïîëîæèì U(x2 − y2) := 1√

x2−y2
. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ:

Òåîðåìà 3. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ìàòåìàòè÷åñêîãî áèë-
ëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì U(x2 − y2) := 1√

x2−y2
íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâ-

ñêîãî â îáëàñòè íà ðèñ.1 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Êðàñíîé äóãå ãèïåðáîëû ñîîòâåòñòâóåò ñëîé, ãîìåîìîðôíûé
îñîáîìó ñëîþ àòîìà Â;
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Ðèñ. 3: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Çåë¼íîìó ëó÷ó è èíòåðâàëó ñîîòâåòñòâóåò ñëîé, ãîìåîìîðô-
íûé îêðóæíîñòè;

Ôèîëåòîâîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ñëîé, ãîìåîìîðôíûé äâóì
íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì;

Ñèíåìó ëó÷ó ñîîòâåòñòâóåò ñëîé, ãîìåîìîðôíûé öèëèíäðó; ïðè
ýòîì r1 :=

√
a− λ1, r2 :=

√
a− λ2.
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Ñ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÌ ÃÅÍÅÐÀÒÎÐÎÌ ÑÄÂÈÃÀ
Ì.Â. Øàìîëèí (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà)

shamolin@rambler.ru, shamolin.maxim@yandex.ru

Ïðåäñòàâëåíû íîâûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìûõ îäíîðîäíûõ ïî ÷à-
ñòè ïåðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîãî ïî-
ðÿäêà, â êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûäåëåíà ñèñòåìà íà êàñàòåëüíîì ðàñ-
ñëîåíèè ê ÷åòíîìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Ïðè ýòîì ñèëîâîå ïîëå (ãå-
íåðàòîð ñäâèãà â ñèñòåìå) ðàçäåëÿåòñÿ íà âíóòðåííåå (êîíñåðâàòèâ-
íîå) è âíåøíåå, êîòîðîå îáëàäàåò äèññèïàöèåé ðàçíîãî çíàêà. Âíåø-
íåå ïîëå ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óíèìîäóëÿðíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ è îáîáùàåò ðàíåå ðàññìîòðåííûå ïîëÿ. Ïðèâåäåíû ïîëíûå
íàáîðû êàê ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, òàê è èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì.

Êàê èçâåñòíî, íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà òåíçîðíûõ
èíâàðèàíòîâ (íå òîëüêî àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ) [1, 2, 3] îá-
ëåã÷àåò èññëåäîâàíèå, à èíîãäà ïîçâîëÿåò òî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê íàëè÷èå èíâàðèàíòíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ôàçîâîãî îáúåìà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü
êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñè-
ñòåì ýòîò ôàêò åñòåñòâåí, êîãäà ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò îáúåì
ñ ãëàäêîé (èëè ïîñòîÿííîé) ïëîòíîñòüþ. Ñëîæíåå (â ñìûñëå ãëàä-
êîñòè èíâàðèàíòîâ) äåëî îáñòîèò äëÿ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ïðèòÿ-
ãèâàþùèìè èëè îòòàëêèâàþùèìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè. Äëÿ
íèõ êîýôôèöèåíòû èñêîìûõ èíâàðèàíòîâ äîëæíû, âîîáùå ãîâîðÿ,
âêëþ÷àòü ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ñóùåñòâåííî îñîáûìè òî÷êàìè (ñì.
òàêæå [4, 5, 6]). Íàø ïîäõîä â òîì, ÷òî äëÿ òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïîðÿäêàm íàäî çíàòüm−1 íåçàâèñèìûé íåòðè-
âèàëüíûé òåíçîðíûé èíâàðèàíò. Ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîé
èíòåãðèðóåìîñòè ïðèõîäèòñÿ ñîáëþäàòü òàêæå ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé.

Ïîíÿòèÿ ¾êîíñåðâàòèâíîñòü¿, ¾ñèëîâîå ïîëå¿, ¾äèññèïàöèÿ¿ è
äð. äëÿ ñèñòåì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè âïîëíå åñòåñòâåííû. Ïîñêîëü-
êó â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ãëàä-
êîìó ìíîãîîáðàçèþ (ïðîñòðàíñòâó ïîëîæåíèé), óòî÷íèì äàííûå ïî-
íÿòèÿ äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

Èññëåäîâàíèå ¾â öåëîì¿ íà÷èíàåòñÿ ñ èçó÷åíèÿ ïðèâåäåííûõ
óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ïðè ïðàâèëüíîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñêîðåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-
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íîé ÷àñòèöû, à ïðàâûå ÷àñòè ïðèðàâíåíû ê íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî,
âåëè÷èíû, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ â äàëüíåéøåì â ïðàâóþ ÷àñòü, ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê îáîáùåííûå ñèëû. Òàêîé ïîäõîä òðàäèöèîíåí äëÿ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, à òåïåðü îí åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ãëàäêîìó ìíîãî-
îáðàçèþ. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, êîíñòðóèðîâàòü
¾ñèëîâûå ïîëÿ¿. Òàê, íàïðèìåð, ââåäÿ â ñèñòåìó êîýôôèöèåíòû, ëè-
íåéíûå ïî îäíîé èç êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïî îäíîé
èç êâàçèñêîðîñòåé ñèñòåìû), ïîëó÷èì ñèëîâîå ïîëå (ãåíåðàòîð ñäâè-
ãà) ñ äèññèïàöèåé ðàçíîãî çíàêà.

Ñëîâîñî÷åòàíèå ¾äèññèïàöèÿ ðàçíîãî çíàêà¿ íåñêîëüêî ïðîòèâî-
ðå÷èâî, òåì íå ìåíåå, áóäåì åãî óïîòðåáëÿòü. Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì,
÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå äèññèïàöèÿ ¾ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿ � ýòî
ðàññåÿíèå ïîëíîé ýíåðãèè â îáû÷íîì ñìûñëå, à äèññèïàöèÿ ¾ñî çíà-
êîì ¾ìèíóñ¿ � ýòî ñâîåîáðàçíàÿ ¾ïîäêà÷êà¿ ýíåðãèè (ïðè ýòîì â ìå-
õàíèêå ñèëû, îáåñïå÷èâàþùèå ðàññåÿíèå ýíåðãèè íàçûâàþòñÿ äèññè-
ïàòèâíûìè, à ñèëû, îáåñïå÷èâàþùèå ïîäêà÷êó ýíåðãèè íàçûâàþòñÿ
ðàçãîíÿþùèìè).

Êîíñåðâàòèâíîñòü äëÿ ñèñòåì ìîæíî ïîíèìàòü â òðàäèöèîííîì
ñìûñëå, íî ìû äîáàâèì ê ýòîìó ñëåäóþùåå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñè-
ñòåìà êîíñåðâàòèâíà, åñëè îíà îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì ãëàäêèõ
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îíà íå îáëàäàåò ïðèòÿ-
ãèâàþùèìè èëè îòòàëêèâàþùèìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè. Åñëè
æå îíà ïîñëåäíèìè îáëàäàåò, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà îáëà-
äàåò äèññèïàöèåé êàêîãî-òî çíàêà. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî � îáëàäàíèå
ñèñòåìû õîòÿ áû îäíèì ïåðâûì èíòåãðàëîì (åñëè îíè âîîáùå åñòü)
ñ ñóùåñòâåííî îñîáûìè òî÷êàìè.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ñèëîâîå ïîëå (ãåíåðàòîð ñäâèãà ñèñòåìû)
ðàçäåëÿåòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå âíóòðåííåå è âíåøíåå. Âíóòðåííåå
ïîëå õàðàêòåðíî òåì, ÷òî îíî íå ìåíÿåò êîíñåðâàòèâíîñòè ñèñòåìû.
À âíåøíåå ìîæåò âíîñèòü â ñèñòåìó äèññèïàöèþ ðàçíîãî çíàêà. Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî âèä âíóòðåííèõ ñèëîâûõ ïîëåé çàèìñòâîâàí èç
êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû, à òàêæå èíâàðè-
àíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû êëàññîâ îäíîðîäíûõ ïî ÷àñòè ïå-
ðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, â
êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûäåëåíà ñèñòåìà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû íà ñâîåì ÷åòíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðè ýòîì ñèëîâîå ïî-
ëå ðàçäåëÿåòñÿ íà âíóòðåííåå (êîíñåðâàòèâíîå) è âíåøíåå, êîòîðîå
îáëàäàåò äèññèïàöèåé ïåðåìåííîãî çíàêà. Âíåøíåå ïîëå ââîäèòñÿ
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ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óíèìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è îáîáùàåò
ñèëîâûå ïîëÿ, ðàññìàòðèâàåìûå ðàíåå.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.
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ôóíêöèè φ(x) ∈ D(Ω) ñ íîñèòåëåì suppφ(x) ⊂ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî ⟨u1, φ⟩ = ⟨u2, φ⟩. Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà ðîñòêîâ u1x0

∼= u2x0

ñëåäóåò ðàâåíñòâî ðîñòêîâ îáðàçîâ (Pu1)x0 ∼= (Pu2)x0 äëÿ ëþáîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

P (x,D) =
∑

|α|⩽m

aα(x)D
α, x ∈ Ω, aα(x) ∈ C∞(Ω), Dj =

1

i

∂

∂xj
. (1)

Ïóñòü χ : Ω → Ω � äèôôåîìîðôèçì ìíîæåñòâà Ω íà ñåáÿ è
gχ : C∞

0 (Ω) → C∞(Ω) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ëîêàëüíîñòè:

supp gχ(u) ⊂ χ(suppu). (2)

Òîãäà êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé χ∗ ◦ gχ : C∞
0 (Ω) → C∞(Ω) ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå íå ðàñøèðÿåò íîñèòåëè:

supp (χ∗ ◦ gχ)(u) ⊂ suppu.

Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó òåîðåìû Ïåòðå [1] äëÿ êàæäîãî êîìïàêò-
íîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ Ω íàéäåòñÿ ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð QK(x,D) =

∑
|α|⩽m(K) qα,K(x)Dα ñ áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè qα,K(x) ∈ C∞(K), òàêîé, ÷òî
(χ∗ ◦ gχ)(u) = QK(x,D)u ïðè u ∈ C∞

0 (Ω) ñ íîñèòåëåì suppu ⊂ K.
Òàêèì îáðàçîì, gχu = (χ−1)∗QK(x,D)u ïðè u ∈ DK(Ω). Òåïåðü èç
ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà C∞

0 (Ω) â ìíîæåñòâå D′(Ω) ïîëó÷åííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ gχ è òåîðåìû 2.1.8 èç ìîíîãðàôèè Ë. Õåð-
ìàíäåðà [2] ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü äî íåïðå-
ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ gχ : D′(Ω)→ D′(Ω). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ
òî÷êè x0 ∈ Ω è ôóíêöèè u(x) ∈ D′(Ω) ðîñòîê îáðàçà (gχ(u))χ(x0) â
òî÷êå χ(x0) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðîñòêîì ux0 â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 1.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ D′(Ω) ÿâëÿ-
åòñÿ gχ-÷åòíîé (gχ-íå÷åòíîé) â òî÷êå x0 ∈ Ω, åñëè

(gχ(f))x0 ∼= (−1)kfx0 ,

ãäå k = 0
(
ñîîòâåòñòåííî, k = 1

)
.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð P (x,D) : D′(Ω) → D′(Ω) âèäà (1) ñîõðàíÿåò (ìåíÿåò) gχ-
÷åòíîñòü â òî÷êå x0 ∈ Ω, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ D′(Ω) âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(gχ(P (x,D)u)x0 ∼= (−1)k(P (x,D)gχ(u))x0
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ïðè k = 0
(
ñîîòâåòñòåííî, ïðè k = 1

)
.

Ãëàâíûé ñèìâîë îïåðàòîðà

pm(x, ξ) =
∑

|α|=m

aα(x)ξ
α, (x, ξ) ∈ T ∗Ω,

â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷åñêóþm-ëèíåéíóþ ôîð-
ìó

Fx(η1, η2, . . . , ηm) =
1

m!

n∑
j1,j2,...,jm=1

∂mpm
∂ξj1 . . . ∂ξjm

(x, ξ)η1j1 . . . η
m
jm

íà êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå T ∗
xΩ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðî

Kx(P ) ⊂ T ∗
xΩ ôîðìû Fx óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(1)
⋃
x∈Ω

(x,Kx(P )) = {(x, ξ) | pm(x, ξ) = 0};

(2) êîðàçìåðíîñòü ÿäðà Kx(P ) íå çàâèñèò îò x è ðàâíà k.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: T Ω � ìîäóëü C∞-ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ, H1 � ïîäìîäóëü C∞-ñå÷åíèé k-ìåðíîãî ïîäðàññëîåíèÿ

L(P ) = {(x, τ) ∈ TΩ | τ(Kx(P )) = 0}

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TΩ è Hj+1 � ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé
âåêòîðíûìè ïîëÿìè èç H1 è êîììóòàòîðàìè âåêòîðíûõ ïîëåé âè-
äà [H1,Hj ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3) íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî r, ÷òî

H1 ⫋ H2 ⫋ . . . ⫋ Hr = Hr+1 ⊂ T Ω,

ïðè÷åì ïîäïðîñòðàíñòâî Hrx ⊂ TxΩ èìååò ðàçìåðíîñòü m, íå çàâèñÿ-
ùóþ îò òî÷êè x ∈ Ω.

Åñëè óñëîâèå (3) âûïîëíåíî, òî â ñèëó òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó x0 ïðîõîäèò ìàêñèìàëüíîå, ñâÿçíîå, èíòåãðàëüíîå äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû Hr ïîäìíîãîîáðàçèå MHr,x0 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà P (x,D) âèäà (1) ÿâ-
ëÿþòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ãëàâíûé ñèìâîë
îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) � (3). Â òåîðåìå íèæå ïðè-
âåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñâîéñòâî gχ-
÷åòíîñòè ðîñòêîâ ðåøåíèé â òî÷êå x0 ïðîäîëæàåòñÿ âäîëü èíòåãðàëü-
íûõ ïîäìíîãîîáðàçèé MHr,x0 .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ∈ D′(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿP (x,D)u = f,ïðè÷åì (gχ(u))x0 ∼= ux0 , x0 ∈ Ω. Òîãäà
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(gχ(u))x ∼= ux âî âñåõ òî÷êàõ MHr,x0 , åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëî-
âèé:

1) P (x,D) ñîõðàíÿåò gχ-÷åòíîñòü â òî÷êàõ MHr,x0 è ôóíêöèÿ
f(x) ÿëÿåòñÿ gχ-÷åòíîé â òî÷êàõ MHr,x0 ;

2) P (x,D) ìåíÿåò gχ-÷åòíîñòü â òî÷êàõMHr,x0 è ôóíêöèÿ f(x)
ÿëÿåòñÿ gχ-íå÷åòíîé â òî÷êàõ MHr,x0 .

Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ îáëàäàåò gχ-íå÷åòíîñòü
ðîñòêîâ:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ∈ D′(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ P (x,D)u = f, ïðè÷åì (gχ(u))x0 ∼= −ux0 , x0 ∈ Ω. Òîãäà
(gχ(u))x ∼= −ux âî âñåõ òî÷êàõ MHr,x0 , åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëî-
âèé:

1) P (x,D) ñîõðàíÿåò gχ-÷åòíîñòü â òî÷êàõ MHr,x0 è ôóíêöèÿ
f(x) ÿëÿåòñÿ gχ-íå÷åòíîé â òî÷êàõ MHr,x0 ;

2) P (x,D) ìåíÿåò gχ-÷åòíîñòü â òî÷êàõMHr,x0 è ôóíêöèÿ f(x)
ÿëÿåòñÿ gχ-÷åòíîé â òî÷êàõ MHr,x0 .

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì âûòåêàþò èç òåîðåì î ïðîäîëæåíèè ðåøå-
íèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîêàçàííûõ â ñòàòüå [3].
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1986. � 464 ñ.
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Ïóñòü L2[0, 2π] � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ èçìå-
ðèìûõ (êëàññîâ) ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âèäà (x, y) =
1∫
0

x(τ)y(τ)dτ. ×åðåç W 2
2 [0, 2π]

îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

{x ∈ L2[0, 2π] : x
′ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, x′′ ∈ L2[0, 2π]}.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2π], ïîðîæäàåìûé äèôôåðåíöèàëü-
íûì âûðàæåíèåì

Ly = −ÿ + y (1)

è ïåðèîäè÷åñêèìè íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y(0) = y(2π) +

2π∫
0

a0(t)y(t)dt,

(2)

ẏ(0) = ẏ(2π) +

2π∫
0

a1(t)y(t)dt.

Çäåñü a0 è a1 - ôóíêöèè èç L2[0, 2π].
Ìåòîäîì ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåí-

êè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà.
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Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà diag(1,−1,−1)-ìàòðèö g,
ó êîòîðûõ g11 ⩾ 1 [2]. Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ ýòîé ïî-
ëóïðîñòîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íîãî ðîäà
ôîðìóëû äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èñ-
ïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Èâàñàâû ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö, îäíà èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà íà óãîë φ, îòëè÷íûé îò íó-
ëÿ, à äðóãàÿ � íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöåé, è ïðèìåíÿÿ ñâÿçü ìåæäó
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G,
àâòîðû ïîëó÷èëè íîâûå ôîðìóëû äëÿ äâóñòîðîííèõ ðÿäîâ, ñîäåðæà-
ùèõ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé Óèòòåêåðà âòîðîãî ðîäà Wµ,ν . Íàèáîëåå
ïðîñòîé âèä îíè ïðèíèìàþò â ñëó÷àå, êîãäà φ = π. Îäíà èç òàêèõ
ôîðìóë ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Reσ ∈ (−1, 0), λ, µ > 0 èìååò âèä

(
λ

µ

)2σ+1 ∞∑
n=−∞

(−1)nWn,σ+1/2(2λ)W−n,σ+1/2(2µ)

eiθn
=

=
2ei(λ−µ)ctg

θ
2

sin θ
2

·K2σ+1

(
2
√
λµ

sin θ
2

)
,

ãäåKν îáîçíà÷àåò ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ âòîðîãî ðî-
äà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóììû ðÿäîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ êîì-
áèíàöèþ îäíîé èëè äâóõ áåññåëåâûõ ôóíêöèé ñ àðãóìåíòîì âèäà
2
√
z. Ââåäåííûå Õàéåêîì [1] ôóíêöèè Áåññåëÿ�Êëèôôîðäà ïîçâîëÿ-
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þò óïðîñòèòü àðãóìåíò: íàïðèìåð, ïðè λ > 0, µ < 0 ìîæíî ïîëó÷èòü

∞∑
n=−∞

Wn,σ+ 1
2
(2λ)Wn,σ+ 1

2
(−2µ)

eiθn Γ(1 + σ + n) Γ(n− σ)
=

ei(λ−µ)ctg θ
2

2 sin θ
2
cosσπ

×

×

(−µ sin2 θ
2

λ3

)σ+ 1
2

C−2σ−1

(
−λµ

sin2 θ
2

)
−

(
− µ3

λ sin2 θ
2

)σ+ 1
2

C2σ+1

(
−λµ

sin2 θ
2

)
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Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ îäíîñòîðîííåé îöåíêè âèäà

⟨Ay, y⟩ < 0, y ∈ Rn \ {0}, (1)

äëÿ ïîñòîÿííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöà A ïîðÿäêà n ⩾ 2, ýëåìåíòû aij
êîòîðîé îïðåäåëþòñÿ ÷åðåç çàäàâàåìûå ÷èñëà kij ⩾ 0 ôîðìóëîé

aij = kij ïðè i ̸= j, aii = − (ki1 + . . .+ kin) , i, j = 1, . . . , n.
(2)

Â îöåíêå (1) óãëîâûìè ñêîáêàìè ⟨·, ·⟩ îáîçíà÷åíî åâêëèäîâîå ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Îöåíêà (1) äëÿ ìàòðèöû A, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (2), àêòóàëü-
íà ïðè èññëåäîâàíèè äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

x′(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t > 0, x(t) ∈ Rn, (3)

êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ òåïëîïåðåäà÷è â ïîìåùåíèè, ñîñòîÿ-
ùåì èç n çîí. Cèñòåìà óðàâíåíèé (3) íàçûâàåòñÿ äèññèïàòèâíîé,
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åñëè ëþáîå ðåøåíèå x(t) äàííîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì
x(t0) = x0 ïðîäîëæèìî íà èíòåðâàëå (t0,+∞) è

lim
t→+∞

|x(t)| < R,

ãäå R íå çàâèñèò îò ðåøåíèÿ x(t). Îáùèå ñâîéñòâà äèññèïàòèâíûõ ñè-
ñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçëîæåíû â ìî-
íîãðàôèè [1].

Íà ìíîæåñòâå I = {1, . . . , n} ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
∼, ïîëàãàÿ i ∼ j, åñëè ëèáî i = j, ëèáî i ̸= j è èìåþòñÿ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå íîìåðà i1, . . . , iq ∈ I òàêèå, ÷òî ki1i2 > 0, . . . , kiq−1iq > 0 è
i1 = i, iq = j. Òîãäà ìíîæåñòâî I ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè I1, . . . , Ip, êîòîðûå çàâèñÿò îò A, ò.å. p = p(A), Il = Il(A), l =
1, p. Ñëó÷àé p = 1 ñîîòâåòñòâóåò íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû (A+AT )
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïðèâåä¼ííîìó â êíèãå [2, ñ. 352]. Îïðåäåëèì
÷èñëî

æ(A) := min
1⩽l⩽p

max
i∈Il(A)

kii.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà.Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(2) è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

kij ⩾ 0,

k̃ii := kii +
1

2

n∑
j=1

(kij − kji) ⩾ 0.

Òîãäà îöåíêà (1) ðàâíîñèëüíà ëþáîìó èç óñëîâèé

æ(A) > 0, (4)

det (A+AT ) ̸= 0, (5)

det (A) ̸= 0. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà I =
{1, . . . , n} íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è ïðåäñòàâëåíèè

−⟨Ay, y⟩ =
∑
i∈I

k̃iiy
2
i +

∑
i,j∈I
i<j

k̃ij(yj − yi)2 ⩾ 0,
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ãäå

k̃ij :=


1

2
(kij + kji), i ̸= j,

kii +
1

2

∑
j∈I

(kij − kji), i = j.
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Âî ìíîãèõ âîïðîñàõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè òðåáóåòñÿ îïèñàòü
äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, îáðàçîâàííîì íåïî-
äâèæíûìè çàðÿäàìè. Åñëè ïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ îáðàçóþò êðèñòàë-
ëè÷åñêóþ ðåøåòêó, òî ïîòåíöèàë ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé êîîðäèíàò. Åñëè æå äîïóñêàþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûå ðàñ-
ïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ, òî ïîòåíöèàë ïîëÿ ïðèíàäëåæèò áîëåå øèðîêî-
ìó ìíîæåñòâó ôóíêöèé. È òàêèì åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ìíî-
æåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàðÿäû ñîâåðøàþò
íåïðåðûâíûå ìàëûå õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âîêðóã ïîëîæåíèé ðàâ-
íîâåñèÿ, ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ êîíå÷íîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò-
êè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ðàâíîñèëüíî íåïðåðûâíûì
âîçìóùåíèÿì àðãóìåíòîâ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íî âîçíè-
êàåò âîïðîñ, áóäåò ëè ïðè ýòîì ñîõðàíÿòüñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü
èëè ÷óòü áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòü?

Ïóñòü J = (−∞,+∞), Jr = [r,+∞).
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Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî T ⊂ J íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïëîòíûì íà J (íà Jr), åñëè ∃L > 0 òàêîå, ÷òî êàæäûé îòðåçîê
[a, a+ L], a ∈ J (a ∈ Jr), ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ÷èñëî t ∈ T .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f(t) : J → C � íåïðåðûâíàÿ êîìïëåêñíî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà J . Äëÿ ε > 0 ÷èñëî τ ∈ T íàçûâàåòñÿ ε�ïî÷òè
ïåðèîäîì ôóíêöèè f(t), åñëè ∀t ∈ J âûïîëíÿåòñÿ

|f(t+ τ)− f(t)| < ε .

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(t) : J → C íàçûâàåòñÿ
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé (ï.ï.), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî Tε åå
ε�ïî÷òè ïåðèîäîâ îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà J .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ ï.ï. ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé îãðàíè÷åíà
è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà J . Îáîçíà÷èì ÷åðåç AP(J,C) ïðîñòðàí-
ñòâî ï.ï. ôóíêöèé íà ïðÿìîé, à ÷åðåç C(J,C) ïðîñòðàíñòâî îãðàíè-
÷åííûõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé

∥f∥ = sup
t∈J
|f(t)| .

Åñëè f ∈ C(J,C), òî ïðè êàêîì óñëîâèè îíà ÿâëÿåòñÿ ï.ï.?
Ê ñîæàëåíèþ, ïðîñòîãî êðèòåðèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè íå ñóùå-

ñòâóåò, è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïèðàþòñÿ íà ñëåäóþùèé êðèòåðèé.
Êðèòåðèé Áîõíåðà.Ïóñòü f ∈ C(J,C). Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ïî-

÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñåìåé-
ñòâî

{fh} =
{
f(t+ h),−∞ < h < +∞

}
êîìïàêòíî â C(J,C).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ïðÿìîé J çàäàíà åñòåñòâåííàÿ òîïîëî-
ãèÿ. Ãîìåîìîðôèçì φ : J → J íàçûâàþò äîïóñòèìûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì ïðîñòðàíñòâàAP(J,C), åñëè äëÿ ëþáîãî f ∈ AP(J,C) ôóíêöèÿ
f ◦ φ : J → C òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.

Ìíîãèå àâòîðû [1], [2] îòìå÷àþò, ÷òî ãðóïïà Ëè Aff(J) àôôèí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû äîïóñòè-
ìûõ ïðåîáðàçîâàíèé AP(J,C), íî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, îïèñàíèå
âñåõ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà AP(J,C) ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû êîñíåìñÿ óïðîùåííîãî âàðèàíòà ýòîé
ïðîáëåìû, çàìåíèâ ïðîñòðàíñòâî AP(J,C) íà ïðîñòðàíñòâî âñåõ
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ C(J,C). Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé (à.ï.ï.), åñëè ∀ε > 0 ∃r =
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r(ε) òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî Tε åå ε�ïî÷òè ïåðèîäîâ îòíîñèòåëüíî ïëîò-
íî íà Jr.

Ïðîñòðàíñòâî à.ï.ï. ôóíêöèé íà ïðÿìîé îáîçíà÷èì AAP(J,C).
Äëÿ ôóíêöèé f ∈ C(J,C) ñóùåñòâóåò êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé

ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, àíàëîãè÷íûé ïðèâåäåííîìó âûøå êðèòåðèþ
Áîõíåðà.

Êðèòåðèé Ôðåøå. Ïóñòü f ∈ C(J,C). Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ëþáîå èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

a) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè g ∈ AP(J,C) è h ∈ C(J,C), èìåþùàÿ
íóëåâîé ïðåäåë íà +∞, ò.å. lim

t→+∞
h(t) = 0 òàêèå, ÷òî

f = g + h ;

á) ñåìåéñòâî ôóíêöèé{
fh
}
= {f(t+ h), h > 0}

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C(J,C).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà J çàäàíà åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ. Ãî-
ìåîìîðôèçì φ : J → J íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïðîñòðàíñòâàAAP(J,C), åñëè ∀f ∈ AAP(J,C) ôóíêöèÿ f◦φ : J → C
òàêæå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.

Òåîðåìà 1.[3] Ïóñòü φ : J → J � ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ àñèìïòîòû y1 = a1t+ b1
íà +∞ è y2 = a2t + b2 íà −∞ (ãäå a1, a2 > 0). Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà AAP(J,C).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè êðèòå-
ðèÿ Ôðåøå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.

Òåîðåìà 2.[3] Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ
φ : J → J ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Òî-
ãäà G ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè
ãîìåîìîðôèçìîâ, åñëè òîïîëîãèÿ íà G îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé
ìåòðèêîé

∥φ− ψ∥ = sup
t∈J
|φ(t)− ψ(t)| .

(Êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåì áàçó òîïîëîãèè ñîñòîÿùåé èç âñåâîçìîæíûõ
øàðîâ êîíå÷íîãî ðàäèóñà).
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Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïó G, îïðåäåëåííóþ âûøå, íàçîâåì ãðóïïîé
äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
Ëè.

Ïîêàæåì ýòî, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé Ðèññà ëîêàëüíîé
êîìïàêòíîñòè [4].

Òåîðåìà (Ðèññà). Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà E ýêâèâàëåíòíû:

à) ïðîñòðàíñòâî E ëîêàëüíî êîìïàêòíî;

á) çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â E êîìïàêòåí;

â) äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â E èìååò êîíå÷-
íóþ ε�ñåòü.

Òåîðåìà 3. Ãðóïïà G äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé Ëè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â íàøåì ñëó÷àå â îòêðûòîì øàðå
o

B1(e) ðàäèóñà 1 â G ñ öåíòðîì
â e ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òîâ φ1, φ2, ... òàê, ÷òî ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò ⩾
1

2
. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ-ñòóïåíüêó

r0(t) =


1
2 (t+ 1), −1 ⩽ t ⩽ 0;
1
2 (1− t), 0 ⩽ t ⩽ 1;

0, èíà÷å.

Òîãäà r0 + e ∈
o

B1(e) è r0 èìååò íîñèòåëåì îòðåçîê [−1; 1].
Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ôóíêöèè r2 + e, r4 + e, ... ñ íîñèòåëÿìè

ó r2k ñîîòâåòñòâåííî [1; 3], [3; 5], ..., [2k − 1, 2k + 1], .... Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ρ(ri + e, rj + e) =
1

2
ïðè i ̸= j, è â òî æå âðåìÿ âñå ýòè ôóíêöèè

{r2k+e, k ⩾ 0} ïðèíàäëåæàò îòêðûòîìó øàðó
o

B1(e). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè 0 < ε <
1

4
øàð

o

B1(e) íå èìååò êîíå÷íîé ε�ñåòè.

Ïóñòü s = φ(t) � äîïóñòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû G. Îíî
ïîðîæäàåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Φφ â ïðîñòðàíñòâå AAP(J,C),
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îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

(Φφf) (s) =
(
f ◦ φ−1

)
(s) = f

(
φ−1(s)

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå φ 7→ Φφ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì ãðóïïûG â ïðîñòðàíñòâå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Äåéñòâèòåëüíî,

((Φφ ◦ Φψ) f) (s) = (Φψf)
(
φ−1(s)

)
= f

(
ψ−1

(
φ−1(s)

))
=

= f
((
ψ−1 ◦ φ−1

)
(s)
)
= f

(
(φ ◦ ψ)−1(s)

)
= (Φφ◦ψf) (s) .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Φφ íåâûðîæäåíî, òàê êàê â ñèëó
áèåêòèâíîñòè φ èç Φφf ≡ 0 ñëåäóåò f ≡ 0.

Íàïîìíèì òåïåðü, êàê â ïðîñòðàíñòâàõ AAP(J,C) è AP(J,C)
ââîäèòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðå-
âðàùàþùåå èõ â áåñêîíå÷íîìåðíûå ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ñðåäíèì çíà÷åíèåì M{f(x)} (àñèìïòîòè÷åñêè)
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

M{f(x)} = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

f(x) dx .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà (Óñèëåííàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè). Ñðåä-

íåå çíà÷åíèå (àñèìïòîòè÷åñêè) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f(x) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ïðåäåëîì

M{f(x)} = lim
T→∞

1

T

α+T∫
α

f(x) dx ,

ïðè÷åì ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî ïàðàìåòðó α ∈
(−∞,+∞) [1, ñ. 27], [2, ñ.382].

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f(x) èìååò ñðåäíåå çíà÷åíèå, òî

à) M{f(x+ b)} =M{f(x)};

á) M{f(ax+ b)} =M{f(x)}.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè f(x), h(x) èìåþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñóùå-
ñòâóåò M òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ⩾ M âûïîëíÿåòñÿ h(x) − ε ⩽
f(x) ⩽ h(x) + ε, ãäå ε > 0, òî

M{h(x)} − ε ⩽M{f(x)} ⩽M{h(x)}+ ε .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ñëåäñòâèå 1.
à) Äîêàçûâàåòñÿ çàìåíîé x+ b = t â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.
Äîêàæåì òåïåðü ïóíêò á).

M{f(ax+ b)} à)=M{f(ax)} = lim
T→∞

1

T

α+T∫
α

f(ax) dx .

Çàìåíÿÿ ax = s è aT = T ′, ïîëó÷àåì

M{f(ax+ b)} = lim
T→∞

1

aT

aα+aT∫
aα

f(s) ds =

= lim
T ′→∞

1

T ′

aα+T ′∫
aα

f(s) ds =M{f(x)} .

Ñëåäñòâèå 2 äîêàçûâàåòñÿ, ïîëàãàÿ α = M â óñèëåííîé òåîðåìå
î ñðåäíåì è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà äëÿ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè f(x), g(x) ∈ AP(J,C) èëè AAP(J,C) òî ýð-
ìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé f è g íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî (ïðèíàäëåæàùåå C, âîîáùå ãîâîðÿ)

(f, g) =M{f(x)g(x)} .

Äîêàæåì òåïåðü âàæíîå ñâîéñòâî ïîñòðîåííîãî âûøå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Φ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå AAP(J,C) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4. Ïðåäñòàâëåíèå Φ : φ → Φφ ãðóïïû G â ïðîñòðàí-
ñòâå AAP(J,C) óíèòàðíî, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f, g ∈
AAP(J,C) è äëÿ ëþáîé áèåêöèè φ ∈ G ñïðàâåäëèâî

(Φφf,Φφg) = (f, g) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü f è g âåùåñòâåííîçíà÷-

íûìè, ïîñêîëüêó ñîõðàíåíèå è äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé
ôóíêöèé ïîâëå÷åò è ñîõðàíåíèå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïîä
äåéñòâèåì Φ. Òîãäà

(Φφf,Φφg) =M{Φφf(t)Φφg(t)} =
=M{f(φ−1(t))g(φ−1(t))} =M{(f · g)(φ−1(t)} .
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Òàê êàê φ−1 ∈ G, òî îíà èìååò àñèìïòîòó ïðè t → +∞. Ïóñòü
φ−1(t) = at+ b+ o(1), t→ +∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå M òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ t ⩾M âûïîëíåíî |φ−1(t)−at−b| < δ. Äàëåå, f ·g � àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, â ÷àñòíîñòè,
îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà J . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåò-
ñÿ δε > 0 òàêîå, ÷òî |s1 − s2| < δε âëå÷åò |(f · g)(s1)− (f · g)(s2)| < ε.
Ïî íàéäåííîìó ÷èñëó δε íàéäåì M , îáåñïå÷èâàþùåå íåðàâåíñòâî
|φ−1(t)− at− b| < δε äëÿ âñåõ t ⩾M . Òîãäà ∀t ⩾M áóäåì èìåòü∣∣(f · g) (φ−1(t)

)
− (f · g)(at+ b)

∣∣ < ε .

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 2 ê óñèëåííîé òåîðåìå î ñðåäíåì
çíà÷åíèè ê íåðàâåíñòâó

(f · g)(at+ b)− ε ⩽ (f · g)
(
φ−1(t)

)
⩽ (f · g)(at+ b) + ε .

Ïîëó÷àåì

M{(f · g)(at+ b)} − ε ⩽M
{
(f · g)

(
φ−1(t)

)}
⩽M{(f · g)(at+ b)}+ ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0 èìååì

(Φφf,Φφg) =M
{
(f · g)

(
φ−1(t)

)}
=M {(f · g)(at+ b)} =

= /ñëåäñòâèå 1á)/ =M {(f · g)(x)} =M {(f(x) · g(x))} = (f, g) .

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ðàññìîòðåííûõ òåîðåì

ê ôèçèêå ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî íåïðåðûâíûå ìàëûå õàîòè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ çàðÿäîâ, ðàçìåùåííûõ â óçëàõ êîíå÷íîé êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêè, ìîãóò íå ñîõðàíÿòü ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü ïîòåíöè-
àëüíîãî ïîëÿ, íî ñîõðàíÿþò àñèìïòîòè÷åñêóþ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü.

Ëèòåðàòóðà
1. Æèêîâ Â.Â. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè / Â.Â. Æèêîâ,

Á.Ì. Ëåâèòàí. � Ì.: ÌÃÓ, 1978.
2. Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâî-

ñòè / Á.Ï. Äåìèäîâè÷. � Ì.: Íàóêà, 1978.
3. Øòåïèí Â.Â. Î ãðóïïå äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæå-

ñòâà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé /
Â.Â. Øòåïèí, Ò.Â. Øòåïèíà // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê. � 2026. �
â ïå÷àòè.

4. Õåëåìñêèé À.ß. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó /
À.ß. Õåëåìñêèé. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2014.

355



ÒÅÍÇÎÐ ÈÍÅÐÖÈÈ ÂÎË×ÊÎÂ
Â ÏÑÅÂÄÎ-ÅÂÊËÈÄÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

È ÒÀÐÅËÎÊ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ËÎÁÀ×ÅÂÑÊÎÃÎ1

À.Þ. Øóáåðò (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
anastasiia.shubert@math.msu.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ òåíçîðà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà
â òðåõìåðíîì (ïñåâäî-)åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (V, g).
Êîíôèãóðàöèîííîå ìíîãîîáðàçèå òàðåëêè íà (ïñåâäî-)ñôåðå (ò.å. íà
ñôåðå èëè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî) òàêîå æå, êàê è äëÿ òâåðäîãî òå-
ëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé (ò.å. âîë÷êà) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, è ñîâïà-
äàåò ñ ãðóïïîé Ëè àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà (V, g), èçîìîðôíîé
ãðóïïå O(3) [1] èëè O(2, 1). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ëåâî-
èíâàðèàíòíîé (ïñåâäî-)ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà êîíôèãóðàöèîííîì
ìíîãîîáðàçèè [2], ïîýòîìó ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíè-
åì â åäèíèöå ãðóïïû, ÿâëÿþùèìñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íà ñîîò-
âåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè g ∼= o(3) èëè g ∼= o(2, 1). Ñèììåòðè÷åñêèé
îïåðàòîð

J : g→ g∗

íà ýòîé àëãåáðå Ëè, îòâå÷àþùèé ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå, íàçûâà-
åòñÿ (êîâàðèàíòíûì) òåíçîðîì èíåðöèè òâåðäîãî òåëà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà èíåðöèè J ââåäåíî ¾ïñåâäî-åâêëèäîâî
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå¿ [, ]g â (ïñåâäî-)åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
(V, g). Ñ ïîìîùüþ ýòîé îïåðàöèè ïîñòðîåíû [3] ñèììåòðè÷åñêèé îïå-
ðàòîð

Ĵ = −
n∑
i=1

mi([qi, ·])2 : V → V,

íàçûâàåìûé îïåðàòîðîì èíåðöèè òâåðäîãî òåëà, è èçîìîðôèçì âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

V ∼= g, v 7→ [v, ·]g, v ∈ V.

Äîêàçàíî [3], ÷òî ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå ïîñòðîåííàÿ îïåðàöèÿ [, ]g
ïðåîáðàçóåòñÿ â ñêîáêó Ëè íà àëãåáðå Ëè g, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
g � â ôîðìó Êèëëèíãà�Êàðòàíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæè-
òåëÿ, à ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð gĴ : V → V ∗ � â òåíçîð èíåðöèè
J .

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 24-71-10100)
â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
©Øóáåðò À.Þ., 2026
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Èçó÷åí îïåðàòîð èíåðöèè Ĵ äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ è ìíîãîòî÷å÷íûõ
òâåðäûõ òåë â òðåõìåðíîì (ïñåâäî-)åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó-
÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ òâåðäûõ òåë, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð
èíåðöèè Ĵ íå ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó íè â êàêîì g-
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (îêàçàëîñü, ÷òî ëþáîå òàêîå òåëî ñîäåð-
æèòñÿ â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ñâåòîâîìó êîíóñó) [3],

2) îïèñàíèå êàíîíè÷åñêîãî âèäà îïåðàòîðà èíåðöèè Ĵ äëÿ âñåõ
òâåðäûõ òåë, âêëþ÷àÿ íåäèàãîíàëèçóåìûé ñëó÷àé, è äëÿ âñåõ òàðå-
ëîê íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî; ôîðìóëû è íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêà äëÿ ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè, èõ ñâÿçü ñ ôîðìîé òåëà,

3) ñïèñîê ðåàëèçóåìûõ ñèãíàòóð îïåðàòîðà èíåðöèè äëÿ âñåõ
òâåðäûõ òåë, è äëÿ âñåõ òàðåëîê íà ñôåðå è íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî [3].
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ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÀÍÀËÈÇ ÎÄÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÃÅÐÀÑÈÌÎÂÀ�ÊÀÏÓÒÎ

È ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ1

Õ.Â. ßäðèõèíñêèé (ßêóòñê, ÑÂÔÓ)
ghdsfdf@yandex.ru

Îäíîé èç ðàííèõ ðàáîò ïî ãðóïïîâîìó àíàëèçó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [1]. Â
ðàáîòå [1] êàñàëèñü òåìû ãðóïïîâîãî àíàëèçà ñ ïðîèçâîäíîé Ãåðàñè-
ìîâà � Êàïóòî ïî âðåìåíè, â ðàáîòå [3] îí áûë ïðîâåäåí äëÿ ïîðÿäêà
ïðîèçâîäíîé α ∈ (0, 1) è â äàëüíåéøåì â ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàëñÿ
ïîðÿäîê α+ k, α ∈ (0, 1), k ∈ N ∪ {0}.

Â âûøåóïîìÿíóòûõ ñòàòüÿõ [2,3] ïîëó÷èëè ôîðìóëû ïðîäîëæå-
íèÿ äëÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, êîòîðûå ñî-
äåðæàò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. Äàííûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ â ðàáîòàõ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàð-
ñòâåííîãî çàäàíèÿ � FSRG-2023-0025.
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[2,3] ñîêðàòèëèñü, íî ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ
÷ëåíû ñóììû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íå ñîêðàùàþòñÿ.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïîäõîäîâ ðàáîòû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,
âîçíèêàþùèìè ïðè ïîèñêå äîïóñêàåìûõ îïåðàòîðîâ, ðàññìàòðèâà-
åòñÿ óðàâíåíèå íà êîòîðîå äîïîëíèòåëüíî íàëîæåíî íà÷àëüíîå óñëî-
âèå. Ïðîâîäÿ ãðóïïîâîé àíàëèç îäíîãî èç óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ïî àíàëîãèè ñ [4,5] ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

C
0 D

α
t φ = Ct−αφ1/(1−α) − t−α

Γ(1− α)
, φ|t=0 = 1

ïðè 0 < α < 1 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ àëãåáðó Ëè L2 ëèíåéíî-
àâòîíîìíûõ îïåðàòîðîâ

X1 = t∂t, X2 = t2∂t + (α− 1)tφ∂φ.

.
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APPROXIMATION OF THE AHLFORS-BEURLING
TRANSFORM

R.A. Aliev, L.Sh. Alizade (Baku State University)
aliyevrashid@mail.ru, lale-alizade-98@mail.ru

The Ahlfors�Beurling transform of a function f ∈ Lp(C), 1 ⩽ p <∞,
is de�ned as the following singular integral

(Bf)(z) = − 1

π
lim
ε→0

∫
{w∈C : |z−w|>ε}

f(w)

(z − w)2
dm(w).

The Ahlfors�Beurling transform is one of the important operators
in complex analysis. It is the ¾Hilbert transform¿ on complex plane.
This transform plays an essential role in applications to the theory
of quasiconformal mappings and to the Beltrami equation with
discontinuous coe�cients.

From the theory of singular integrals (see [1]) it is known that the
Ahlfors�Beurling transform is a bounded operator in the space Lp(C),
1 < p <∞, that is, if f ∈ Lp(C), then Bf ∈ Lp(C) and

∥Bf∥Lp
⩽ Cp∥f∥Lp

,

where Cp is a constants independent of f .
We will consider the approximation of the Ahlfors-Beurling transform

of functions from Lp(C) by operators of the form

(Bδf)(z) = −
1

π

∑
k∈ZC

f(z + (k + 1/2 + i/2)δ)

(k + 1/2 + i/2)2
, δ > 0,

where ZC = {w ∈ C : ℜw ∈ Z, ℑw ∈ Z}. We prove that the
approximating operators are bounded maps in the Lebesgue spaces and
converges strongly to the Ahlfors-Beurling transform in these spaces.

Note that this type of operator approximation was �rst introduced in
[2] to approximate the Hilbert transform. In [2] the authors assume that
the function u is analytic in the strip {z ∈ C : |ℑz| < d}, in which case
they show that the series 2

π

∑
k∈Z,k ̸=even

u(t+kδ)
−k uniformly converges to

the Hilbert transform

(Hu)(t) =
1

π

∫
R

u(τ)

t− τ
dτ

© Aliev R.A., Alizade L.Sh., 2026
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as δ → 0. In [3,4] the authors replaced the above series with the following
one

(Hδu)(t) =
1

π

∑
k∈Z

u(t+ (k + 1/2)δ)

−k − 1/2

and showed that the operators Hδ strongly converge to the Hilbert
transform in Lebesgue and Holder spaces.

Let lp = lp(ZC), 1 ⩽ p <∞, the space of all sequences h = {hn}n∈ZC

with �nite norm

∥h∥lp =

(∑
n∈ZC

|hn|p
)1/p

.

The sequence B̃(h) = {(B̃h)n}n∈ZC is called the discrete Ahlfors-
Beurling transform of the sequence h = {hn}n∈ZC , where

(B̃h)n = − 1

π

∑
m∈ZC, m̸=n

hm
(n−m)2

, n ∈ ZC.

In [5], A.P. Calderon and A. Zygmund noted that the discrete
analogues of singular integrals, including the discrete Ahlfors-Beurling
transform, are bounded in lp, 1 < p <∞.

We will use a modi�ed version of the discrete Ahlfors-Beurling
transform:

(B̄h)n = − 1

π

∑
m∈ZC

hm
(n−m− 1/2− i/2)2

, n ∈ ZC.

Note that the modi�ed version of the discrete Ahlfors-Beurling
transform is also bounded in lp, 1 < p <∞ (see [6]).

Theorem 1. For any δ > 0 the operator Bδ is bounded in the space
Lp(C), 1 < p <∞, and the inequality

∥Bδ∥Lp(C)→Lp(C) ⩽ ∥B̄∥lp→lp

holds.
Theorem 2. For any δ1 > 0, δ2 > 0 and 1 < p <∞

∥Bδ1∥Lp(C)→Lp(C) = ∥Bδ2∥Lp(C)→Lp(C).

Theorem 3. The sequence of the operators Bδ strongly converges to
the operator B in the space Lp(C), 1 < p <∞, that is for any u ∈ Lp(C)
the following inequality holds:

lim
δ→0
∥Bδu−Bu∥Lp(C) = 0.
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EXISTENCE AND PROPERTIES
OF HALF-EIGENVALUES OF SOME HALF-LINEAR

PROBLEM FOR ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS OF FOURTH ORDER
Z.S. Aliyev, M.M. Mammadova

(Baku State University, Baku, Azerbaijan)
z_aliyev@mail.ru; memmedova.mesume@inbox.ru

We consider the following half-linear problem

(p(x)y′′)′′ − (q(x)y′)′ = λτ(x)y + a(x)y+ + by−, 0 < x < l, (1)

y′(0) cosα− (py′′)(0) sinα = 0, (2)

y(0) cosβ + Ty(0) sinβ = 0, (3)

y′(l) cos γ + (py′′)(l) sin γ = 0, (4)

y(0) cos δ − Ty(l) sin δ = 0, (5)

where λ ∈ R is an eigenvalue parameter, p is a positive twice continuous-
ly di�erentiable function on [0, l], q is a positive continuously di�erentia-
ble function on [0, l], τ is a positive continuous function on [0, l], φ
and ψ are continuous function on [0, 1] such that φ ̸≡ −ψ, y±(x) =

© Aliyev Z.S., Mammadova M.M. , 2026
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max {± y(x), 0} for x ∈ [0, l], α, β, γ and δ are real constants such that
0 ⩽ α, β, γ, δ ⩽ π

2 (here the case β = δ = π
2 is excluded). Note that the

boundary conditions (2)-(5) with equation (1) constitute a completely
regular Sturmian system as de�ned by S. A. Janczewsky [1].

Problems of type (1)-(5) for the Sturm-Liouville equation were appar-
ently �rst considered by H. Berestycki [2], and, later, B.P. Rynne [3] and
P.J. Browne [4]. Although they are nonlinear due to terms containing y+

and y− , they are in fact positively homogeneous and linear in the cones
y > 0 and y < 0 and were called half-linear by H. Berestycki. It should
be noted that nonlinear problems with jumping nonlinearities are closely
related to their �limiting� problems, namely, the corresponding half-
linear problems. In [2] using global bifurcation results for nonlineariz-
able Sturm-Liouville problems and Sturm's comparison theorems, H.
Berestycki derived an oscillation theorem for half-linear Sturm-Liouville
problem, according to which there exist two in�nitely increasing sequen-
ces of simple half-eigenvalues, where the corresponding half-eigenfuncti-
ons have the usual nodal properties and are positive and negative,
respectively, in the right punctured neighborhood of the left endpoint
of the interval. In [4] this result was obtained using the Pr�ufer angle
method both in the case when the eigenvalue parameter is not contained
in the boundary conditions and in the case when it is contained in the
boundary condition. In [5], a half-linear problem is studied for a self-
adjoint di�erential operator of the 2mth order which is factored into
a product of operators of �rst order, which are called quasi-derivatives
of the required function; in boundary conditions some quasi-derivatives
vanish at the endpoints of the interval. There, using oscillation theory
for nth order di�erential operators (which is factored into a product
of operators of �rst order) [6] and applying the continuity method, the
existence of two in�nitely increasing sequences of simple half-eigenvalues
was established, with the corresponding half-eigenfunctions possessing
the usual nodal properties and being positive and negative, respectively,
in the right-punctured neighborhood of the left endpoint of the interval.

We use oscillation theorem for fourth-order linear completely regular
Sturmian system which is obtained from (1)-(5) by setting a ≡ 0 and
b ≡ 0, global bifurcation results to their nonlinearizable perturbations
[7], and the continuity method we obtain the existence of two sequences
of real simple half-eigenvalues of problem (1)-(5), with the corresponding
half-eigenfunctions possessing the usual nodal properties but di�ering in
sign in a punctured neighborhood of the left endpoint of [0, l].

By (b.c.) we denote the set of boundary conditions (2)-(5).
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Let E = C3[0, 1] ∩ (b.c.) be the Banach space with the usual norm

||y||3 =
3∑
j=0

||y(j)||∞, where ||y||∞ = max
x∈[0,l]

|y(x)|. Note that to preserve

the nodal properties of solutions of nonlinear problems for the operator
generated by the di�erential expression ℓ(y) ≡ (p(y′′)′′ − (qy′)′ and
boundary conditions (b.c.), in the paper [7], using the extension of the
Pr�ufer transformation, were constructed sets Sνk , k ∈ N, ν ∈ {+ , −},
of functions in Banach space E, possessing the nodal properties of
eigenfunctions of the linear problem (1)-(5) with a ≡ 0 and b ≡ 0, and
their derivatives [7, � 3.1].

Theorem 1 There are two in�nitely increasing sequences of real and
simple half-eigenvalues {λ+k }∞k=1 and {λ

−
k }∞k=1 of the half-linear problem

(1)-(5). Moreover, for each k ∈ N and each ν ∈ {+ , −} the half-
eigenfunction yνk corresponding to the half-eigenvalue λ

ν
k of problem (1)-

(5) lies in the set Sνk ; if k
′ > k ⩾ 1, then for any ν′ ∈ {+ , −} and

ν ∈ {+ , −} the inequality λν
′

k′ > λνk holds.
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SOME PROPERTIES OF THE SOLUTIONS
OF THE FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM

FOR ELLIPTIC-PARABOLIC EQUATIONS
WITH DISCONTINUOUS COEFFICIENTS

N.R. Amanova, A.R. Safarova (Baku State University,
Nakhchivan State University)

amanova.n.93@gmail.com, department2011@mail.ru

In this paper the �rst boundary value problem for the second
order degenerated elliptic-parabolic equations in nondivergent form
is considered. For that, it has been proved main a prior estimate,
which helps to prove a strong solvability and uniqueness result in the
anisotropic weighted Sobolev spaces.

Let En and Rn+1 be an Euclidean space of points x = (x1, ..., xn)
and (x, t) = (x1, ..., xn, t) respectively, λ is a bounded domain in En with
the boundary ∂λ, ∂λ ∈ C2, and QT be a cylinder λx (−T, 0) T ∈ (0,∞)
and 0 ∈ λ. Consider in QT a �rst boundary value problem

Lu =

n∑
i,j=1

aij (x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+ φ (0− t) ∂

2u

∂t2
− ∂u

∂t
= f (x, t) , (1)

u |Γ(QT )
= 0, (2)

where Γ (QT ) =
{
(x, t)

∣∣x ∈ λ , t = −T
}⋃

(∂λx [−T, 0]) is a
parabolic boundary of domain QT , and suppose that the following
conditions relative to the coe�cients of the operator L are ful�lled:

γ ·
n∑
i=1

λi (x, t) ξi
2 ⩽

n∑
i,j=1

aij (x, t) ξiξj ⩽ γ−1 ·
n∑
i=1

λi (x, t) ξi
2

(x, t) ∈ QT , ξ ∈ En, (3)

σ = sup
QT

 n∑
i,j=1

a2ij (x, t)

λi (x, t) · λj (x, t)

/(
n∑
i=1

aii (x, t)

λi (x, t)

)2
− 1

n− e2
< 0 (4)

φ (z) ∈ C1 [−T, 0] , φ (z) ⩾ 0 , φ′ (z) ⩾ 0 , φ (0) = 0

φ′ (0) ⩾ 0 , φ (z) ⩾ β1 · Z · φ′ (z) , β1 > 0 (5)
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is a constant.

Here γ ∈ (0, 1] is a constant, e = inf
QT

∑n
i=1

aii(x,t)
λi(x,t)

/
sup
QT

∑n
i=1

aii(x,t)
λi(x,t)

,

λi (x, t) =

w−1
i

(
ρ (x) +

√
|t|
)

ρ (x) +
√
|t|

2

, i, j = 1, 2, ..., n, ρ (x) =

n∑
i=1

wi (|xi|) .

Let x0 ∈ En , R > 0 , k > 0 , denote by Ex
0

R (k) the ellipsoid{
x :
∑n
i=1

(xi−x0
i )

2

(w−1
i (R))

2 < k2
}
, and for t1 < t2, through Ct

1,t2

R:K

(
x0
)
is the

cylinder Ex
0

R (k)×
(
t1 < t2

)
.

Let

(
x′, t′

)
∈ Γ

C
−
(
1− r2

4

)
R2,0

R:1+ r
2

(0)

 , Cr
′
= C

t′− r2R2

2
,t′

R: r
2

(
x′) , Cr = Ct′−r2R2,t′

R:r

(
x′)

where R ∈ (0, 1] , r ∈
(
0, 12

]
. We say the u (x, t) ∈ A (Cr), if u ∈

C∞ (C̄r) , u |t=t′−r2R2 = 0. Denote by W 2
2,λ,φ (QT ) a Banach space of

functions u (x, t) in QT , such that norm

∥u∥W 2
2,λ,φ(QT ) =

=

(∫
QT

(
u2 +

n∑
i=1

λi (x, t)

(
∂u

∂xi

)2

+

(
∂u

∂t

)2

+

n∑
i,j=1

λi (x, t)λj (x, t)

(
∂2u

∂xi∂xj

)2

+ φ2 (0− t) ·
(
∂2u

∂t2

)2

+

2φ (0− t) ·
n∑
i=1

λi (x, t)

(
∂2u

∂xi∂t

)2

dxdt )
1
2

)
is �nite. Let W 2

2,λ,φ (QT ) be close of the functions class u (x, t) ∈
C∞ (Q̄T ), u |∂QT

= 0 on the norm W 2
2,λ,φ (QT ), where λ = (λ1(x, t), ...,

λn(x, t)). A function u (x, t) ∈
0

W
2

2,λ,φ (QT ) is called a strong solution of
boundary value problem (1)�(2), if it satis�es (1) almost everywhere on
QT .

Consider the following model operator

L0 =

n∑
i=1

λi (x
′, t′)

∂2

∂x2i
+ φ (0− t) · ∂

2

∂t2
− ∂

∂t
.
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The following lemma is true.
Lemma 1. (see [3]) If a function φ (z) satis�es conditions (5) , then

there exists T1 (φ, n) such that for T ⩽ T1 and any function u (x, t) ∈
A (Cr) the following estimate is valid:∫
Cr

(

n∑
i,j=1

λi (x, t)λj (x, t)

(
∂2u

∂xi∂xj

)2

+

(
∂u

∂t

)2

+φ2 (0− t) ·
(
∂2u

∂t

)2

+

2φ (0− t)×
n∑
i=1

λi

(
∂2u

∂xi∂xj

)2
 dxdt ⩽ C3 (n, q (T ))·

∫
Cr

(L0u)
2
dxdt,

where q (T ) = sup
[−T,0]

φ′ (z)

Let← δ = sup
QT

∣∣∣ g(x,t)m − 1
∣∣∣+

+sup
QT

√
2
∑
i<j

a2ij(x,t)

λi(x,t)λj(x,t)
+
∑n
i=1

(
aii(x,t)
λi(x,t)

− g(x,t)
m

)2
where g (x, t) =

∑n
i=1

aii(x,t)
λi(x,t)

and the constant m > 0 will be chosen

later.
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THE CONFORMAL SPECTRAL ESTIMATE OF THE
DEGENERATE P -LAPLACE DIRICHLET OPERATOR

C. Deneche (Tomsk, TSU)
carafdenes@gmail.com

We consider the Dirichlet spectral problem for the degenerate p-
Laplace operator (p > 2):

−div(|∇u|p−2∇u) = λp|u|p−2u in Ω, u = 0 on ∂Ω,

in conformal regular domain Ω ⊂ R2.
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Recall that, a bounded simply connected domain Ω ⊂ R2 is called
conformal α-regular domain if∫∫

D

|Jφ(x, y)|α dxdy <∞ for some α > 1,

where Jφ(x, y) is the Jacobian of a conformal mapping φ : D→ Ω of the
unit disc D onto a domain Ω [1].

The domain Ω ⊂ R2 is called a conformal regular domain if it
is a conformal α-regular domain for some α > 2. This class includes
domains with nonrecti�able boundaries [2]. The Hausdor� dimension of
the boundary of a conformal regular domain can be any number in [1,
2) [3].

Our approach is based on the conformal analysis of elliptic operators.
On this way we obtain the spectral estimates of the degenerate p-
Laplace operator with the Dirichlet boundary condition in domains with
nonrecti�able boundaries in terms of the conformal radii of domains.
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NODAL SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR PROBLEM
WITH INDEFINITE WEIGHT FUNCTION
FOR STURM-LIOUVILLE OPERATOR

R.S. Hasanova (Ganja State University, Ganja, Azerbaijan)
hasanova9596@gmail.com

Let R+ = (0,+∞) , R+
0 = [0,+∞) and R− = (−∞, 0).

In this note we consider the following nonlinear problem ℓ(y) ≡ −(p(x)y′)′ + q(x)y = τr(x)f(y), x ∈ (0, 1),
α0y(0)− β0y′(0) = 0,
α1y(1)− β1y′(1) = 0,

(1)
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where p ∈ C1 ([0, 1];R+), q ∈ C1
(
[0, 1];R+

0

)
, τ is a real parameter,

r ∈ C ([0, 1];R) such that r(ξ)r(ζ) < 0 for some ξ, ζ ∈ [0, 1], α0, β0, α1,
β1 are real constants such that

|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 ⩾ 0, α1β1 ⩾ 0.

Moreover, f ∈ C (R;R) and satis�es the following conditions:
(i) sf(s) ̸= 0 for any s ∈ R, s ̸= 0;
(ii) there are �nite lower and upper limits

lim inf
|s |→0

f(s)
s = f0, lim sup

|s |→0

f(s)
s = f0,

such that f0, f0 ̸= 0 and f0 ̸= f0;
(iii) there are also �nite lower and upper limits

lim inf
|s |→+∞

f(s)
s = f∞, lim sup

|s |→0

f(s)
s = f∞,

such that f∞, f∞ ̸= 0 and f∞ ̸= f∞.
Along with nonlinear problem we consider the following linear eigen-

value problem {
ℓ(y)(x) = λr(x)y(x), x ∈ (0, 1),
y ∈ (b.c.),

(2)

where (b.c.) is the set of functions satisfying the boundary conditions
from (1). Problem (2) was studied in [1, Chapter 10, 10·61], where it was
shown that the eigenvalues â�<â�<of this problem are real and simple,
and form two unbounded sequences {λ+k }∞k=1 and {λ

−
k }∞k=1 such that

. . . < λ−k < . . . < λ−2 < λ−1 < 0 < λ+1 < λ+2 < . . . < λ+k < . . . ;

for each k ∈ N the eigenfunctions y+k (x) and y
−
k (x) corresponding to the

eigenvalues λ+k and λ−k , respectively, have exactly k − 1 simple nodal
zeros in (0, 1). Moreover, for each k ∈ N and each σ ∈ {+ , −} the

inequality σ
1∫
0

r(x)(yσk (x))
2dx > 0 holds.

Let E = C1[0, 1] ∩ (b.c.) be the Banach space with the norm

||y||1 = max
x∈[ 0,1]

|y(x)|+ max
x∈[ 0,1]

|y′(x)|.
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For each k ∈ N, each σ ∈ {+ , −} and each ν ∈ {+ , −}, by Sνk, σ we
denote the set of functions y ∈ E which satisfy the following conditions
[2]:

(i) the zeros contained on [0, 1] of the function y(x) are simple and
this function have exactly k − 1 such nodal zeros in (0, 1);

(ii) the function νy(x) is positive for 0 ̸= x near 0;

(iii) σ
1∫
0

r(x)y2(x)dx > 0.

For each k ∈ N and each σ ∈ {+ , −} let Sk, σ = S+
k, σ

⋃
S−
k, σ. From

the de�nition of the sets Sk, σ, S
+
k, σ, and S

−
k, σ it follows that they are

open subsets of E. By the above arguments for each k ∈ N and each
ν we have y+k ∈ Sk,+ and y−k ∈ Sk,−. For each k ∈ N and each σ
the eigenfunction yσk is made unique by requiring that yσk ∈ S+

k,σ and
||yσk ||1 = 1. Then we get − yσk ∈ S

−
k,σ.

The main result of this paper is the following theorem.
Theorem 1. Let f

0
> 0 and f∞ > 0. If for some k ∈ N the relation

λ+k
f0

< τ <
λ+k
f∞

or
λ+k
f∞

< τ <
λ+k
f0

holds, then for each ν ∈ {+ , −} there exists a solution yνk,+ of problem
(1) which lies in Sνk,+. If for some k ∈ N the relation

λ−k
f
0

> τ >
λ−k
f∞

or
λ−k
f∞

> τ >
λ−k
f0

holds, then for each ν ∈ {+ , −} there exists a solution yνk,− of problem
(1) which lies in Sνk,−.

Theorem 2. Let f0 < 0 and f∞ < 0. If for some k ∈ N the relation

λ+k
f0

> τ >
λ+k
f∞

or
λ+k
f∞

> τ >
λ+k
f0

holds, then for each ν ∈ {+ , −} there exists a solution yνk,+ of problem
(1) which lies in Sνk,+. If for some k ∈ N the relation

λ−k
f0

< τ <
λ−k
f∞

or
λ−k
f∞

< τ <
λ−k
f0

holds, then for each ν ∈ {+ , −} there exists a solution yνk,− of problem
(1) which lies in Sνk,−.
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ROBUST H∞ FILTERING FOR MARKOV JUMP LINEAR
SYSTEM WITH UNCERTAIN TRANSITION

PROBABILITIES
S.M. Hussin (St.Petersburg, SPbPU)

hussin_s@spbstu.ru

Many dynamic systems undergo sudden random changes, which may
be caused by random failures and repairs of the components, changes
in the interconnections of subsystems, sudden environment changes, etc.
Usually most conventional dynamic systems are unable to cope with
these sudden and random changes. However, Markov jump systems
(MJSs), are one of class of stochastic hybrid systems, MJSs are suitable
mathematical model to describe like these systems. As a result, MJSs can
be applied in many �elds, such as air vehicles, solar power stations, power
systems and so on. Nowadays, more and more attention has been focused
on the H∞ �lter, which can deal with the state estimation problem
for discrete time-delay systems with Markovian jump (DMJLS) with
uncertain models and unknown but energy bounded external noises.The
H∞ �lter is brie�y described as the design of a �lter for a given system
such that the gain from the exogenous disturbance to the �lter error
is below a prescribed level. Due to its loose requirement on the system
model and noise statistics, more and more attention has been attracted
and signi�cant advances have been made in the H∞ �ltering method. It
is di�cult to determine the exact information of transition probabilities
(TP). Therefore, there are many studies on MJS with incompletely TP,
such as partly unknown TP or uncertain TP.

Problem statement [1,2]
The Markovian jump linear systems (MJLS) described in the

following system, such that are de�ned on a complete probability space
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(Ω, F, P )
ẋ(t) = [A(θ(t)) + ∆A(θ(t))]x(t) + [B(θ(t)) + ∆B(θ(t))]w(t)

y(t) = ξ(t)C(θ(t))x(t) +D(θ(t))w(t)

z(t) = L(θ(t))x(t),

(1)

Where x(t) ∈ Rn is the state variable of the system, y(t) ∈ Rm
is the output, w(t) is the external noise,∆A(θ(t)),∆B(θ(t)) denoting
the parameter uncertainties, are unknown real valued matrices with
dimensions corresponding to each mode, ξ(t) denoting the measurements
state (missing or normal), is a Bernoulli distributed sequence. The
continuous-time Markov chain {θ(t), t ⩾ 0} on the probability space,
takes values on set S = {1, 2, · · · , N} with transition probability matrix
Π = (πij)N×N .

P (θ(t+ h) = j | θ(t) = i) =

{
πijh+ o(h), i ̸= j

1 + πijh+ o(h), i = j.
(2)

And the transition rate πij ⩾ 0(i, j ∈ S, i ̸= j), from i to j, and
πii = −

∑
j ̸=i

πij for all i ∈ S.

Let for Π = (πij)N×N the error between them is ∆πij which can take
value in −ϵij , ϵij .

Let the following H∞ �ltering system [3]:{
dx̂(t) = Gix̂(t) +Ki (y(t)− βCix̂(t))
ẑ(t) = Hix̂(t),

(3)

where x̂(t) ∈ Rn is vector of �lter state, for the �lter the y(t) ∈ Rm
is the input, the estimation of z(t) is ẑ(t) and Gi,Ki, Hi are the mode-
dependent H∞ �lter parameters must be �nd.

From (1) and the �lter (3), and write the �ltering error system:{
dx̄(t) = Āix̄(t) + (ξ(t)− β)Āixx̄(t) + B̄w(t)

e(t) = L̄ix̄(t),
(4)

where x̄(t) =
[
xT(t) x̂T(t)

]T
, z̄(t) = z(t)− ẑ(t).

In this theorem we study the solvability for problem the robust H∞
�lter design in and whether the Linear matrix inequalities (LMIs) are
possible for all the parametric uncertainties.
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Theorem. Consider the MJLS (1) with uncertainties parameter. The
�ltering error system (4) is RSS and the H∞ performance index γ > 0,
if there are P1i, P2i, P3i, G̃i, K̃i, H̃i, Ui, Si, Ri, are a matrices and ϵ > 0
satisfying the following LMIs:

Π11i Π12i 0 0 0 Π16i Π17i Π18i UiMi

∗ Π22i 0 0 0 Π26i Π27i Π28i SiMi

∗ ∗ Π33i 0 0 αK̃iCi 0 0 0

∗ ∗ ∗ Π44i 0 αK̃iCi 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −I Li −Hi 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π66i −P2i εiN

T
aiNbi 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −P3i 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π88i 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εiI


(5)[

P1i P2i

∗ P3i

]
0, (6)

Where i ∈ S, α = [(1− β)β]1/2, and
Π11i = Π33i = −Ui − UTi +

∑s
j=1 λijPj ,

Π12i = Π34i = −Ri − STi +
∑s
j=1 λijP2j ,

Π16i = UiAi + βK̃iCi,
Π17i = Π27i = C̃i − βK̃iCi,
Π18i = UiBi + K̃iDi,
Π22i = Π44i = −Ri −RTi +

∑s
j=1 λijP3j ,

Π26i = SiAi + βK̃iCi,
Π28i = SiBi + K̃iDi,
Π66i = −P1i + εiN

T
aiNai,

Π88i = −γ2I + ε−1
i NT

biNbi.
if the LMIs (5)-(6) have a suitable solution, the parameters of a �lter

can be given by:

Gi = R−1
i G̃i,Ki = R−1

i K̃i, Hi = H̃i.
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THE BOUNDEDNESS OF MAXIMAL OPERATOR
IN CALDERON WEIGHTED B-LEBESGUE SPACES

S.H. Kasumova (Azerbaijan State Pedagogical University, Baku,
Azerbaijan)

sabine.kasumova.adpu@mail.ru

Let Rnk,+ = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xk > 0, 1 ⩽ k ⩽ n}
and let E(x, r) = {y ∈ Rnk,+ ; |x − y| < r}, γ = (γ1, . . . , γk), γ1 >

0, . . . , γk > 0, |γ| = γ1 + . . . + γk, (x′)γ = xγ11 · · ·x
γk
k . For a measurable

set E ⊂ Rnk,+ suppose |E|γ =
∫
E
(x′)γdx, then |E(0, r)|γ = ω(n, k, γ)rQ,

Q = n+ |γ|, where

ω(n, k, γ) =

∫
E(0,1)

(x′)γdx =
π

n−k
2

2k
Γ−1

(
Q+ 2

2

) k∏
i=1

Γ

(
γi + 1

2

)
.

Let Lp,ω,γ(Rnk,+) be the space of measurable functions on Rnk,+ with
�nite norm

∥f∥Lp,ω,γ = ∥f∥Lp,ω,γ(Rn
k,+) =

 ∫
Rn

k,+

|f(x)|pωp(x)(x′)γdx


1/p

,

1 ⩽ p <∞ and for p =∞ the space L∞,γ(Rnk,+) is de�ned by means of
the usual modi�cation

∥f∥L∞,γ
= ∥f∥L∞,ω

= ess sup
x∈Rn

k,+

ω(x)|f(x)|.

Even though the Cp,γ class is well-known, for completeness, we o�er
the de�nition of Cp,γ weight functions.
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De�nition 1. The weight function ω belongs to the class Cp,γ(Rnk,+)
for 1 < p <∞, if the following statement

sup
x∈Rn

k,+,r>0
∥ω∥Lp,γ(E(x,r))

∥∥∥∥ 1

ω · | · |Q

∥∥∥∥
Lp′,γ(Rn

k,+\E(x,r))

<∞

in �nites.
The generalized shift operator T y is de�ned by

T yf(x) = Cγ,k

π∫
0

. . .

π∫
0

f ((x′, y′)β , x
′′ − y′′) dν(β)

where dν (β) =
k∏
i=1

sinγi−1 βi dβ1 . . . dβk, x′ = (x1, . . . , xk) ∈ Rk,

x′′ = (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k, (xi, yi)βi
= (x2i − 2xiyi cosβi + y2i )

1
2 ,

1 ⩽ i ⩽ k, (x′, y′)β = ((x1, y1)β1 , . . . , (xk, yk)βk
) and

Cγ,k = π− k
2 Γ−1

(
|γ|
2

) k∏
i=1

Γ

(
γi + 1

2

)
=

2k−1|γ|
π

(
|γ|
2

+ 1

)
ω(2, k, γ).

Now we de�ne the B-maximal operator by

Mγf(x) = sup
r>0
|E(0, r)|−1

γ

∫
E(0,r)

T y|f(x)|(y′)γdy.

Theorem 1. Let 1 < p <∞, ω ∈ Cp,γ(Rnk,+). Then, Mγ is bounded
from Lp,ω,γ(Rnk,+) to Lp,ω,γ .

ANALYTICAL MODELING OF PHASE EQUILIBRIUM
CONSTANTS WITH ADJUSTABLE GASOMETERS
FOR A TWO-COMPONENT FILTRATION PROBLEM
V.L. Litvinov, K.V. Litvinova (Samara, Samara state technical

university; Moscow, Lomonosov Moscow State University)
vladlitvinov@rambler.ru

Thermodynamically consistent analytical models with adjustable
parameters have been developed for approximating the thermodynamic
functions of two-component solutions. The aim of this study is to improve

© Litvinov V.L., Litvinova K.V., 2026
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the e�ciency of numerical modeling of two-component �ltration with
phase transitions.

The approach is based on constructing phase equilibrium constants
(K-values) using adjustable gasometers [1�7]. These parameters are
calibrated based on the behavior of a speci�c real solution over
a given range of pressures and temperatures, allowing for a more
accurate accounting of intercomponent interactions compared to classical
formulas that consider only the properties of individual components.
A two-component model of a methane-decane system is presented as
an example. Calculations demonstrate good agreement between the
results obtained using the proposed model and those of an accurate
compositional model over the pressure range under consideration.

The use of such models with adjustable parameters for numerical
modeling of multicomponent �ltration signi�cantly reduces the required
computational resources, improves the reliability of calculations, and
eliminates numerical instabilities arising from inconsistencies in the
thermodynamic functions used.
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SOME GLOBAL BIFURCATION RESULTS
FOR NONLINEAR EIGENVALUE PROBLEMS

E.A. Mammadov (Baku State University, Baku, Azerbaijan)
elchinmamedov88@mail.ru

Let H be a Hilbert space with the norm || · ||. Suppose that L :
D(L) ⊂ H → H is a linear selfadjoint operator with compact resolvent.

We consider the following nonlinear eigenvalue problem

Lu = λu+ F (λ, u) +G(λ, u), (1)

where λ ∈ R is an eigenvalue parameter, the nonlinear operators F, G :
R × E → E are continuous and satisfy the following conditions: there
exists a positive constant M such that

||F (λ, u)|| ⩽M ||u|| for (λ, u) ∈ R×H; (2)

for any bounded interval Λ ∈ R,

g(λ, u) = o(||u) as ||u|| → 0, (3)

and
g(λ, u) = o(||u) as ||u|| → +∞, (4)

uniformly for λ ∈ Λ.
Note that, by the above assumption on the operator L, each of its

eigenvalues â�<â�<is isolated and has �nite multiplicity, and the entire
spectrum σ(L) consists only of such points.

The global bifurcation of solutions to problem (1) in the case where
conditions (2) and (3) are satis�ed was investigated in the paper [1].
There, it was established that if µ is an eigenvalue of the operator L of
odd multiplicity and the condition

dist (µ;σ(L)\{µ}) > 2M (5)

holds, then there exists a component Cµ of the set of solutions to problem
(1) that meets Jµ×{0} and either Cµ meets Jη×{0}, or Cµ is unbounded
in R×H, where Jµ = [µ−M,µ+M ] and µ ̸= η ∈ σ(L).
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If µ is a simple eigenvalue of L, then developing the methods of
papers [2] and [3] and combining them with the methods of paper [1],
we obtained the following results in this note.

Theorem 1. Let conditions (2)-(5) holds. Then for each ν ∈ {+ , −}
there exist components Cνµ and Dν

µ of solutions to problem (1) which
meet Jµ × {0} and Jµ × {∞}, respectively, and such that (i) either Cνµ
meets (λ,∞) for some λ ∈ R, or the projection of Cνµ onto R × {0} is
unbounded, (ii) either Dν

µ meets (λ, 0) for some λ ∈ R, or the projection
of Dν

µ onto R× {0} is unbounded.
Remark 1. The answer to the question of whether sets Cνµ and Dν

µ

can intersect or not is: both cases are possible.
Corollary 1. If for each σ ∈ {+ , −} the projections of Cνµ and Dν

µ

onto R× {0} are bounded, then Cνµ and Dν
µ coincide.
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CLASSICAL SOLUTION OF A MIXED PROBLEM
WITH A NEUMANN-TYPE BOUNDARY CONDITION

FOR THE TELEGRAPH EQUATION
WITH A NONLINEAR POTENTIAL IN A CURVILINEAR

QUADRANT
J.V. Rudzko (Minsk, Institute of Mathematics of the National

Academy of Sciences of Belarus)
janycz@yahoo.com

In the curvilinear domain Q = {(t, x) : t ∈ (0,∞)∧ x ∈ (γ(t),∞)} of
two independent variables (t, x) ∈ Q ⊂ R2, consider the one-dimensional
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nonlinear equation(
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2

)
u(t, x) = f(t, x, u(t, x)), (1)

where a > 0 for de�niteness and f is a function given on the set Q×R.
We assume that the function γ, which determines the lateral boundary
of Q, satis�es the conditions

γ(0) = 0, γ ∈ C1([0,∞)), γ′(t) ∈ (−a, a), t ∈ [0,∞),

lim
t→+∞

γ(t) + at = +∞, lim
t→−∞

γ(t)− at = −∞. (2)

Equation (1) is equipped with the initial conditions

u(0, x) = φ(x),
∂u

∂t
(0, x) = ψ(x), x ∈ [0,∞), (3)

and the boundary condition

∂u

∂x
(t, x = γ(t)) = µ(t), t ∈ [0,∞), (4)

where φ, ψ, and µ are functions given on the half-line [0,∞).
The paper [1] studied problem (1), (3) with the Dirichet condition

u(t, x = γ(t)) = µ(t), t ∈ [0,∞), (5)

in the case of the dimensionless wave equation (a = 1 and f ≡ 0) in the
class of decaying piecewise smooth functions. In [2], a piecewise smooth
solution of problem (1), (3), (5) was formally constructed in the case of
the Klein�Gordon�Fock equation, namely, for a = 1 and f(t, x, u) = −u.
The work [3] explored the �rst mixed problem for the wave equation in a
curvilinear half-strip. The article [4] also studied the �rst mixed problem
in a curvilinear half-strip for a more general linear Klein�Gordon�Fock
equation with �rst derivatives and with variable coe�cients

∂2u

∂t2
(t, x)− a2(t, x)∂

2u

∂x2
(t, x) + a(1)(t, x)

∂u

∂t
(t, x)+

+ a(2)(t, x)
∂u

∂x
(t, x) + a(0)(t, x)u(t, x) = F (t, x),

where the coe�cient a(t, x) does not vanish at any point. However, it was
assumed there that the curves t = 0 and x = γ(t) are orthogonal at their
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point of intersection (0, 0), i.e., the additional condition γ′(0) = 0 was
imposed. In the present paper, we study problem (1)�(4) without this
assumption. The work [5] derived the necessary and su�cient matching
conditions for the existence of a unique classical solution to problem (1)�
(3), (5).

We present our main results as the following statement.
Theorem 1. Let the conditions φ ∈ C2([0,∞)), ψ ∈ C1([0,∞)),

µ ∈ C1([0,∞)), f ∈ C1(Q×R), and γ ∈ C2([0,∞)) be satis�ed, and let
the function f satisfy the Lipschitz condition

|f(t, x, z1)− f(t, x, z2)| ⩽ k(t, x)|z1 − z2|

with a function k ∈ L2
loc(Q) with respect to the third variable.

Problem (1)�(4) has the unique solution u in the class C2(Q) if and
only if the matching conditions

µ(0) = φ′(0), µ′(0) = γ′(0)φ′′(0) + ψ′(0)

are satis�ed.
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GLOBAL BIFURCATION OF NONTRIVIAL SOLUTIONS
OF SOME NONDIFFERENTIABLE PERTURBATIONS
OF HALF-LINEAR STURM-LIOUVILLE PROBLEMS

N.L. Zakirli (Baku State University, Baku, Azerbaijan)
naile.zakirli@gmail.com

We consider the following nonlinear Sturm-Liouville problem

ℓ(y)(x) ≡ −(p(x)y′(x))′ + q(x)y(x) = λr(x)y(x)+
α(x)y+(x) + β(x)y−(x) + f(x, y, y′, λ), x ∈ (0, 1),

(1)

a0y(0) + b0y
′(0) = 0, (2)

a1y(1) + b1y
′(1) = 0, (3)

where λ ∈ R is an eigenvalue parameter, p is a positive continuously
di�erentiable function on [0, 1], q, α, β are real-valued continuous functi-
ons on [0, 1], α ̸≡ −β, r is a positive continuous function on [0, 1],
y±(x) = max {± y(x), 0}, x ∈ [0, 1], a0, b0, a1, b1 are real constants
such that (a20 + b20)(a

2
1 + b21) > 0, f is a real-valued continuous function

on [0, 1] × R3 that satis�es the following condition: there exist positive
constants M and σ0 (σ0 can be small) such that∣∣∣∣f(x, y, s, λ)y

∣∣∣∣ ⩽M, (x, y, s, λ) ∈ [0, 1]× R3, |y|+ |s| ⩽ σ0, y ̸= 0.

Let E be the Banach space C1[0, 1]∩BC with the usual norm ||y||1 =
max
x∈[ 0,1]

|y(x)|+ max
x∈[ 0,1]

|y′(x)|, where BC is the set of functions satisfying

the boundary conditions (2) and (3).
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For each k ∈ N and each ν ∈ {+ , −}, let Sνk be the set of functions
y ∈ E that satisfy the following conditions: (i) the function y(x) has
exactly k − 1 simple zeros in (0, 1); (ii) lim

x→ 0+
ν sgn y(x) = 1.

Along with the nonlinear problem (1)-(3), we consider the following
half-linear problem ℓ(y)(x) = λr(x)y(x) + α(x)y+(x) + β(x)y−(x), x ∈ (0, 1),

a0y(0) + b0y
′(0) = 0,

a1y(1) + b1y
′(1) = 0.

(4)

Note that the half-linear problem (4) was considered in [1, � 3] where it
was shown that there exist two sequences of simple half-eigenvalues of
this problem,

λ+1 < λ+2 < . . . < λ+k < . . . , and λ−1 < λ−2 < . . . < λ−k < . . . .

The corresponding half-lines of solutions are in {λ+k } × S
+
k , and {λ

−
k } ×

S−
k ; aside from these solutions and the trivial ones, there are no other

solutions of problem (4).
Lemma 1. For each k ∈ N and each ν ∈ {+,−} the set of bifurcation

points of problem (1)-(3) with respect to the set R × Sνk is nonempty.
Furtheremore, if (λ, 0) is a bifurcation point of problem (1)-(3) with

respect to R × Sνk , then λ ∈ Jνk , where Jνk =
[
λνk − M

τ0
, λνk +

M
τ0

]
, τ0 =

min
x∈[0,1]

τ(x).

For each k ∈ N and each ν, let Dν
k be the union of all the components

of nontrivial solutions of problem (1)-(3) which meet Jνk × {0} with
respect to the set R× Sνk .

Theorem 1. For each k ∈ N and each ν the set Dν
k is nonempty, is

contained in R× Sνk and is unbounded in R× E.
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